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PRÉFACE. 

LE  s  premiers  Géomètres  n’avoient  encore  fait 
que  très-peu  de  chemin  ,  lorfqu’ils  s’apperçu- 
rent  que  le  Côté  d’un  Quatre ,  &  fa  Diagonale 
étoient  incommçnfurables  ,  c’eft-à-dire  que  quel¬ 
que  grandeur  que  l’on  pût  prendre  pour  être  la 
mefure  exaéte  de  l’une  de  ces  deux  Lignes ,  elle  ne 
pouvoir  jamais  être  la  mefure  exaéte  de  l’autre.  De¬ 
là  naiifoient  les  Nombres  incommenfurables ,  ou 
irrationels,  qui  fe  trouvoient  en  une  quantité  fans 
comparaifon  plus  grande  que  les  Nombres  ratio- 
nels ,  &  ordinaires  ;  &  parce  qu’on  voyoit  bien  qu’ils 
étoient  d’une  nature  particulière ,  mais  abfolument 
inconnue ,  les  Anciens  les  évitoient  avec  beaucoup 
d’art  dans  la  folution  des  Problèmes ,  &  ne  les  y  ad- 
mettoient  point.  Cependant  on  les  reçoit  aujour¬ 
d’hui  fans  difficulté ,  &  les  folutions  qu’ils  fournif- 
fent  font  parfaitement  légitimes.  Ce  n’eft  pas  qu’on 
les  connoilfe  mieux,  mais  on  s’eft  familiarifé  avec 
eux  à  force  d’en  rencontrer ,  ils  ont  vaincu  par  leur 
foule ,  &  par  leur  opiniâtreté  à  fe  préfenter  prefque 
par-tout. 
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V  R  El  F  A  C  E. 

Je  crois  avoir  prouvé  dans  ce  Livre  ,  que  les 
Nombres  irrationels  ne  le  font  que  parce  que  l’Infini 
entre  nécelfairement  dans  leur  nature ,  mais  comme 
la  maniéré  dont  il  y  entre  n’eft  nullement  apparen¬ 
te  ,  &  qu’elle  n’avoit  point  été  apperçue  ,  c’étoit 
l’Infini  que  l’on  rencontrait  dès  la  nailfance  de  la 
Géométrie ,  fi  déguifé ,  ôc  fi  enveloppé  qu’on  n’en 
avoit  aucun  foupçon. 

Les  Anciens  ont  vu  que  dans  l’angle  de  contin¬ 
gence  formé  par  la  circonférence  d’un  Cercle  ,  & 
par  fa  Tangente ,  il  ne  pouvoir  palfer  aucune  ligne 
droite  qui  le  divifât.  C’elt  là  un  angle  infiniment 
petit ,  &  l’Infini  commence  à  s’y  découvrir  un  peu  > 
au  lieu  qu’il  ne  fe  découvrait  nullement  dans  les 
Incommenfurables.  Aulli  l’angle  de  contingence 
étoit  une  merveille  incomprehenfible ,  &c  l’on  n’eût 
pas  pu  expliquer  comment  aucune  ligne  droite  n’y 
pouvant  palier  ,  il  y  palfoit  tant  de  circonférences 
circulaires  qu’on  vouioit  ,  toujours  plus  grandes  que 
la  première.  Archimede  n’a  trouvé  le  rapport  ap¬ 
proché  du  Diamètre  du  Cercle  à  la  Circonférence, 
qu’en  prenant  l’idée  du  Cercle  confondu  avec  un 
Polygone  d’une  infinité  de  côtés  ;  &  ce  rare  génie 
perçoit  déjà  dans  l’abîme  de  l’Infini. 

En  dernier  lieu  les  Anciens  font  venus  à  connoître 
l’Hyp  erbole  ,  &  fes  Afymptotes ,  &  quelques  autres 
Courbes  Afymptotiques ,  c’eft-à-dire  ,  des  Lignes 
qui  prolongées  à  l’Infini,  &  s’approchant  toujours 
l’une  de  l’autre ,  ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer,  &c 
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de  plus  des  Efpaces  actuellement  Infinis.  Voilà  l’In¬ 
fini  plus  déclaré ,  à  mefure  que  la  Géométrie  avan- 
çoit  davantage  ,  6c  le  voila  accompagné  de  nouvel¬ 
les  merveilles. 

On  en  demeura  là  ,  ou  plutôt  on  vint  à  ou¬ 
blier  ,  6c  à  ignorer  tout  pendant  la  longue  barba¬ 
rie  qui  régna  en  Europe.  Au  renouvellement  des 
Sciences  ,  ceux  qui  eurent  le  courage  de  vouloir 
être  Géomètres  ,  étudièrent  les  Géomètres  Grecs 
qui  reftoient ,  les  traductions  qu'on  en  fit,  les  Com¬ 
mentaires.  C ’étoit  être  allez  habile  que  de  les  en¬ 
tendre  6c  de  les  fuivre ,  embarrafles  6c  épineux ,  com¬ 
me  ils  font ,  6c  l’on  ne  crut  pas  d’abord  qu’il  fût 
poflible  d’aller  par  d’autres  routes,  6c  moins  encore 
d’aller  plus  loin.  U n  peu  de  préjugé  ne  pouvoit  man¬ 
quer  de  fe  mêler  au  refpeCt  légitime  qu’on  leur 
devoit.  Ce  qu’ils  avoient  admis  de  l’Infini ,  on  n’eut 
pas  de  peine  à  l’admettre,  préfenté  par  les  Maîtres  : 
mais  on  l’admettoit  en  quelque  maniéré  par  force  , 
parce  qu’on  y  étoit  conduit  par  des  guides  révérés  , 
aulli-bien  que  par  la  fuite  nécelfaire  des  démonltra- 
tions ,  6c  quand  on  y  étoit  arrivé  ,  on  s’arrêtoit 
avec  une  elpece  d’effroi ,  6c  de  fainte  horreur.  On 
n’eût  pas  eu  l’audace  de  faire  un  pas  de  plus.  On 
regardoit  l’Infini  comme  un  My  Itéré  qu’il  falloir  ref- 
peCter  ,  6c  qu’il  n’étoit  pas  permis  d’approfondir.  Il 
eft  vrai  que  cette  timidité  étoit  fort  excufable  par 
l’extreme  difproportion  que  l’Efprit  humain  fent 
toujours  entre  lui ,  6c  un  fi  grand  objet. 

a  ij 


PREFACE. 

BonaventureCavaleriuSjReligieuxItalien  de  l’Or¬ 
dre  des  Jéfuates,  eft  le  premier  qui  dans  fa  Géométrie 
des  Indivifibles  ,  imprimée  à  Bologne  en  i  6  3  j  , 
Ouvrage  original ,  &  très-ingénieux ,  ait  fondé  vo¬ 
lontairement,  &  par  choix  tout  un  Syfteme  Géomé¬ 
trique  fur  les  idées  de  l’Infini.  Il  confidere  les  Plans 
comme  formés  par  des  fommes  infinies  de  Lignes, 
qu’il  appelle  des  quantités  Indivifibles  ,  les  Solides 
par  des  fommes  infinies  de  Plans  pareillement  In¬ 
divifibles  ,  &  les  rapports  de  ces  fommes  infinies  ou 
cle  Lignes,  ou  de  Plans  font  nécelfairement  les  mê¬ 
mes  que  ceux  des  Plans  ou  des  Solides,  fondement 
de  toute  fa  nouvelle  Théorie.  Ce  n’eft  pas  qu’effrayé 
lui- même  de  l’Infini ,  ou  craignant  d’effrayer  fes 
Lecteurs,  il  11e  le  diffimule  autant  qu’il  peut,  il  le 
mafque  le  plus  fouvent  fous  le  nom  d'indéfini ,  ter¬ 
me  plus  doux  en  apparence,  mais  qui  bien  entendu 
ou  ne  lignifie  que  la  même  chofe,  ou  ne  lignifie 
rien.  Il  voit  que  fon  fyifeme  le  jette  indifpenfable- 
ment  dans  des  Infinis  plus  grands  les  uns  que  les 
autres ,  difficulté  à  laquelle  on  ne  croit  pas  ,  dit-il , 
que  les  armes  memes  d’ Achille  put  fient  réjlfier.  AufH 
fe  repofe-t-il  fur  le  fait  évidemment  confiant,  & 
il  traite  l’objection  de  Nœud  Gordien ,  quil  la  fie  à 
quelque  Alexandre. 

Du  refte ,  il  ne  propofe  fes  vues  qu’avec  la  mo¬ 
de  fi  ie  &  les  ménagemens  néceffaires  à  la  Vérité, 
qui  a  le  malheur  d’être  nouvelle  ,  il  femble  deman¬ 
der  pardon  aux  Géomètres  d’avoir  mis  leur  Science 
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dans  un  plus  grand  jour ,  &  d’en  avoir  augmenté 
l 'étendue.  Il  fait  valoir  l'accord  parfait  de  fes  con¬ 
clusions  avec  celles  qui  étoient  déjà  reçues  de  tôut 
le  monde ,  &  par  conféquent  tout  ce  que  les  mêmes 
principes  lui  ont  produit  de  nouveau  j  doit  être  éga¬ 
lement  vrai.  On  s’en  perfuade  encore  par  un  certain 
ordre  naturel ,  par  une  liaifon  facile  qui  fe  trouve 
entre  les  Proportions  anciennes  &  les  nouvelles  : 
car  telle  eft  la  nature  des  Vérités  qu’elles  font  tou¬ 
jours  prêtes  à  recevoir  parmi  elles  d’autres  Vérités  } 
ôc  leur  {aillent,  pour  ainfi  dire,  des  places  quelles 
n’ont  qu’à  venir  prendre. 

La  Géométrie  de  Cavalerius  fubit  le  fort  des 
nouveautés  les  plus  dignes  de  l’approbation  du  Pu¬ 
blic.,  ôc  même  les  plus  deftinées  à  l’emporter  avec 
le  temps  :  de  grands  Géomètres  l'attaquèrent ,  de 
grands  Géomètres  l’adopterent ,  ou  la  défendirent  ; 
mais  enfin  ,  c’eft  là  la  première  fois  que  l’Infini  ait 
paru  dans  la  Géométrie  en  forme  fy Hématique  ,  ôc 
dominant  fur  toute  une  grande  ôc  vafte  Théorie  r 
quoiqu’encore  extrêmement  enveloppé. 

M.  de  Roberval,dans  une  lettre  écrite  à  T orricelli, 
alfûre  que  cinq  ans  avant  que  le  Livre  de  Cavalerius 
parût ,  il  avoit  trouvé  la  même  Méthode  des  Indi- 
vifibles ,  qu’il  appelle  la  Science  de  Hnfi  ni  \  promet-» 
tant  cependant  de  n’employer  guère  une  exprefliom 
fi  hardie.  Cétoit ,  dit-il.,  en  objervant  de  près  la  mar¬ 
che  d* Archimede ,  quil  étoit  arrivé  à  cette  fublime & 

merveilleufe  Science  }  il  la  cachoit  par  une  vanité  de 

•  •  • 
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jeune  homme,  qui  vouloit  fe  referver  un  Secret  de  re¬ 
foudre  avec  facilité  les  Qtiefiions  les  plus  difficiles ,  & 
s'attirer  par-là  de  l'admiration,  ce  qui  lui  avoit  réujji ; 
mais  il  lui  étoit  arrivé  le  malheur  ,  que  tandis  qu'il 
s'amufoit  à  fe  parer  de  quelques  grains  d'or  tirés  d'une 
Mine  inconnue ,  un  autre  étoit  venu  ,  qui  avoit  décou¬ 
vert  la  Mine  à  tout  le  monde.  Il  ne  vouloit  pourtant 
pas  tomber  dans  le  ridicule  de  revendiquer  les  lndivifi- 
bles ,  il  reconnoijfoit  nettement  que  l’aeîe  public  de  la 
prife  de  pojfefjion  décidait  absolument  pour  Cavalerius  , 
tant  la  fortuné  a  de  pouvoir  fur  tout  ce  qui  s’appelle 
Gloire ,  &  tant  il  elt  néceffaire  de  fe  foumettre  à  ce 
pouvoir,  tout  illégitime  qu’il  pourroit  paroître.  Le 
T  raité  des  Indivilibles  qu’avoit  fait  A4.de  Roberval, 
a  été  imprimé  après  fa  mort  avec  différons  Ouvra¬ 
ges  d’autres  Académiciens  en  165)3. 

Je  ne  prends  que  les  principaux  points  de  cette 
petite  Hiftoire  de  l’Infini.  Le  plus  grand  effet,  &  en 
même-temps  la  plus  forte  preuve  du  mérite  de  la 
Géométrie  des  Indivifibles ,  fut  de  tourner  de  ce  côté- 
là  les  vues  de  M.  Wallis ,  grand  Géomètre  Anglois, 
&T  de  lui  donner  lieu  de  faire  fon  Arithmétique  des 
Infinis,  qui  parut  en  1655.  L’ Anglois  plus  hardi 
que  l’Italien  ,  foit  par  le  génie  de  la  Nation  ,  foit 
parce  qu’il  venoit  après  l’Italien  ,  dont  la  Méthode 
commençoit  à  s’établir,produit  dans  tout  fon  Ouvra¬ 
ge  ,  fans  marquer  aucune  crainte  ,  fans  ufer  de  pré¬ 
cautions  ,  des  Séries  ou  Suites  infinies  de  Nombres, 
&  détermine  les  rapports  de  leurs  femmes  >  d'où  dé- 
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pendent  non-feulement  des  rapports  de  Plans  ,&  de 
Solides  que  Cavalerius  avoir  donnés  ,  mais  encore 
des  Quadratures  &  des  Reéfifications  de  Courbes, 
qui  n’entroient  pas  dans  la  Théorie  de  Cavalerius. 
Wallis  dit  qu'il  commence  où  Cavalerius  avoir  fini  ; 
&  il  eft  certain  qu’il  va  beaucoup  plus  loin  ,  &  qu’il 
pouvoit  même  ,  ainfi  qu’il  en  avertit ,  aller  encore 
au-delà.  A  mefure  que  l'audace  de  manier  l’Infini 
croilfoit  ,  la  Géométrie  reculoit  de  plus  en  plus  fes 
anciennes  limites. 

Dans  l’efpace  de  quelque  quarante  années  ,  à 
compter ,  fi  l’on  veut,  depuis  Cavalerius ,  toutes  les 
fpéculations  de  Géométrie  devenant  toujours  plus 
élevées,  aboutilfoient  à  quelque  chofe  de  commun , 
dont  peut-être  on  ne  s’appercevoit  pas  encore. 
Defcartes  par  fafameufe  Réglé  des  Tangentes ,  Fer¬ 
mât  par  celle  des  Maxima  &  Minima ,  Pafcal  par 
la  confidération  des  Elémens  des  Courbes,  Barrou 
par  ion  petit  Triangle  différentiel ,  dont  l’ufage  ne 
finira  jamais,  Mercator  par  fon  Art  de  former  des 
Suites  infinies  d’une  autre  efpeëe  que  celles  de 
Wallis ,  tous  ces  grands  hommes ,  chacun  en  fuivant 
fa  route  particulière ,  fe  trouvoient  conduits  ou  à 
l’Infini ,  ou  fur  le  bord  de  l’Infini.  Il  perçoit-de  toutes 

Jiarts,  il  pourfuivoit  par-tout  les  Géomètres,  &  ne 
eur  lailfoit  pas  la  liberté  d’échapper. 

Il  y  a  un  ordre  qui  réglé  nos  progrès.  Chaque 
connoilfance  ne  fe  développe, qu’après  qu’un  certain 
nombre  de  connoillances  précédentes  fe  font  dé- 
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veloppées ,  Sc  quand  fon  tour  pour  éclorre  eft  venu. 
Cet  Infini ,  qu’on  ne  pouvoir  plus  fe  difpenfer  de 
recevoir,  fur-tout  l’Infiniment  petit,  plus néceffaire 
encore  que  fon  oppofé ,  on  ne  favoit  point  l’em¬ 
ployer  dans  un  Calcul  Algébrique,  fans  quoi  il  avoit 
très-peu  d’ufage,  Se  quelle  apparence  qu’on  l’y  pût 
jamais  employer?  Auroit-on  traité  l’Infini  comme 
les  grandeurs  finies  ?  Sa  nature  n’y  apportoit-ellepas 
un  obllacle  invincible  ?  Cependant  le  terme  étoit 
arrivé ,  où  la  Géométrie  devoit  enfanter  le  Calcul 
de  l’Infini.  M.  Neuton  trouva  le  premier  ce  mer¬ 
veilleux  Calcul ,  M.  Leibnits  le  publia  le  premier. 
Que  M.  Leibnits  foit  inventeur  aufli-bien  que  M. 
Neuton  ,  c’elt  une  queftion  dont  nous  avons  rap¬ 
porté  l’Hiftoire  en  171  6*  ,Sc  nous  ne  la  répéterons 
pas  ici.  Dès  que  le  Calcul  diffentiel  eut  paru,  Mrs 
Bernoulli ,  M.le  Marquis  de  l’Hôpital ,  M.  Mati¬ 
gnon  ,  tous  les  grands  Géomètres  entrèrent  avec  ar- 
deur  dans  les  routes  qui  venoient  d’être  ouvertes  , 
&  y  marchèrent  à  pas  de  Géant ,  l’Infini  éleva  tout  à 
une  fublimité ,  &  en  même- temps  amena  tout  à  une 
facilité ,  dont  on  n’eût  pas  ofé  auparavant  concevoir 
l’efpérance ,  &  c’ext  là  l’Epoque  d’une  révolution 
prefque  totale  arrivée  dans  la  Géométrie. 

Cette  révolution ,  quelque  heureufe  quelle  fût , 
a  pourtant  été  accompagnée  de  quelques  troubles. 
Il  y  a  eu  un  Géomètre  ,  qui  voulant  bien  recevoir 
les  Infiniment  petits  du  premier  ordre ,  rejettoit 
abfolument  ceux  du  fécond ,  Se  de  tous  les  ordres 
/  inférieurs , 
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inférieurs ,  toujours  infiniment  plus  petits  les  uns 
que  les  autres. 

D  ans  l’Académie  même  des  Sciences  il  s’efl  élevé 
quelques  conteftations  fur  ce  Syfteme,  &  nous  n’en 
avons  pas  caché  THiftoire  au  Public  *. 

ti  I  t  yr  T  «î  •  1>  l'Acad.  des 

11  y  a  plus.  M.  Leibnits^  comme  nous  1  avons  se.  an.  i70I 
avoué  dans  fon  Eloge,  paroît  avoir  un  peu  chancelé, 

Il  femble  qu’il  fe  fût  relâché  jufqu’au  point  de  ré¬ 
duire  les  Infinis  de  différens  ordres  à  n  être  que  des 
Incomparables ,  dans  le  fens  qu’un  grain  de  Sable  fe¬ 
rait  incomparable  au  Globe  de  la  Terre  ,  ou  ce 
Globe  à  un  Globe  dont  la  diftance  du  Soleil  â  Sirius 
feroit  le  rayon ,  ce  qui  ruineroit  l’exaélitude  géo¬ 
métrique  des  Calculs  ,  &  de  quel  poids  ne  doit  pas 
être  l’autorité  de  l’Inventeur  contre  l’invention  ? 

Malgré  tout  cela  l’Infini  a  triomphé ,  &  s’eft  em¬ 
paré  de  toutes  les  hautes  fpéculations  des  Géomè¬ 
tres.  Les  Infinis  ou  Infiniment  petits  de  tous  les  or¬ 
dres  font  aujourd’hui  également  établis  ,  il  n’y  a 
plus  deux  partis  dans  l’Académie ,  &c  fi  M.  Leibnits 
a  chancelé  ,  on  fe  fie  plus  aux  lumières  qu’on  tient 
de  lui ,  qu’à  fon  autorité  même. 

Il  faut  convenir  cependant  que  toute  cette  ma¬ 
tière  eft  environnée  de  ténèbres  alfez  épaiffes ,  &  de¬ 
là  vient  que  quelques-uns  de  ceux  qui  embrafient  les 
idées  de  l’Infini ,  ne  les  prennent  pourtant  que  pour  - 
des  idées  de  pure  fuppofition  fans  réalité,  dont  on 
ne  fe  fert  que  pour  arriver  à  des  folutions  difficiles , 
qu’on  abandonne  dès  qu’on  y  efb  arrivé  ,  &  qui 
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reffemblent  à  d  es  Echafaudages  qu’on  abat,  auffi-tôt 
que  l’Edifice  eft  conftruit.  C’elî  là  une  façon  de 
penfer  mitigée  ,  qui  raffûte  un  peu  contre  la  frayeur 
que  l’Infini  caufe  toujours. 

Pour  dilhper  cette  frayeur,  du  moins  en  partie  , 
je  puis  faire  fouvenir  les  Géomètres  d’un  Infini , 
qu’ils  reçoivent  tous  fans  exception,  d’où  s’enfuivent 
néceffairement  toutes  les  idées  du  Syfteme  moderne , 
&  cela  fans  aucune  des  reftriétions ,  fans  aucun  des 
adouciffemens  qu’on  peut  imaginer. 

Tous  les  Géomètres  ,  anciens  &c  modernes,  con¬ 
viennent  quel’efpace  Afymptotiquede  l’Hyperbole 
eft  infini,  &  ils  employait  tous  ce  même  terme.  Que 
veulent-ils  qu’il  lignifie?  Certainement  ils  n’enten¬ 
dent  pas  que  cet  efpace  eft  étendu  à  l’infini ,  car  ils 
démontrent  que  d’autres  efpaces  Afymptotiques  pa¬ 
reillement  étendus  à  l’infini ,  ne  font  que  finis  ;  &  il 
eft  à  remarquer  que  lorfqu’ils  démontrent  que  ces 
derniers  efpaces  ne  font  que  finis  ,  ils  n’en  peuvent 
le  plus  fouvent  déterminer  la  grandeur  finie ,  &  que 
pour  cela  ils  ne  les  traitent  pas  même  d’indéfinis.  Il 
Faut  donc  que  l’efpace  Hyperbolique  foit  infini , 
parce  qu’il  eft  plus  grand  que  tout  efpace  fini,  quel 
qu’il  foit ,  plus  grand ,  par  exemple  ,  que  faire  d’un 
Cercle  dont  le  Soleil  feroit  le  centre  ,  &  le  demi- 
diametre  la  diftance  du  Soleil  à  Saturne  ou  à  l’Etoile 
de  Sirius ,  &c.  Afturément  cette  vérité  démontrée 
en  cent  façons  ,  &  reconnue  de  tout  le  monde  ,  eft: 
bien  contraire  à  ce  qu’on  jugeroit  par  les  fens  en 
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voyant  une  Hyperbole  tracée  fur  le  papier ,  où  il 
femble  qu’au  bout  d’un  très -petit  efpace  elle  fe 
confond  déjà  avec  fon  Afymptote. 

L’efpace  Hyperbolique  eft  auffi  réellement  infi¬ 
ni  j  ou  plus  grand  que  tout  efpace  fini ,  qu’un  efpace 
Parabolique  déterminé  eft  les  deux  tiers  de  fon  pa¬ 
rallélogramme  circonfcrit ,  où  feroit  la  différence 
de  ces  deux  maniérés  d’être  ?  11  feroit  trop  puérile  de 
dire  que  l’un  de  ces  efpaces  peut  être  actuellement 
tracé ,  &  que  l’autre  ne  le  peut.  La  Géométrie  eft 
toute  intellectuelle ,  indépendante  de  la  defcription 
aCtuelle  &  de  l’exiftence  des  Figures  dont  elle  décou¬ 
vre  les  propriétés.  Tout  ce  quelle  conçoit  néceffaire 
eft  réel  de  la  réalité  qu’elle  fuppofe  dans  fon  objet. 
L’Infini  qu’elle  démontre  eft  donc  aulli  réel  que  le 
Fini ,  &  l’idée  quelle  en  a  n’eft  point  plus  que  toutes 
les  autres ,  une  idée  de  fuppofition ,  qui  ne  foit  que 
commode  ,  &  qui  doive  difparoître  dès  qu’on  en  a 
fait  ufage. 

Si  l’on  conçoit  l’efpace  Hyperbolique  divifé  en 
parties  finies  égales ,  chacune  pourra  être  prife  pour 
l’Unité ,  il  y  en  aura  un  nombre  infini ,  &  leur  lom- 
me  fera  égale  à  cet  Infini.,  qui  eft  i’efpace.  Or  une 
fomme  quelconque  de  nombres  quelconques  ,  ne 
oeut  être  qu’un  nombre.  L’Infini  eft  donc  un  nom¬ 
bre  ,  &c  doit  être  traité  comme  tel,  ce  qui  prouve 
encore  fa  réalité  ,  puifqu’il  a  toute  celle  des  nom¬ 
bres. 

Le  parallélogramme  circonfcrit  à  i’efpace  Afymp- 
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totique  Hyperbolique  ,  c’eft-à-dire ,  le  parallélo¬ 
gramme  donc  un  des  côtés  fera  la  première  8c  plus 
grande  Ordonnée  de  l’Hyperbole ,  8c  l’autre  i’A- 
fymptote  ,  ou  Axe  infini  ,  fera  visiblement  plus 
grand  &  beaucoup  plus  grand  que  l’efpace  Afymp- 
totique.  Voilà  donc  un  Infini  plus  grand  qu’un  an¬ 
tre  ,  8c  cet  Infini  je  le  puis  doubler ,  tripler ,  &c.  en 
concevant  la  première  Ordonnée  de  l’Hyperbole 
deux  fois ,  trois  fois ,  &c.  plus  grande  ;  les  Infinis 
peuvent  donc  avoir  entre  eux  tous  les  rapports  des 
nombres. 

Si  enfin  je  conçois  que  la  première  Ordonnée  de 
l’Hyperbole  foit  devenue  égale  à  l’Afymptote,  le  pa¬ 
rallélogramme  circonfcrit  eft  un  quarré  infiniment 
plus  grand  que  l’efpace  Afymptotique  infini,  ce  qui 
fait  voir  &  la  nécemté  8c  la  réalité  des  différens  or¬ 
dres  d’infini,  car  dès  qu’on  en  tient  deux,  on  voit 
allez  qu’il  n’y  a  plus  de  bornes. 

Ces  différens  Ordres,  dont  l’ordre  du  Fini  eft  le 
premier  8c  le  plus  bas  ,  font  véritablement  incompa¬ 
rables,  c’eft-à-dire,  qu’une  grandeur  de  l’un  n’eft  rien 
par  rapport  à  une  grandeur  de  l’ordre  fupérieur , 
non  dans  le  fens  qu’un  grain  de  fible  ne  feroit  rien 
par  rapport  à  un  Globe  dont  la  diftance  du  Soleil 
à  Sirius  feroit  le  rayon ,  mais  dans  un  fens  infini¬ 
ment  plus  rigoureux.  ;  car  ce  grain  de  fable  8c  ce 
Globe  font  du  même  ordre ,  purfque  ce  Globe  n’eft 
certainement  pas  infini,  ou  plus  grand  que  toute 
grandeur  finie. 
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Je  ne  vois  pas  qu’on  puiffie  rompre  en  aucun 
endroit  cetre  chaîne  de  conféquences  qui  naiffent 
fi  fimplement  &c  fi  naturellement  de  la  propriété 
inconteftable  de  l’efpace  Hyperbolique  ,  elles  naî- 
troient  de  même  de  plufieurs  autres  vérités  démon¬ 
trées  en  Géométrie  ;  &  par  conféquent  ne  pas 
recevoir  l’Infini ,  tel  qu’on  vient  de  le  repréfenter , 
&c  avec  toutes  fes  fuites  néceffaires ,  c’eft  rejetter  des 
démonftrations  géométriques ,  &:  qui  en  rejette  une 
les  doit  rejetter  toutes. 

Mais  fi  la  certitude  eft  entière  ,  il  femble  que 
l’évidence  ne  le  foit  pas  ;  par  exemple ,  un  Infini 
moindre  qu’un  autre  a  beau  être  démontré ,  il  paroît 
toujours  enfermer  une  contradiction.  Cet  Infini 
moindre  eft  néceflairement  limité  pari  rapport  au 
plus  grand,  &  dès  qu’il  eft  limité,  il  n’eft  plus  infini: 
mais  il  faut  prendre  garde  que  cette  contradiction 
apparente  vient  de  l’idée  d’un  autre  Infini  que  celui 
qu’on  a  pofé. 

Nous  avons  naturellement  une  certaine  idée  de 
l’Infini ,  comme  d’une  grandeur  fans  bornes  en  tous 
fens  ,  qui  comprend  tout ,  hors  de  laquelle  il  n’y  a 
rien.  On  peut  appeller  cet  Infini  Métaphyfique  :  mais 
l’Infini  Géométrique ,  c’eft-à-dire,  celui  que  la  Géo¬ 
métrie  confidere ,  &  dont  elle  a  befoin  dans  fes 
recherches ,  eft  fort  différent ,  eJeft  feulement  une 
grandeur  plus  grande  que  toute  grandeur  finie, 
mais  non  pas  plus  grande  que  toute  grandeur.  Il  eft 
vifible  que  cette  définition  permet  qu’il  y  ait  des 
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Infinis  plus  petits  ou  plus  grands  que  d’autres  Infinis, 
&  que  celle  de  l’Infini  Métaphyfique  ne  le  permet- 
troir  pas.  On  n’eft  donc  pas  en  droit  de  tirer  de 
l’Infini  Métaphyfique  des  objeétions  contre  le  Géo¬ 
métrique  ,  qui  n’elt  comptable  que  de  ce  qu’il  ren¬ 
ferme  dans  ion  idée ,  &  nullement  de  ce  qui  n’ap¬ 
partient  qu’à  l’autre. 

Je  puis  dire  encore  plus  :  l'Infini  Métaphyfique 
ne  peut  s'appliquer  ni  aux  nombres ,  ni  à  l’éten¬ 
due  ,  il  y  devient  un  pur  Etre  de  raifort ,  dont  la 
fauiTe  idée  ne  fert  qu’à  nous  troubler  &  à  nous 
égarer. 

L’Infini  géométrique  étant  bien  entendu  ,  fes 
principes  bien  inébranlables  ,  les  conféquences  bien 
liées ,  la  plupart  des  recherches  un  peu  élevées  ne 
laiiTent  pas  de  nous  jetter  encore  dans  des  abîmes 
d’une  obfcurité  profonde  ,  ou  tout  au  moins  dans 
des  Pays  où  le  jour  eft  extrêmement  foible.  L’A- 
fymptotifme  des  Courbes  toujours  fort  étonnant, 
quoique  fort  ordinaire  ,  les  efpaces  Afymptotiques 
que  d’affez  légères  différences  rendent  finis  ou  infi¬ 
nis,  leurs  Solides  que  des  efpaces  infinis  donnent 
finis,  &c  que  des  efpaces  finis  donnent  infinis ,  des 
fommes  de  Suites  infinies ,  qui  d’infinies  quelles 
étoient  deviennent  finies  par  la  feule  élévation  des 
Suites  au  quarré ,  une  infinité  d’autres  merveilles  in- 
compréhenfibles  par  elles-mêmes ,  naiffent  à  cha¬ 
que  moment  fous  les  pas  des  Géomètres.,  &  il  femble 
que  la  Géométrie ,  qui  fe  pique  d’avoir  la  clarté  en 
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partage ,  devroit  être  exempte  de  merveilles.  Quel¬ 
quefois  même  des  Méthodes  ,  quoique  fines  & 
ingénieufes ,  ne  donnent  aucune  idée  nette.  Je  rdai 
point  vu,  par  exemple,  de  Géomètre  qui  entendît 
précifément  ce  que  c’eft  dans  la  Réglé  des  Inflé- 
xions  &  des  Rebroufîemens  ,  qu’une  différence 
fécondé  devenue  égale  à  l’Infini.  J’en  puis  dire 
autant  de  la  Courbure  infinie,  que  l’on  démontre 
telle  fans  favoir  aucunement  en  quoi  elle  confifte. 
Ajouterai-je  qu’il  fembie  quelquefois  que  les  Géo¬ 
mètres  fe  faffent  honneur  de  leurs  conclufions  fur- 
prenantes  ,  &  qu’ils  feraient  fâchés  qu’elles  fuffient 
plus  vrai-femblables  ?  Quoiqu’il  en  foit ,  il  eft  arrivé 
dans  la  haute  Géométrie  une  chofe  bifarre  ,  la 
certitude  a  nui  à  la  clarté.  On  tient  toujours  le  fil 
du  Calcul,  guide  infaillible ,  il  n’importe  où  l’on 
arrive ,  il  y  falloir  arriver ,  quelques  ténèbres  qu’on 
y  trouve.  De  plus ,  la  gloire  a  toujours  été  atta¬ 
chée  aux  grandes  recherches  ,  aux  folutions  des 
Problèmes  difficiles ,  &  non  à  l’éclairciffiement  des 
idées. 

J’ai  cru  que  cet  éclairciffement,  négligé  par  les 
habiles  Géomètres ,  pourrait  être  utile  à  la  Géomé¬ 
trie  ;  on  n’en  marchera  pas  plus  fûrement,  mais  on 
verra  plus  clair  autour  de  foi ,  avec  le  fil  qu’on  avoit 
dans  des  Labyrinthes  fombres ,  on  aura  un  flam¬ 
beau  ,  dont  la  lueur  ne  fauroit  être  fi  petite ,  qu’elle 
ne  foit  toujours  de  quelque  ufage,  &c  même  fi  cet¬ 
te  petite  lueur  que  je  préfente  n’effc  pas  fauffie ,  rien 
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n’empêchera  qu’on  ne  l’augmente  beaucoup. 

J’avoue  qu’on  peut  me  reprocher  qu’au  lieu  d’é¬ 
claircir  l’Infini ,  j’y  porte  une  obfcurité  nouvelle, un 
Paradoxe  inoui ,  qui  eft  expofé  dans  la  Sect.  III ,  &c 
qui  enfuite  fe  retrouve  fouvent  dans  tout  l’Ouvrage  : 
mais  fi  ce  Paradoxe  eft  vrai ,  s’il  fuit  néceffairement 
de  la  nature  de  ^Infini ,  je  la  fais  mieux  connoître , 
j’en  fais  mieux  connoître  les  propriétés,  qui,  quoi- 
qu’obfcures ,  font  la  fource  de  tout  ce  que  le  Cal¬ 
cul  nous  donne  de  plus  étonnant  ;  on  arrivera  aux 
plus  grandes  merveilles  bien  préparé  ,  &  fans  cette 
efpece  de  furprife ,  qui  dans  le  fonds  n’eft  point  ho¬ 
norable  aune  vraie  Science.  C’eft  toujours  un  degré 
de  lumière ,  que  de  voir  finement  à  quel  principe  , 
fût -il  peu  connu,  tiennent  certains  effets.  Ainfî 
quand  les  Phyfîciens  ont  demandé  comment  fe  fait 
la  génération  perpétuelle  des  Plantes  &  des  Ani¬ 
maux  ,  qui  font  des  Corps  d’une  organifation  fi  ad¬ 
mirable  &  fi  confiante,  ceux  qui  ont  dit  que  ces 
Corps  font  déjà  tout  formés  de  la  main  du  fouverain 
Etre  dans  les  Graines  ou  dans  les  Œufs ,  &  qu’ils  ne 
font  que  fe  développer  ;  ont  apporté  dans  la  Phyfi- 
que  une  connoiflance  nouvelle  &  utile ,  toute  ac¬ 
compagnée  quelle  eft  de  difficultés  embarraffantes  9 
elles  ne  font  pas  abandonner  le  principe  ,  &  on  fe 
contente  d’admirer.  Je  remarquerai  en  paffant  que 
dans  cet  exemple  même  la  principale  difficulté 
vient  de  l’Infini. 

Ceux  qui  ont  le  plus  traité  l’Infini  géométrique , 
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île  l’ont  fait  jufqu’à  prélent  qu’avec  un  relie  de  ti¬ 
midité  ,  qui  les  a  empêchés  de  l’approfondir  autant 
qu’ils  le  pouvoient.  Il  m’a  femblé  qu’au  point  où 
l’on  en  étoit  venu,  cette  timidité  n’étoit  plus  guere 
de  faifon ,  &  que  ma  témérité  feroit  excufable  ,  fi 
je  t.âchois  d’avancer  encore  de  quelque  pas ,  pourvu 
ue  je  fuivilfe  exactement  les  routes  déjà  ouvertes, 
s’ell  offert  à  moi  une  infinité  de  nouveaux  Infinis 
ignorés ,  &  cependant  importans  ,  &  en  général 
l’Infini  s’étend  beaucoup  plus  qu’il  11e  faifoit  fur 
toute  la  Géométrie  ,  ne  fût-ce  que  par  cette  feule 
raifon ,  que  c’effc  lui  qui  fait  les  Incommenfurables , 
dont  le  nombre  eft  infiniment  plus  grand  que  celui 
des  Commenfurables.  On  rapporte  qu’il  y  a  dans 
les  Pays-Bas  de  grandes  étendues  de  terre  qui  ont 
été  couvertes  par  la  Mer,  &  dont  il  ne  relie  que 
quelques  pointes  de  Clochers  éparfes  çà  &  là ,  qui 
Portent  de  Peau.  C’ell  ainfi  à  peu-près  que  l’Océan 
de  l’Infini  a  abîmé  tous  les  nombres ,  &  toutes  les 
grandeurs ,  dont  il  ne  relie  que  les  Commenfurables 
que  nous  puilfions  connoître  parfaitement.  M. 
riuguens ,  qui  étoit  du  moins  autant  homme  d’ef- 
prit  que  grand  Géomètre ,  a  dit  en  quelque  endcbit 
de  fon  Cofmotheoros ,  an  il  foupçonnoit  que  tout  notre 
Calcul  ne  rouloit  que  fur  les  petits  commencemens  des 
Suites  des  Nombres.  M.  Wallis  a  cru  aulïi  que  tous 
nos  Signes  radicaux  ne  fulfiroient  pas  pour  expri¬ 
mer  certains  nombres  qu’il  entrevoyoit,  plus  fin- 
guliers  &  plus  Incommenfurables  que  les  Incom- 
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menfurables  ordinaires.  Il  y  a  bien  de  l’apparence 
qu’il  entreroic  de  l’Infini  dans  ces  nombres  de  M. 
Wallis. 

Quand  une  Science ,  telle  que  la  Géométrie,  ne 
fait  que  de  naître ,  on  ne  peut  guere  attraper  que 
des  Vérités  difperfées  qui  ne  fe  tiennent  point,  & 
on  les  prouve  chacune  à  part  comme  l’on  peut ,  ôc 
prefque  toujours  avec  beaucoup  d’embarras.  Mais 
quand  un  certain  nombre  de  ces  Vérités  défunies 
ont  été  trouvées  ,  on  voit  en  quoi  elles  s’accordent, 
&  les  principes  généraux  commencent  à  fe  mon¬ 
trer  ,  non  pas  encore  les  plus  généraux  ou  les  pre¬ 
miers  ,  il  faut  un  plus  grand  nombre  de  Vérités 
pour  les  f  orcer  à  paraître.  Plufieurs  petites  Branches 
que  l’on  tient  d’abord  féparément ,  mènent  a  la 
groffe  Branche  qui  les  produit ,  6c  plufieurs  groffes 
Branches  mènent  enfin  au  Tronc.  Une  des  grandes 
difficultés  que  j’aie  éprouvées  dans  la  composition 
de  cet  Ouvrage  a  été  de  faifir  le  Tronc,  6c  plufieurs 
groffes  Branches  m’ont  paru  l’être  qui  ne  l’étoient 
pas.  Je  ne  fuis  pas  fûr  de  ne  m’y  être  pas  encore 
trompé  ,  mais  enfin  quand  j’ai  eu  pris  l’Infini  pour 
le  Tronc,  il  ne  m’a  plus  été  poflible  d’en  trouver 
d’autre,  6c  je  l’ai  vu  distribuer  de  toutes  parts,  & 
répandre  Ses  rameaux  avec  une  régularité  6c  une 
fymmétrie ,  qui  n’a  pas  peu  Servi  à  ma  perfuafion 
particulière. 

Un  avantage  d’avoir  faiSi  les  premiers  Principes, 
feroit  que  l’ordre  fe  mettrait  par-tout  prefque  de 
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lui-même ,  cet  ordre  qui  embellit  tout  qui  fortifie 
les  Vérités  par  leur  liaifon ,  que  ceux  à  qui  on  parle 
ont  droit  d'exiger,  &  qu’on  ne  peut  leur  refufer  fans 
une  efpece  d’injuftice ,  fur-tout  fi  on  facrifie  leur 
commodité  à  la  gloire  de  paroître  plus  profond. 
De  plus  les  démonftrations  qui  ne  font  pas  tirées 
des  premiers  principes ,  .ne  vont  guere  au  but  que 
par  de  longs  &  fatiguans  circuits.  On  ne  fait  pref- 
que  plus  d’où  l’on  eft  parti ,  on  ne  fait  par  où  l’on 
a  paflé.  Mais  fi  on  a  pu  remonter  a  la  vraie  nature 
des  chofes ,  les  démonftrations  en  naiflent  prefque 
immédiatement  ,  &  en  foule  :  il  arrive  rarement 
qu’il  y  ait  bien  loin  des  conclufions  aux  principes , 
ôc  que  l’on  ne  puiffe  pas  embrafler  d’un  coup  d’œil 
tout  le  chemin  qu’on  a  fait.  Enfin  ce  qui  n’eft  pas 
pris  dans  ces  premières  fources  ,  manque  allez  fou- 
vent  d’une  certaine  clarté.  On  fe  fiert  des  Rayons 
des  Développées  pour  melurer  la  courbure  des 
Courbes  ;  mais  parce  que  ces  Rayons  ne  font  qu’un 
indice  de  la  courbure ,  ôc  non  pas  ce  qui  la  fait , 
quand  on  trouve  une  courbure  infinie ,  on  ne  peut 
en  prendre  félon  cette  Théorie  aucune  idée  nette. 
Le  Vrai  eft  fimple  ôc  clair ,  ôc  quand  notre  maniéré 
d’y  arriver  eft  embarraflee  &  obfcure  ,  on  peut  dire 
qu’elle  mene  au  Vrai,  ôc  n’eft  pas  vraie. 

Le  Calcul  n’eft  guere  en  Géométrie  que  ce 

qu’eft  l’expérience  en  Phyfique,&  toutes  les  Vérités 

produites  leulement  par  le  Calcul ,  on  les  pourroit 

traiter  de  Vérités  d’expérience.  Les  Sciences  doivent 
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aller  jufqu’aux  premières  caufes ,  fur-tour  la  Géo¬ 
métrie  où  l’on  ne  peut  foupçonner  comme  dans  la 
Phyfique  des  principes  qui  nous  foient  inconnus. 
Car  il  n’y  a  dans  la  Géométrie  ,  pour  ainfi  dire , 
que  ce  que  nous  y  avons  mis ,  ce  ne  font  que  les 
idées  les  plus  claires  que  l’Efprit  humain  puilfe 
former  fur  la  Grandeur  comparées  enfemble ,  8c 
combinées  d’une  infinité  de  façons  différentes ,  au 
lieu  que  la  Nature  pourroit  bien  avoir  employé 
dans  la  ftruélure  de  f  Univers  quelque  Méchanique 
qui  nous  échape  abfolument.  Que  fi  cependant  la 
Géométrie  a  toujours  quelque  obfcurité  elfentielle, 
qu’on  ne  puiffe  dilfiper ,  8c  ce  fera  uniquement ,  à 
ce  que  je  crois ,  du  côté  de  l’Infini,  c’eft  que  de  ce 
côté-là  la  Géométrie  tient  à  la  Phyfique ,  à  la  nature 
intime  des  Corps  que  nous  connoiffons  peu  ,  8c 
peut-être  aulfi  à  une  Métaphyfique  trop  élevée , 
dont  il  ne  nous  eft  permis  que  d’appercevoir  quel¬ 
ques  rayons. 

Si  l’on  fait  l’honneur  à  ce  Livre  de  l’attaquer  j 
8c  que  ce  foit  par  des  endroits  qui  me  font  com¬ 
muns  avec  les  Géomètres  partifans  de  l’Infini,  je 
me  reyoferai  de  ma  défenfe  fur  leur  autorité,  8c  ne 
me  mêlerai  point  de  foutenir  leur  fentiment,  qu’ils 
foutiendi  oient  mieux  que  moi.  Si  on  m’attaque  par 
des  endroits  qui  me  foient  particuliers ,  je  demande 
en  grâce  qu’on  ne  les  ait  point  jugés  du  premier 
coup  d’œil ,  qu’on  ne  les  prenne  qu'accompagnés 
de  tout  ce  qui  les  appuie  ou  les  favorife  *  en  un 
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mot  qu’on  rompe  abfolument  la  liaifon  qu’ils  m’ont 
paru  avoir  avec  les  principes  reçus ,  ôc  je  recon- 
noîtrai  mon  erreur  fans  chercher  de  vains  fubcerfu- 
ges.  J’en  dis  autant  de  toute  autre  efpece  de  fautes 
où  je  ferai  tombé  fans  m’en  appereevoir ,  ce  qui 
n’eft  que  trop  poilible  dans  un  aflez  grand  Ouvra¬ 
ge  ,  que  j’ai  toujours  craint  qui  ne  fût  au-deifus  de 
mes  forces,  ôc  que  j’ai  fupprimé  long-temps  par 
cette  raifort. 
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SECTION  PREMIERE. 

73?  Az  Grandeur  j  &  de  [es  Rapports  ;  des  Proportions  , 

CT  des  Prcgreffions. 

A  Grandeur  eft  ce  qui  eft  fufceptible  ce  que  cejt 
d’augmentation  &  de  diminution  ,  ou  ,  ce  <lue  u  Gran~ 
qui  eft  le  même  ,  de  plus  &  de  moins.  Tels  '  iur‘ 
font  les  Nombres,  les  Lignes,  les  Surfaces, 
les  Solides,  les  Temps,  &C.I1  eft  clair  qu’un 
Nombre  peut ,  fans  ceffer  d’être  nombre ,  être  plus  grand  ou 
plus  petit.  De  même  une  ligne ,  & c. 
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2.  Donc  o  n’eft  point  grandeur ,  car  il  n’eft  fufceptible  ni 
d’augmentation  ni  de  diminution.  Un  rien  ne  peut  être  un 
plus  grand  ou  un  moindre  rien. 

veux  manie-  3.  il  eft  naturel  de  concevoir  les  Grandeurs  comme  for- 

r/s  don\ ;  niées  par  une  augmentation  fucceiïîve  :  ôc  pour  cela  ce  qu’il 

forme  U  ,  r  .  .  R  r  ,  ,  ,  „  ,  C  .  T  -, 

Grandeur,  y  a  ue  principal  a  coniiderer  ,  c  eit  leur  origine.  Je  puis  les 
prendre  à  un  point ,  dans  un  état  5  où  elles  n’exiftent  pas  en¬ 
core  ,  ôc  d’où  elles  partent  pour  devenir  grandeurs ,  ou  bien 
je  puis  les  prendre  comme  formées  de  quelque  grandeur  de 
même  efpéce  ,  fi  petite  que  je  voudrai ,  ôc  qui  croîtra  tou- 
jours  :  il  n’y  a  que  ces  deux  maniérés  poftibles.  Ainfi  s’il  s’a¬ 
git  ,  par  exemple  ,  des  élévations  du  Soleil  fur  i’Horifon  , 
je  puis  commencer  par  les  prendre  au  point'  où  le  Soleil  eft 
précifément  à  l’Horifon ,  ôc  où  fon  élévation  eft  nulle  ,  ôc 
compter  de  là  i .  degré ,  2.  degrés^  ou  feulement  1.  Minute  ^ 
2.  Minutes  ,  ôcc..  ou  des  Secondes  ,  ôcc.  mais  je  puis  aufft. 
commencer  par  prendre  1.  degré  ou  une  Minute  ,  ôcc.  d’é¬ 
lévation,  ôc  de-là  compter  le  refte. 

Selon  la  1 i  e  maniéré ,  la  numération  commence  par  o ,  ôc 
félon  la  2^  par  1.  Selon  la  1 l_ ,  o  eft  un  Terme  d’011  partent 
les  grandeurs  croiffantes  ,  ôc  félon  la  2  ie ,  1  eft  un  Elément 
dont  elles  font  formées.  Elles  font  d’autant  plus  grandes 
qu’elles  font  plus  éloignées  de  o  félon  la  re ,  ôc  qu’elles 
font  formées  de  1  plus  répété  félon  la  2  e.  En  un  mot ,  on 
a  fuivi  ou  l’idée  de  di fiance  plus  ou  moins  grande  à  un  Ter¬ 
me  commun ,  ou  l’idée  de  répétition  plus  ou  moins  grande 
d’un  Elément  commun. 

4.  Zéro  ne  peut  être  que  Terme  ^  ôc  jamais  Elément, 
car  il  faut  qu’un  Elément  foit  grandeur  >  ôc  il  ne  Feft  pas  (  2  ). 

f.  Donc  fi  Zéro  commence  une  formation  de  grandeurs, 
cette  formation  eft  faite  félon  l’idée  de  diftance ,  ôc  non  fé¬ 
lon  celle  d’Elément. 

6.  Un  Elément  doit  être  moindre  que  les  grandeurs  qui 
en  font  formées  ,  ôc  le  même  pour  elles  toutes  S’il  y  avoit 
dans  la  Nature  une  grandeur  qui  fût  réellement  la  moindre 
grandeur  poffible  de  toutes  celles  d’une  efpece,  par  exemple, 
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ane  élévation  du  Soleil  fur  FHorifon  ,  moindre  que  toutes 
les  autres ,  ce  feroit  celle-là  qu’il  faudroit  prendre  pour  Elé¬ 
ment  des  élévations;  mais  comme  une  telle  grandeur  n'exifte 
point ,  on  ne  peut  avoir  un  Elément  que  par  une  détermina¬ 
tion  arbitraire ,  par  exemple  ,  i .  degré  d’élévation ,  ou  i .  Mi¬ 
nute  ,  ôcc.  cet  élémént  une  fois  fixé  ne  doit  plus  changer. 

7.  Soit  que  l’on  prenne  pour  élément  des  élévations  du  So-  Vnité  numl - 
leil  ou  1.  degré,  ou  i.  Minute ,  ou  1.  Seconde  ,  ôcc.  C’eft  ri^ue 
toujours  1.  appliqué  à  différentes  grandeurs  réelles  ,  ôc 

les  défigne.  Ainfi  j.  eft  une  grandeur  purement  intelligible 
ôc  abftraite ,  au  lieu  que  1.  degré,  ou  1.  Minute  ôcc.  eft 
une  grandeur  exiftante  ôc  réelle.  1 .  dans  le  icr  fens  s’appelle 
X unité  numérique ,  ôc  dans  le  2 1  fens ,  où  il  eft  appliqué  à  quel-* 
que  grandeur  réelle  ,  c’eft  X  unité  géométrique*. 

8.  L’unité  géométrique  eft  divifible  ,  1.  degré  contient 
60  Minutes,  1.  Minute  do.  Secondes,  ôcc.  Mais  Puni  té  nu¬ 
mérique  eft  indiviüble,  car  quelque  grandeur  réelle  que  je 
veuille  défigner,je  ne  la  puis  défigner  par  un  nombre  moindre 
que  1 .  Et  fi  je  dis 1 ,  y ,  ôc  a  j’entends  7 ,  7  de  quelque  grandeur 
réelle  ou  unité  géométrique ,  comme  d’un  degré ,  d’une  mi¬ 
nute  ,  d'une  toile  ,  ôcc.  alors  c’eft  le  demi-degré ,  ou  la  de¬ 
mi' minute  ,  ôcc.  qui  devient  l’unité  numérique. 

<?.  L’unité  numérique  eft  l’Elément  commun  de  tous  les 
nombrés  ,  2.  3.  4.  ôcc.  ils  ne  font  tous  que  1.  répété  un  cer¬ 
tain  nombre  de  fois. 

10.  Les  nombres  naturels  étant  pris  félon  l  idée  de  di- 
ftance  précifément ,  ils  font  0,1,2, 3, ôcc.  ôc  félon  Fidée 
d’élément ,  ils  ne  font  que  1,2,3,  ôcc.  De  la  ilc  maniéré 
ils  fe  forment  par  addition  ,0,0+1  =  i,o  +  2=2,  ôcc. 

Ôc  de  la  2  ^  ils  fe  forment  par  multiplication  ,1.  1x2  =  2. 

1  x  3  =  ? ,  ôcc.  Donc  tout  nombre  eft  égal  à  la  diftance  où 
il  eft  de  o  ,  ôc  tout  nombre  eft  égal  au  nombre  de  fois  que  1 . 
à  dû  être  répété  pour  le  former. 

1 1.  Zéro  ne  peut  absolument  être  élément  (4*)  friais  ï* 
peut  être  terme  aufii-bien  qu’élément ,  car  rien  n  empêche 
que  l’on  ne  prenne  les  nombres  croiffons  comme  diftans  de  1$ 

A  ij 


4  Ele'mens  de  la  Ge'ome'trîe 
&  que  Ton  ne  dife  i  -t-  i  =  2 .  1+2  =  3,  &c.  Mais  ce  qui 
marque  bien  que  1.  n’eft:  pas  fi  naturellement  terme  que  o  , 
c’eft  que  les  nombres  ne  font  pas  égaux  à  leurs  diflances  à  1  , 
comme  ils  le  font  à  leurs  diflances  à  o  (  1  o. } 

1  2.  Tout  o  eft  le  même  o  ,  &  tout  1  efi  le  même  1  nu-* 
mérique ,  mais  non  pas  géométrique  (  7.  ) 

1 3.  Puifque  l’unité  numérique  eft  indivifible  (8  )  &  le 
moindre  nombre  poffible  ,  elle  n’a  point  d’élément  ;  car  il 
feroit  moindre  qu’elle  ,  ou  ce  qui  revient  à  la  même  choie  } 
elle  n’a  d’élément  qu’elle-même.  Et  en  effet  1x1=1.  Cela 
doit  être  encore  parce  que  tout  nombre  a  étant  —  1  x  a  (  1  o) 
il  faut  auffi  que  a  étant  1,1x1  foit  =  1 . 

1+.  Donc  1  eft  toujours  1  ,  à  quelque  puiffance  qu’on  l’é- 
leve  ,  &  par  conféquent  auffi ,  quelque  racine  qu’on  en  tire. 

1  y.  Puifque  1 .  multiplié  par  lui-même  tant  qu’on  voudra 
ne  change  point  *  c’eft  la  même  chofe  que  s’il  n’étoit  point 
multiplié,  une  multiplication  qui  ne  produit  aucun  effet 
peut  n’être  point  comptée.  Donc  il  eft  également  vrai ,  & 
que  1.  n’eft  formé  d’aucune  multiplication  ,  ôt  qu’il  eft  for¬ 
mé  d’autant  de  multiplications  par  lui-même  qu’on  voudra, 
ce  qui  lui  eft  particulier. 

16.  Il  11’y  a  point  de  nombre  qui,auffi-bîen  que  o,  &  mê¬ 
me  que  1.  {  11.)  ne  puiffe  être  un  Terme  d’où  l’on  comp¬ 
tera  d’autres  nombres  plus  grands  :  mais  il  ne  fera  qu’un 
Terme  particulier }  &  il  n’y  en  a  point  qui ,  auffi-bien  que  1 , 
ne  puiffe  être  élément,  mais  élément  particulier  de  nombres 
plus  grands.  Ainfi  tout  nombre  a  eft  tel  que  l’on  en  peut  tou¬ 
jours  faire  un  plus  grand  qui  fera  a  m  ,  ou  ax  m  étant 
un  nombre  quelconque  entier. 

17.  Tout  nombre  a  pouvant  être  Terme  à  l’égard  d’un 
plus  grand  qui  fera  a  -b  m  ,  il  n’eft  pas  vrai  de  même  qu’il 
puiffe  être  élément  à  l’égard  de  tout  nombre  plus  grand* 
Ainfi  2.  &  3.  font  tels  que  2  -4- 3  ,  m  étant  ==  1  :  mais 
jamais  2  x  m  ne  peut  être  ==  3  ,  m  étant  un  nombre  entier. 
Il  en  eft  de  même  de  tous  les  nombres  dont  le  grand  n’eft  pas 
un  multiple  exaêt  du  petit.  Cela  enferme  deux  cas.  î°*  S’ils 
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font  premiers  entr’eux  comme  2  &  3  ,  ils  11e  peuvent  ,  n  étant 
pas  exprimés  félon  l’idée  de  diftance  ,  ou  par  + 
s’exprimer  que  par  a  &  b.  20.  S’ils  ne  font  pas  premiers  entr’¬ 
eux  ,  &  que  l’un  foit  Amplement  un  multiple  non  exaêt  de 
l’autre ,  il  eft  aifé  de  voir  qu’ils  s’exprimeront  par  a  m  b  m  > 
a  &  b  étant  deux  membres  premiers  entr’eux  ,  &  m  le  même 
de  part  &  d’autre.  Tels  font  10  =  2x5*  &  1  y  =  3  x  y. 

18.  Donc  en  général  deux  nombres  ne  peuvent  s’exprk 
mer  que  par  a  &  a^m  >o\ia  &£  ax  m  y  ou  aàcb>  ou  am, 
fk  b  m. 

ip*  Un  Rapport  eft  la  comparaîfon  de  deux  chofes,  ou  Rapports. 
plutôt  le  fondement  de  la  comparaifon  qu’on  en  fait  ;  donc  R*PP?rt*ri~ 
il  faut  qu’elles  foient  deux  ,  car  fi  elles  n'étoient  précifément  géométrique" 
&  de  tous  points  que  la  même  ,  il  n’y  auroit  nulle  comparai¬ 
fon  à  en  faire.  Donc  tout  leur  rapport  11e  vient  précifément 
que  de  ce  qui  fait  qu’elles  font  deux.  Or  deux  grandeurs  pré¬ 
cifément  prifes  comme  telles,  &  fans  nulle  autre  circonftance 
étrangère, ne  peuvent  être  deux  ,  que  parce  que  l’une  eft  plus 
petite  y  ôt  l’autre  plus  grande  ;  donc  c’eft  de-là  uniquement 
que  vient  leur  rapport ,  ôc  il  ne  confifte  qu’en  ce  qui  rend 
l’une  plus  petite ,  &  l’autre  plus  grande  ,  ou  ,  la  plus  petite 
étant  pofée,  en  ce  qui  rend  l’autre  plus  grande. 

*  20.  Donc ,  fi  deux  nombres  ou  grandeurs  font  exprimés 
par  a  &l  a  m  >  ou  par  a  &  am  >  tout  leur  rapport  confifte 
dans  m  >  qui  feule  les  rend  deux.  Or  m  eft  la  diftance  de  a-+~m 
\  a  >  a  étant  pris  pour  Terme  à  l’égard  de  a^m}  &  m  eft  le 
nombre  de  fois  que  a ,  Elément  de  am ,  eft  répété  dans  am. 

Donc  le  rapport  de  a  &  de  a-\-m  eft  pris  félon  l’idée  de  di¬ 
ftance,  &  le  rapport  de  a  &  de  am  félon  l’idée  d’élément. 

Le  Ier  s’appelle  rapport  arithmétique  ou  différence  ,  &  le  2d 
rapport  géométrique . 

21.  Dans  l’exprelïion  générale  du  rapport  arithmétique 
de  a  &  de  a-\-m  >  a  peut  être  =  o  ,  parce  que  a  eft  confidéré 
comme  un  Terme  à  F  égard  de  a-\-m  >  ôc  que  o  eft  le  Terme 
commun  des  grandeurs.  Les  deux  grandeurs  a  ôc  a-hm  de¬ 
viendront  donc  alors  û  &  =  &  même  tout  le 

A  üj 
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rapport  arithmétique  de  a  ôc  de  a-+-m  fe  réduit  néceffaire- 
nient  à  celui  de  o  &  de  m  ;  car  en  retranchant  de  a  ôc  de 
a  qui  leur  eft  commun,  &  qui  par  conféquent  ne  les 
rend  point  deux ,  ôc  ne  fait  rien  à  leur  rapport,  on  a  a —  a 
=  o  ,  ôc  m. 

2.2.  Donc  a  ôc  m  étant  deux  nombres  indéterminés ,  dont 
chacun  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes ,  le  rap¬ 
port  arithmétique  de  deux  nombres  quelconques  fe  réduit 
toujours  à  celui  de  o ,  ôc  de  leur  différence  m. 

2  3.  Donc  quand  on  prendra  m  pour  un  nombre  détermi¬ 
né,  il  y  a  un  rapport  primitif  ôc  original  de  o  &  de  qui 
a,  pour  ainfi  dire  ,  une  infinité  de  copies  dans  les  rapports 
de  a  ôc  de  a-+-  m. 

24,  Dans  fexpreffion  du  rapport  géométrique  de  a  8c  de 
am  y  a  ne  peut  être  =30(4),  mais  il  peut  être  =  1 ,  &  même 
quelque  grandeur  que  foit  a ,  le  rapport  de  a  ôc  de  am  fe 
réduit  à  celui  de  1  ôc  de  m  y  car  a  ôc  am  ayant  a  qui  leur  eft 
commun  ôc  inutile  à  leur  rapport ,  fi  on  le  leur  ôte  à  tous 
deux  parla  divifion,ce  qu’il  faut  faire, puifque  leur  rapport  eft 

formé  par  multiplication  (  io),ona^  ==  1  ,  ôc  —  =====  m . 

2  J.  Donc  les  rapports  géométriques  du  nombre  infini  de 
grandeurs  repréfentées  par  a  ôc  am  ,  ne  font  que  les  copies 
du  rapport  primitif  ôc  original  de  1  ôc  de  m . 

2 6  Quand  deux  grandeurs  ne  peuvent  être  exprimées 
que  par  a  ôc  b ,  à  caufe  que  a  ôc  b  font  premiers  entr  eux  (  1 7), 
cela  n’empêche  pas  qu’elles  n’aient  une  différence  m  y  =  b 
—  a  y  en  quoi  confifte  leur  rapport  arithmétique ,  ôc  elles  peu¬ 
vent  toujours  être  exprimées  par  a  &  a  -H  m.  Mais  elles 
n’ont  point  de  m  pour  exprimer  leur  rapport  géométrique  , 
ôc  elles  n’ont  rien  de  commun  que  1 ,  élément  de  toutes  les 
grandeurs ,  car  elles  font  1  x  a=a,  Ôc  1  x  b=b.  Donc  leur 
rapport  géométrique  confifte  dans  a  ôc  dans  b  pris  en  leur 
entier,  ôc  c’eft  un  rapport  irréductible  ôc  original.  Ces  gran¬ 
deurs  font  deux  par  toute  leur  nature  ôc  par  toute  leur  expreft- 
fion,  ôc  leur  rapport  géométrique  ne  peut  être  que  -f  ou 
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27.  Si  deux  grandeurs  font  exprimées  par  ara,  ôcbm  félon 
l’art.  17.  il  eft  vifible  qu’elles  ne  font ,  félon  le  rapport  géo¬ 
métrique  que  aôcb,  ôc  qu’il  fuffit  de  les  conlidérer  fous  cette 
derniere  expreffion. 

28.  En  fuppofant  toujours  a  <b ,  on  peut  concevoir  que 
comme  am  eft  formé  de  a ,  multiplié  par  m  >  ainli  b  eft  formé 
de  a  >  multiplié  par  4  j>  car  a  x  4  =  b.  Ainli  en  prenant  m 
pour  un  nombre  quelconque ,  foit  entier ,  foit  fraâionnaire  *> 
ôc  =  4  expreffion  d’un  rapport  géométrique  irréduêtible  * 
m  fera  un  multiplicateur }  qui  d’un  nombre  quelconque  en 
fera  toujours  un  plus  grand  quelconque. 

2p.  Donc  deux  grandeurs  ayant  un  rapport  arithmétique 
fe  peuvent  toujours  exprimer  par  a  ôc  a  -h  m ,  &  fi  elles  ont 
un  rapport  géométrique  par  a  ôc  am  >  ôc  en  réunifiant  les 
deux  lignes  ôc  x  y  les  deux  grandeurs  quelconques  s’ex¬ 
primeront  par  a  ôc  m  >m  étant  dans  l’arithmétique  une 

différence  ,  ôc  dans  le  géométrique  un  multiplicateur >  en 
quoi  confifte  de  part  ôc  d’autre  tout  le  rapport. 

30.  Deux  grandeurs  différentes  de  a  ôc  de  a  +  m  ne  peu- 
vent  avoir  entr’elles  le  même  rapport  quelconque  que  a  ôc 
a  +  m  y  ou  faire  avec  a  ôc  a  H-*  m  une  proportion ,  foit  arith - 
métique  *  foit  géométrique  >  à  moins  qu’elles  ne  foient  deux 
entr’elles  précifément  de  la  même  maniéré  dont  a  ôc  a  +  m 
font  deux  (  10).  Donc  il  faut  qu’elles  confervent  Ym  de  a 
donc  ces  deux  nouvelles  grandeurs  font  b  >  ôc  b^r  m, 

3  r.  Si  deux  grandeurs  ne  peuvent  être  exprimées  félon 
le  rapport  géométrique  que  par  a  ôc  b ,  comme  elles  font 
deux  ,  ou  différentes  par  toute  leur  expreffion,  deux  autres 
grandeurs  ne  fauroient  avoir  le  même  rapporr  géométrique* 
quelles  ne  foient  encore  a  ôc  b  >  Ôc  en  même  temps  pour  être 
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differentes  de  a  ôc  de  b  >  il  faut  qu’elles  le  foient  par  quelque 
chofe  qui  leur  foit  commun  à  toutes  deux,  &  par  conséquent 
ne  change  rien  au  rapport  de  a  &  de  b.  Donc  les  deux  nou¬ 
velles  grandeurs  font  a  x  m ,  b  xm  y  ce  qui  n’empêche 
pas  que, félon  le  rapport  arithmétique ,  elles  ne  puiffent  être 
•  exprimées  par  a  &  a  m  (  1 7  ). 

Exprefjion gê-  32.  Donc  toute  proportion  s'exprime  ainfi  : 

nérale  de  la 

prcporüon  a-  a.  a  “f-  m.  b»  b  "+-  m.  ou  a.  b.  a^m.h *+*  m. 

rithmétique  ,  1  X  X  X  X  -* 

é* fde la gèo-  Chacune  de  ces  expreffions  contient  deux  proportions  * 

vmnqae*  pune  arithmétique  ,  l’autre  géométrique. 

33.  Quoique  dans  les  deux  proportions  de  chaque  efpécej 
les  grandeurs  puiffent  être  les  mêmes ,  par  exemple ,  a=2 , 
b  =  3  ,  mz=i 4  ,  de  part  &  d’autre ,  les  deux  proportions  ne 
feront  pas  la  même ,  car  le  rapport  égal  qui  doit  être  entre 
les  2.  premières  grandeurs  d’une  proportion  ,  &  les  2.  der¬ 
nières  ,  ne  fera  pas  le  même  de  part  &  d’autre.  Ainfi  dans 
a .  a -b' mab.  b-hm  >  ce  rapport  égal  fera  4,  &  dans  a.  b. 
a  Hh  m.  b-bm>'A  fera  r.  De  même  dans  a.  am .  b.  bm  le 
rapport  ou  multiplicateur  égal  fera  4,  &  dans  a.  b.  am.  bm , 
il  fera  -  (  28  ).  Alors  cette  derniere  proportion  fera  a.  ax  4* 
m.  m  x  -j- ,  ceft-à-dire ,2.  2  x  4,  4x|,  ou  2.  3.  4.  6.  ôc 
elle  fera  réduite  à  la  même  forme  que  a.  am.  b.  bm ,  félon 
l’art.  28. 

34.  La  première  proportion  quelconque  de  Part.  32.  de¬ 
viendra  la  2^e ,  fi  on  met  feulement  les  deux  termes  moyens 
à  la  place  l’un  de  Pautre.  Donc  ce  déplacement  de  termes 
n’empêche  pas  qu’il  n’y  ait  encore  proportion  ,  quoique  le 
rapport  égal  qui  conftitue  la  proportionne  foit  plus  le  mê¬ 
me  (  33  )• 

3  s  •  Au  lieu  de  commencer  par  les  plus  petits  termes  dans 
les  deux  comparaifons  que  l’on  fait ,  ou  dans  les  deux  rap¬ 
ports  ,  on  peut  commencer  par  les  plus  grands ,  &  dire  : 

cp^m*  a.  b  H-  m.  b.  ou  b.  a.  b^  m.  m  >  &  il  eff  clair 

xx  xx 

que 


/ 
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que  ce  déplacement  de  termes ,  ôc  celui  de  l’art,  précédent 
font  tous  les  déplacemens  pollibles  ,  qui  laifferont  fubfifter 
une  proportion. 

36.  En  toute  proportion  il  n’y  a  que  3  grandeurs  diffé¬ 
rentes  y  a  y  b  y  ôc  m  ,  répétées  chacune  une  fois. 

3 7.  De  quelque  maniéré  que  les  4  termes  d’une  propor¬ 
tion  quelconque  foient  rangés ,  pourvu  qu’ils  le  foient  de  ma¬ 
niéré  qu’il  y  ait  proportion;  a  ,  b ,  ôc  m  fe  trouvent  toujours 
dans  les  deux  termes  extremes  &  dans  les  deux  moyens,  ôc 
ne  s’y  trouvent  qu’une  fois  chacun.  Donc  la  fomnie  des  ex¬ 
tremes,  ôc  celle  des  moyens  dans  la  proportion  arithmétique, 
ôc  le  produit  des  extremes  ôc  celui  des  moyens  dans  la  géo¬ 
métrique  ,  font  toujours  des  quantités  égales. 

Des  principes  qui  viennent  d'être  établis ,  on  tireroit  aifément 
toute  la  Théorie  des  Proportions  à  priori ,  au  lieu  que  Jouvent  les 
démonstrations  quon  donne  en  cette  matière  font  fondées  fur  Fégch 
lité  des  extremes  &  des  moyens  y  qui  ne/l  quune  propriété  ,  &  non 
i êffence  de  la  proportion .  Ilfuffît  d'avoir  fait  appercevoir  le  che¬ 
min  qu\on  pourroit  prendre ,  nous  ne  le  fuivrons  pas  plus  loin . 

38.  Dans  la  proportion  foit  arithmétique ,  foit  géomé-  Exprcjfîm 
trique  ,  les  deux  rapports  égaux  font  celui  du  ier  terme  au  2d,  générale  de  la 
ôc  du  3me  au  4mc ,  mais  non  celui  du  2d  au  frc.  Que  s’il PrweJf*°p 
etoit  égal  aux  deux  autres,  la  proportion  ieroit  continue ,  oc  &  de  lœgéo- 
s’appelleroit  progrejfion ,  ôc  pourroit  comprendre  enfuite  tant  métrique* 
de  termes  qu’on  voudroit. 

Donc  deux  grandeurs  étant  exprimées  par  a  ôc  par  a  ^ m> 
une  3  me  qui  auroit  même  rapport  à  la  2de ,  que  la  2 à  la  1 re 

feroit  a  m  x  ôc  on  aura  de  meme  une4mc  grandeur,ôc 

toujours  ainfi  de  fuite.  Donc  la  progreffion  arithmétique  fera 
~  a.  a  m.  a  Hh  2 m.  a -\r  ym  y  ôcc. 

Et  la  géométrique 

~  a.  am .  am \  amê ,  ôcc. 

Si  les  deux  1 res  grandeurs  étoient  exprimées  par  a  ôc  par  b  y 


ro 
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il  feroit  aifé  de  réduire  b  à  Fexpreffion  æ  m  ,  puifqu’on 


peut  prendre  m  =  b  —  a  (26)  ou  w  — -  (  28  ). 

25).  Donc  en  toute  progreffion  il  n’y  a  que  deux  gran¬ 
deurs  différentes  ,  a  &  m ,  répétées. 

40.  De  ce  qu’il  n’y  a  que  ces  deux  grandeurs ,  &  de  ce 
que  la  progreffion  arithmétique  fe  forme  par  l’addition  con¬ 
tinuelle  de  m  au  terme  précédent  ,  &  la  géométrique  par  la 
multiplication  continuelle  de  m  par  le  terme  précédent  ,  il  fuit 
que  les  Coëfficiens  de  m  dans  l’arithmétique  ,  &  les  Expo- 
fans  de  m  dans  la  géométrique  font  les  mêmes  ,  &  de  plus 
font  les  termes  de  la  Suite  naturelle  1,2,3,  &c. 


Comparai  fon¬ 
des  deux  Pro¬ 
gressons. 


1 


41.  Donc  a  6 cm  étant  donnés ,  fi  l’on  en  veut  faire  une 
progreffion  arithmétique  ,  il  n’y  a  qu’à  multiplier  m  par  tous 
les  nombres  naturels  de  fuite ,  ôc  ajouter  toujours  <2,  &  fi  l’on 
veut  faire  une  progreffion  géométrique ,  il  n’y  a  qu’à  élever  m 
de  fuite  aux  puiffances  défignées  par  ces  nombres ,  &  multi¬ 
plier  toujours  par  a* 

42.  Dans  la  progreffion  arithmétique  a  peut  être  =====  o  > 
&  alors  elle  eft  4-  o.  1  m.  2m.  3m,  &c.  &  même  afin  que 
m  foit  dans  le  1  e  terme  auffi-bien  que  dans  tous  les  autres ,  & 
qu’en  même-temps  il  foit  ==  o  ,  on  peut  concevoir  que  la 
progreffion  eft  0,72.  im.  2m ,  &c. 

43.  Si  a  a  une  autre  valeur  que  o  ,  o  peut  encore  être 
le  icr  terme  de  la  progreffion,  pourvû  que  a  foit  =  m.  Car 
alors  elle  eft  -f-  im.  2m .  ym ,  &c.  &  par  conféquent  o  en 
peut  être  le  icl  terme  (  42 }. 

44.  Et  même  il  le  doit  être,  fi  l’on  veut  que  la  progref¬ 
fion  commence  d’auffi  loin  qu’elle  le  peut. 

45*.  Donc  toute  progreffion  arithmétique,  dont  le  Ier 
terme  différent  de  c  eft  égal  à  la  différence ,  peut  commencer 
par  o ,  &  le  doit  pour  commencer  d’auffi  loin  qu’elle  le  peut» 
Telle  eft  la  Suite  naturelle  des  nombres. 

4 6.  Dans  la  progreffion  géométrique  a  peut  être  ==  1 , 
&  alors  elle  eft  Tr  1  •  m1,  m  ,  6c c.  c’eft-à-dire ,  que  tou& 


DE  l’  I  N  F  i  N  i,  Partie  I.  Se0.  T.  i  r 

fes  termes  ne  font  que  m  élevé  de  fuite  à  toutes  fes  puiflances 
excepté  le  ie  terme  i. 

47 .  Donc  toutes  les  puiflances  confécutives  de  quelque 
grandeur  que  ce  foit ,  font  en  progreflion  géométrique. 

48.  Donc  1  peut  toujours  être  le  iei  terme  de  ces  diffé¬ 
rentes  progreflîonsj  ôc  doit  1  être  ^  afin  qu’elles  commencent 
d’aufli  loin  qu’elles  le  peuvent. 

4 p.  Et  même  pour  faire  que  ce  ier  terme  foitauflî  expri¬ 
mé  par  m  >  il  n’y  a  qu’à  confidérer  que  les  expofans  de  m  font 
en  progreflion  arithmétique  naturelle  (40)  ,  dont  par  consé¬ 
quent  le  1 cr  terme  eft  o  (45*) ,  &  que  par  conféquent  dans  la 
progreflion -H-  1.  rnl.  nv ,  ôcc.  m°  doit  être  immédiatement 
avant  m' ,  &  par  conféquent  =  1 .  Donc  le  icr  terme  1  fera 
exprimé  par  m° ,  comme  dans  la  progreflion  arithmétique 
—  o.  im.  2m ,  &c.  le  i"f  terme  o  pour  être  exprimé  par 
o  m  (  42). 

En  effet  m 5  eft  m  multipliée  deux  fois  par  elle-même  >  mz 
eft  m  multipliée  une  fois  par  elle-même  y  m1  eft  m  qui  n’eft  plus 
multipliée  par  elle-même^mais  qu’on laifle  telle  qu’elle  étoit  y 
&  qui  par  conféquent  n’eft  que  m  multipliée  par  1  qui  ne 
multiplie  point.  Donc  rri:  eft  encore  d’un  degré  au-deflous  , 
par  conféquent  eft  une  grandeur  qui  n’eft  abfolument  formée 
par  aucune  multiplication.  Or  la  feule  grandeur  à  laquelle 
cette  idée  convienne  eft  1  (  1  y  ). 

50.  Donc  toute  grandeur  élevée  à  la  puifiance  o  eft  r. 

y  1 .  Donc  r°  eft  aufli  =  1  ,  _&  en  effet  les  puiflances  de  1 
ne  le  changent  point  (14). 

y  2.  Si  a  eft  une  autre  grandeur  que  r  ^  1  peut  encore  être 
le  icl  terme  de  la  progreflion  géométrique ,  pourvû  que  a 
foit  —  =  m.  Car  alors  la  progreflion  eft  -ff-  m 1  fw'y&c.ôc  par 
conféquent  le  rr  terme  peut  être  m  =  1  (49  ). 

5$.  Si  m  ■=  1  y  la  progreflion  géométrique  eft  toute 
compofée  de  grandeurs  égales ,  ôc  n’eft  plus  progreflion  ,  ou 
bien  c’en  eft  une  qui  l’eft  le  moins  qu’il  fe  puifle.  C  eft  la 
même  chofe  que  fi  dans  une  progreflion  arithmétique  m  étoit 
•■==  o. 

Bij 


js  Eiemens  de  la  Ge'ome'trie 
ManUre  de  y  4  On  voit  par  la  formation  des  deux  progressions  a, 

trouver  les 

termes  quel-  a  m  (  38)  que  leur  3me  terme  eft  a  -h  2  m  =====  a  *-t~ 

conques  d'une 

Trogrejfwn  ^  s,  „ - t  ^  ou  a  mx  ==  a  x  m3~I  y  que  le  1  ome  eft  a  Hh 

ou  geométrï -  ’ 


que. 


mx  3  — 

-  1 

m  x  t  0  — 

-  1 

i  y  ou  a  x  m  ,  ôc  en  général  le  wmc  a  -4- 


mxn - 1  y  ou  am  \  Ce  qui  donne  tout  d’un  coup  un 

terme  quelconque  de  la  progreffion  ,  quand  on  fait  le  quan¬ 
tième  il  eft. 

Par  exemple ,  fi  on  demande  le  iome  terme  de  la  pro- 
grefiion  géométrique  y  dont  2  ôc  3  font  les  deux  icr  termes  y 
ôc  où  par  conféquent  m==\y  ce  iomc  terme  eft  \  élevé  à  la 
puiflance7? —  1  y  c’eft-à-dire  y  à  la  pme  ,6c  multiplié  par  2 


Donc  c’eft 


Z9  28 


19683 

256 


76 


ÜZ 

z  {6* 


On  voit  par  cet  exemple  que  fi  ,  outre  que  la  progreffion 
fera  géométrique  >  fes  deux  1 ers  termes  font  des  nombres 

n — 1 

premiers  entre  eux.,  le  «mefera^ 


»— a 


a 


y  5*.  Si  on  ale  icr  terme  d’une  progreffion  quelconque  > 
ôc  un  autre  b  qui  ne  foit  pas  le  y  on  aura  toute  la  progref¬ 
fion  y  pourvû  qu’on  fâche  le  quantieme  eft  b  y  ou  y  ce  qui 
eft  le  même  y  que  Ton  connoifle  le  nombre  total  des  termes  n . 


Car  ce  nmc  terme  eft  a  mxn - ï  y  ou  am~  (  y  4  ) ,  ôc  m 

eft  alors  un  nombre  inconnu.  Donc  dans  la  progreffion  arith¬ 
métique  b  ==  a  -hmx  n  —  1  y  ôc  par  conféquent  m 


ôc  dans  la  géométrique  b 


n  —  j  ,  n~1  & 

am  y  ôc  par  conféquent  V  ~ 


>  n—  i 


ou 


m.  Or  quand  on  a  a  ôc  m  y  on  a  toute  la  pro- 


a 


n  —  1 


greffion  quelconque  (  3  9  ) ,  &  il  ne  faut  plus  que  donner  à 


• — -  =»?des  Coëfficiens^  ou  à 

M”  '  1 1 


r  .  I 


=  m  des  Expofans 


n  —  i 
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qui  foient  la  fuite  naturelle  des  nombres  (41).  Donc  la  pro^ 
greffion  arithmétique  fera 

■ —  a»  a  ' — f~ - •  a  **4  — - - •  a  —  l"-  _ —  ,  ôcc# 

*  n — 1  n ' — 1  n — i  ' 

a  na-\-xb — -za  n  a-\-  z  b $  a  n  a  -f"  3  b 4  a  ^ 


n — 1 


n  —  1 


n — n 


Où  Ton  voit  que  fi  x  par  exemple  ,  n  =  4,  c’eft-à-dire ,  fi  b 

1  a. 

===  b .  Car  na  —  4 a 


1  •  A  1  Yl  A  — |—  3  b  —  4 

doit  etre  le  qme  terme,  — r— : - eft 


n — 1 

3  b 


3^ 


o.  Donc  il  11e  refte  que^-.  Orici  3 


n 


i.Donc 


b. 


Pareillement  la  progrefiion  géométrique  fera 


i 

—  *  — 

4 

•  • 

a,  a  x 

hn~i 

a  x 

b-1  a  v  1'”-  a  v 

hn-l 

&C, 

•  • 

1 

2  i 

4  * 

„n—  i 
a 

w  — 3  „n— i 

(t  fo 

'_1 

n — 2, 

i 

n —  3  z  n — -4 

3 

ou 

•  •  ^ 

.. 

an  1  x 

hn- 

■x.  a»—1  x  bn~\  an~l 

x  1 , 

&c. 

n - -4 

3 

Où 

l’on  voit  que 

fi  n- 

4 ,  le  4me  terme  an  1 

x  1 

eft 

n — 4  o 

b •  Car 


n 


an  h  Or  l’expo- 
=  1  (5*0).  Donc  il 
—  i.Donc 


—  4  =  o.  Donc  an  1  = 

O 

faut  —2—  eft  =  o.  Donc  an  J=  a°  = 

n — 1 

3 

ne  refte  dans  ce  terme  que  bn — x.  Orici  3  =  n 
3 

bn-I  =  b. 

On  voit  aflez  qu’il  en  ira  de  même  de  toute  autre  valeur 
qu’on  donnera  à  n  dans  l’une  &  dans  l’autre  progreffion. 

5  6 .  Si  on  veut  que  b  entre  dans  le  premier  terme  de  ces 
progreffions  comme  dans  tous  les  autres ,  il  eft  clair  par  l’ana¬ 
logie  perpétuelle  de  leurs  termes  que  dans  l’arithmétique  ce 

•  ^  r  na  — I- o  £  — -  \a  na  —  i  a  _ 

premier  terme  fera  • — — - = - =  a ,  ôc  dans 

1  n — 1  n — 1  ' 


n — 1 


la  géométrique  an  1  x  bn  1  =  a  x  i  =  a. 


B  ii; 


X 
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< 7.  On  a  donné  dans  l’article  <  <.  à  - — -  ou  à 

J  !  JJ  n - £ 


L»  — I 


des 


a 


Moyen 

proportionnels progreffion  quelconque  dont  on  a  le  i cr  terme ,  &  un  autre 

en  nombre  1  -  •  ~ 


Coeffidens  ou  des  Expofans  qui  font  la  Suite  naturelle  des 
nombres  ,  ôc  c’eft  ainfi  qu'on  a  formé  toutes  les  autres  frac¬ 
tions  des  deux  progreflîons.  De-là  il  fuit  que  dans  la  progrefi 
lion  arithmétique  tous  les  termes  ajoutés  à  a,  &  dans  la  géo¬ 
métrique  tous  les  expofans  de  a ,  &  tous  ceux  de  b  font  en 
progreffion  arithmétique  :  car  ces  grandeurs  ,  fractionnaires 
les  unes '&  les  autres ,  ayant  toujours  le  même  dénominateur, 
ont  leurs  numérateurs  en  cette  progreffion.  Seulement  il  eft 
bon  de  remarquer  que  dans  la  progreffion  géométrique  les 
expofans  de  a  font  en  progression  arithmétique  décroiffante , 
&  ceux  de  b  en  progreffion  arithmétique  croiffante  ,  ôc  que 
ces  deux  progreffions  arithmétiques  ne  font  que  la  même 
renverfée. 

y  8.  Remplir,  comme  on  a  fait  dans  l’article  y  y.  une 


en  TZLp  quelconque  b  en  connoiffant  n  ,  nombre  total  des  termes  , 

quelconque  ,  M  }  . 

appartenant  Gu  introduire  entre  a  oc  b  un  nombre  n  de  moyens  propor- 
Vavmxr*  donnels  quelconques,  c’eft  la  même  chofe  ,  à  cela  près  que 
grejjton.  dans  la  i re  opération  le  nombre  total  des  termes  eft  »,  ÔC 
dans  la  2de  n  -h  2  ;  car  outre  le  nombre  n  de  moyens  pro¬ 
portionnels,  il  y  a  encore  les  deux  extremes  a  &  b.  Donc  il 
ne  faudra  que  mettre  par-tout  au  lieu  d  e  »  —  1 ,  »  —  1  +2 
=  k  +  1 ,  ôc  tout  fe  réduira  aux  articles  y  y ,  5  6  &  y  7. 

Par  exemple ,  fi  on  cherche  7  moyens  arithmétiques  entre 
3  &  ; ,  r  m  ou  différence  de  3  &  de  y  étant  2  ,  celle  de  la 


progreffion  fera  * 


■a 


72-4— I 


&  la  progreffion  fera 


3.  ou  (  y  6)  3  H-  I-  3  -H  f.  3  3  f-  3  -H  f-  3  H-  if* 


3  +!•  3  +  T-  3  +  T  =  5 


I  6 


Si  entre  les  mêmes  extremes  on  cherche  8  moyens  arith¬ 
métiques  ,  la  progreffion  fera 


« 

O 


3  -f- 


3  ■+■  j 


3  ■+-  f- 


3  ■+•  f 


3  -H  f.  5  + 


i  o 

$  ' 
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3  -4-  V;  3  -H  4*  5  -H  T-  3  f  T  =  ï- 

Pareillement  fi  on  cherche  7  moyens  géométriques  entre 
3  &  5  >  leur  w  étant  x ,  celle  de  la  progrelfion  fera 


.»  f  1 


&  la  progrelfion  fera 


n  -HI 


a 


JO  7  SL  J*  JL,  ' 

*•  ^  \  S  w  .  8  8  v -  .  8  _  8  ^  ^  ^  *  S  ^ 

—  3  ou  (  5  6  J  3  xy.3  x  5  .  3  x  5  .  3  x  5  • 


i  4  3  il  Ai  Z  P.  1 

3  8  x  j  8.  38  x  j  \  3  8  x  ;  8.  3  8  x  J  8.  3  8  x  5  8  ==  J. 

Si  on  cherche  entre  les  mêmes  extremes  8  moyens  géo¬ 
métriques  >  la  progrelfion  fera 


3  x  5 


4  1 

9  9 

3  x  5 


P.  A  J. 

9-  3  9  x  î? 

i  A 

9  9 

3  X  ;  . 


3x5 


_z 

9 


A  1  X  A 

9  9  9.9 

3  x  ;  .  3  x  J  . 

i  Z  i  A  £  Z 

9  9  9  9  9  9 

3  x  5*  •  3  x  J  •  3  x  S  =  S* 


yp.  Il  entre  dans  les  progrelfions  de  ces  exemples  des  Moyens 
fractions  qui  fe  peuvent  réduire  à  de  moindres  termes.  Elles 
font  toutes  réductibles  dans  la  ire  progrelfion  arithmétique ,  irréductibles, 
&  elle  devient. 

—  3  f  I-  3  f  I*  3  ■+•  4-  3  f  4*  3  f  I-  3+4-  3  f  f* 

3  H-ï-  3  fi¬ 


celle-ci  a  encore  des  fractions  réduêtibles  qui  font  ~  =  l  y 
J=i-,  f=“,|=2.  Si  ces  fractions  peuvent  être  en 
progrelfion  arithmétique  >  les  termes  dans  lefquels  elle  en¬ 
troient  ,  étant  toujours  ajoutés  au  Ier  terme  feront  encore 
en  cette  progrelfion  (41 ) ,  &  par  conféquent  il  y  aura  entre 
les  mêmes  extremes  une  nouvelle  progrelfion  arithmétique 
compofée  d’un  moindre  nombre  de  termes,  puifquelle  n’aura 
que  quelques-uns  de  ceux  qu’avoit  la  première.  Or  telles  font 
ces  fractions,  car  fans  changer  leur  valeur,  elles  deviendront 
I  =  1 4  =  1  =  1  4  —  è ,  I  =  7  j  où  l’on  voit  que  leur 
dénominateur  2  étant  le  même,  leurs  numérateurs  1 , 2,3,4, 
font  en  progrelfion  arithmétique.  Et  comme  le  1  terme 
3  -+-  £  eft  =====  3  4-  f ,  &  qu’en  générai  le  numérateur  de  fa 
fraction  étant  toujours  o ,  le  dénominateur  eft  tel  nombre 


\6  El  EM  ENS  DE  LA  Ge'OME'tRIE 

que  l’on  veut  ,  la  nouvelle  progreffion  fera  ~  3  f  •  3  "4-t* 
3  -4-  f.  3  -f-  {.  3+7  =====  Et  il  n’y  a  plus  que  3  moyens 
proportionnels  au  lieu  de  7  qu’il  y  avoit,  &  5  termes  en 
tout  au  lieu  de  9. 

Et  comme  dans  cette  nouvelle  progreffion  \  y  \  ôc  7  font 
encore  réductibles,  de  maniéré  que  leur  dénominateur  fera 
le  même ,  ôc  leurs  numérateurs  en  progreffion  arithmétique  , 
car  f  =  y,Y  —  T37=7>il  &  fera  la  nouvelle  progreffion 

4“  3  tj  3  t  5  *+m  7  ou  3*  4*  ?• 

Quant  aux  fractions  irréductibles  de  la  première  progref¬ 
fion,  qui  font  ~ ,  i-,  £ 5  J ,  il  eft  bien  vrai  quelles  font  en 
progreffion  arithmétique  entr’elles  :  mais  elles  n’y  peuvent 
être  ni  avec  ^ ,  ni  avec  | ,  fractions  extremes ,  ôc  par  confé- 
quent  les  termes  affeCtés  des  fractions  l ,  \  ,  \ ,  \  ne  peuvent 
être  moyens  arithmétiques  entre  3  -f-  £  ==  3  ,  ôc  3  +-  4  ==  $ 
félon  une  progreffion  compofée  de  moins  de  9  termes. 

On  voit  donc,  non  par  cet  exemple  particulier  feulement, 
mais  par  la  nature  générale  de  la  chofe,  que  fi  les  termes 
d’une  progreffion  arithmétique  comprife  entre  deux  extremes 
déterminés  a  &  b  ,  font  tous  affeCtés  de  fraCtions  réductibles 
qui  foient  encore  après  la  réduction  en  progreffion  arithmé¬ 
tique  ,  la  progreffion  demeure  la  même ,  ôc  conferve  le  mê¬ 
me  nombre  de  termes  ;  que  s  il  n’y  a  que  quelques  termes 
dont  les  fraCtions  foient  réductibles ,  il  faut  afin  qu’il  y  ait 
encore  une  progreffion  comprife  entre  a  ôc  b  ,  i°  que  a  ÔC 
b  )  ou,  pour  parler  plus  exactement,  b  foit  du  nombre  des 
termes  dont  les  fraCtions  font  réductibles ,  car  a  en  eft  tou¬ 
jours  ,  20  que  toutes  les  fraCtions  étant  réduites  ÿ* foient  en 
progreffion  arithmétique.  Moyennant  ces  deux  conditions  il 
y  aura  une  nouvelle  progreffion  comprife  entre  les  mêmes  ex¬ 
tremes  <2  ôc  £ ,  ôc  compofée  d’un  moindre  nombre  de  termes. 

Ce  doit  être  le  même  raifonnement  à  l'égard  des  fraCtions 
qui  font  les  expofans  des  termes  de  la  progreffion  géomé¬ 
trique  ,  car  les  expofans  de  a  pris  de  fuite  ,  ôc  de  même  ceux 
de  b  font  en  progreffion  arithmétique  (y 7  .  Donc  les  termes 
moyens  de  la  progreffion  géométrique  affeCtés  de  fraCtions 

ou 


D  E  iT  N  F  ï  N  T.  Partie  T.  Seâf.  r.  17 

ou  expofans  réduffibles  pourront  encore  être  moyens  entre 
les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreflion  compofée  d’un 
moindre  nombre  de  termes,  pourvu  que  les  expofans  de 
ceux  qui  compofenr  la  nouvelle  progreflion,  foient  une  pro¬ 
greflion  arithmétique.  ~~ 

Ainfi  dans  la  ire  progreflion  géométrique  de  Fart.  y  F. 

6_  JL  j_  4  4  £  4  h  £ 

]  8  x  f  s  =  ]  4xj  4.  3  8x  j8=34xjI  3  8x  y  8 
i  i 

=  3  4  x  y  4  font  des  termes  moyens  dont  les  expofans 
étoient  réductibles ,  mais  de  plus  ceux  de  3  &  ceux  de  y  font 
entr’eux  une  progreflion  arithmétique,  &  enfin  les  deux 

8  £  o  £  4  o 

extrêmes  3  8'x  y  *  &  3  8  x  y  8  étant  réduits  à  j4  x  y  4, 

o  4 

&  à  3  4  x  j  4 ,  la  progreflion  arithmétique  des  expofans  fub- 

1.  I  i  1  1  i. 

fille  toujours  ;  d’où  il  fuit  que  3  4x  y4?]4x  y4,34  x  y  4 
font  trois  termes  qui  peuvent  être  moyens  géométriques  en- 

4  £  £  4 

tre  3  =  3  4  x  y  4  &.  y  =  3  4  x  y  4  dans  une  progreflion 

compofée  feulement  de  y  termes,  au  lieu  que  la  première  ou 
ils  entroient  l’étoit  de  5?. 

—  L 

Il  efl  clair  que  dans  cette  nouvelle  progreflion  3  4  x  y  4 
a  encore  un  expofant  réduûible  ;  que  de  plus  les  deux  ex¬ 
trêmes  ont  aufli  les  leurs  réduâibles  ;  que  les  expofans  de 
ces  3  termes  feront  une  progreflion  arithmétique  >  &  que 

z  £  1  JL  £.  — 

les  3  termes  feront  3  1  x  y  l.  3  1  x  y  3  1  x  y  ‘  ,  ou 

I  JL 

5-  3  z  *  5*  *•  J- 

do.  Tout  moyen  proportionnel  unique  entre  a  h  ai 
pour  Coefficient  s’il  efl  arithmétique  ,  ôc  pour  Expofant  s’il 
efl  géométrique.  Car  alors  n—  1  ,  &  «-4-1=2.  Donc  le 

moyen  proportionnel  arithmétique  entre  a  &  b  efl  a  h — — 

2r 

a  -t-  i  b  —  \  a  —  î  d  -4-  ,>  &  le  géométrique  efl 

G 


1 8 


a  x 


E'lemens  de  la  Geome'trie 

i  i 

=  a a  x  b  2  ^  ou  Vab.  Donc  dans  un  nombre  quel¬ 


conque  de  moyens  proportionnels  quelconque  entre  a  6c  b  , 
ii  ne  fe  pourra  trouver  de  terme  qui  foit  le  même  que  ce 
moyen  proportionnel  unique  ,  à  moins  qu'il  n’y  en  ait  un 
affeCté  d’une  fraCtion  réductible  à  Or  11  n  eft  un  nombre 
pair ,  n  -4-  i  fera  impair ,  &  par  conféquent  nulle  fraction  ne 
pourra  fe  réduire  à  f.  Donc  fi  le  nombre  de  moyens  propor¬ 
tionnels  quelconques  entre  a  6c  b  eft  pair  >  il  n’y  en  aura  au¬ 
cun  qui  foit  le  même  que  le  moyen  proportionnel  unique 
entre  a  6c  b  ^  &  au  contraire  il  y  en  aura  un  qui  fera  le  ter¬ 
me  du  milieu ,  fi  n  eft  impair.  On  en  voit  des  exemples  dans 
les  deux  progreffions  tant  arithmétiques  que  géométriques 
de  fart.  58. 

6 1.  Un  nombre  quelconque  de  moyens  proportionnels 
quelconques  étant  introduits  entre  a  êc  bj\  n  y  en  a  aucuns  qui 
puiffent  être  moyens  entre  les  mêmes  extrêmes  félon  une  pro- 
greffion  compofée  d'un  moindre  nombre  de  termes^que  ceux 
dont  les  fractions  font  reduCtibles  avec  certaines  conditions 
{  y  9  ).  Donc  fi  toutes  les  fraCtions  font  abfolument  irrédu¬ 
ctibles  ,  il  n’y  aura  aucuns  termes  moyens  qui  puiffent  l’être 
entre  les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreflion  compofée 
d'un  moindre  nombre  de  termes.  Or  fi  n  -h  1  dénomina¬ 
teur  perpétuel  de  toutes  les  fraCtions^eft  un  nombre  premier  , 
toutes  les  fraCtions  feront  irréductibles.  Donc  en  ce  cas-là 
aucun  des  termes  moyens  entre  a  6c  b  ne  pourra  l’être  entre 
les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreffion  compofée  d’un 
moindre  nombre  de  termes.  Par  exemple  ,  fi  on  prend  1 2 
moyens  proportionnels  quelconques  entre  a  6c  b  >  on  fera  fur, 
parce  que  «  q-  1  =  1  3  eft  un  nombre  premier  ^  qu’aucun  de 
ces  1 2  termes  moyens  ne  fera  moyen  entre  a  6c  b  félon  une 
progreffion^  qui  n’auroit  que  1 1  termes  moyens  ;  ou  13  en 
tout  ?ou  11  en  tout  ,ou  1 1  ,  ou ,  1  o  ,  6cc. 

61.  Donc  à  chaque  fois  qu’on  introduit  entre  a  6c  b  un 
nombres  de  moyens  proportionnels  quelconques y  tel  que 


/ 
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n^-h  1  foit  nombre  premier ,  on  a  des  fermes  moyens  diffé- 
rens  de  tous  ceux  qui  ,  étant  en  moindre  nombre  ,  feroient 
moyens  auffi  entre  a  ôc  b%  C’efl>à-dire  ,  que  la  Suite  des  nom¬ 
bres  premiers  étant  1 ,  3  ,  y ,  7 , 1 1 ,  1  3  ,  1 7  ,  ôc  c.  fi  on  intro¬ 
duit  fucceffivement  entre  a  ôc  b ,  1  moyens  proportionnels 
quelconques  ,ou4,oud)OU  1  o ,  ou  i  iy  ou  1 6 ,  ôc  c.  on  aura 
toujours  des  termes  moyens  différens  ,  ôc  non  feulement  tous 
différens  dans  les  différentes  opérations,  mais  encore  diffé¬ 
rens  de  ceux  qu’on  auroit  eus ,  en  introduifant  entre  a  ôc  b 
ou  1  ,  ou  3  ,  ou  y ,  ou  7  ,  ou  8 ,  ou  5? ,  ou  1 1  ,  ou  x  3  ,  ou  1 4 , 
ou  1 5* ,  ôcc.  termes  moyens. 

63.  Quand  on  a  introduit  entre  a  ôc  b  un  nombre  n  de  comparùfon 

moyens  proportionnels  quelconques,  on  a  vu  par  les  raifon-  d. es  d[vtJ*ons 

J  1  A  1  A  dti  meme  tn~ 
nemens  ôc  par  les  operations  des  art.  yy,  y7  ôc  y8,  qu etervaiiepar 

tout  fe  réduiioit  à  divifer  le  rapport  arithmétique  b  —  a  ou  rr°gref 

y  A  A  A  Jicn  arithmc - 

le  géométrique  —  de  a  ôc  de  b  en  un  nombre  »  +  1  de  tiqueté*  une 


\ 


partie ,  dont  la  1 re  étoit 


n  “p  i 


et  un  1 

OU  — 


la  2de 


1  b 


z  et 


géométrique 
correfpon « 
liante» 


n  — * 


n 

a 


-+  1 


X 

ou  1  ôcc.  ôc  que  toutes  ces  parties  ajoutées  à  a ,  ou 

n+~  x 
a  ■ 

multipliées  par  a ,  formoient  la  progreffion  cherchée.  Or7 
toutes  ces  parties - . - - ,  ôcc.  ont  le  même  rapport 

1  n  H—  1  n  -4—  1 

1  2 

arithmétique  ,  ôc  toutes  les  i — — —  ,  i—~—  ,  ôcc.  ont  le 

même  rapport  géométrique.  Donc  le  rapport  arithmétique 
b — £;Ô c  géométrique  —  ont  été  divifés  1  un  ôc  1  autre  en  par- 

ÛL  m  )  • 

ties  égales jdont  le  nombre  eft=w-+-i,l  un  en  parties  arithméti¬ 
quement  égales,  ôd’autre  en  parties  géométriquement  égaies. 

64.  Des  grandeurs  croiflantes  ,  comme  on  lesfuppofe  ici , 
ne  peuvent  avoir  le  même  rapport  arithmétique^ou  la  meme 

C  ij 
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différence  qu’elles  n’aient  toujours  un  moindre  rapport  géo¬ 
métrique  :  car  cette  différence  confiante  qu’on  leur  ajoute 
toujours,eft  toujours  moindre  par  rapport  à  elles  à  mefure 
qu’elles  crolffent,ôc  par  conféquent  elles  approchent  toujours 
davantage  de  l’égal ité  félon  le  rapport  géométrique  jOU,ce 
qui  revient  au  même  ,  ont  un  moindre  rapport  géométrique. 
Cela  fe  voit  dans  la  Suite  naturelle  des  nombres. Au  contraire 
des  grandeurs  croiffantes  ne  peuvent  avoir  le  même  rapport 
géométrique  qu  elles  n’aient  toujours  un  plus  grand  rapport 
arithmétique  ou  une  plus  grande  différence ,  ce  qui  efl  clair. 
Donc  le  rapport  arithmétique  de  a  ôc  de  b  divifé  en  parties 
arithmétiquement  égales  (  6  3  )  l’eft  en  même  temps  en  parties 
géométriquement  inégales  ôc  décroiffantes?ôc  le  rapport  géo¬ 
métrique  de  a  ôc  de  b  divifé  en  parties  géométriquement  éga¬ 
les  (  6  ]  )  l’eft  en  même  temps  en  parties  arithmétiquement 
inégales  ôc  croiffantes. 

6 y.  Si  on  introduit  entre  a  ôc  b  le  moyen  arithmétique 


|  f  .  .  a-\-b 

• — —  oc  le  géométrique  V  a  bon  a  toujours -  > 


V  a  b  y 


car  le  rapport  arithmétique  de  a  ôc  de  b  étant  divifé  -en  deux 
parties  arithmétiquement  égales  par  - — - ,  ôc  en  deux  parties 


arithmétiquement  inégales  Ôc  croiffantes  par  Va  b  {6^)}Vab 

£  - 1 

a  une  moindre  différence  à  a  que - y  ôc  une  plus  grande 

Z 


différence  à  b  y  ôc  par  conféquent  eft  moindre  que  — — . 

Z 

66.  Et  comme  une  progreffion  foit  arithmétique  y  foit 
géométrique  de 3 termes, reprefente  toutes  celles  quiauroient 
un  plus  grand  nombre  de  termes, ôc  que  vifiblementle  même 
raifonnement  y  aura  lieu  ,  il  fuit  qu’une  progreffion  arithmé¬ 
tique  ôc  une  géométrique  compofées  d’un  même  nombre 
quelconque  de  termes ,  étant  comprifes  entre  les  mêmes  ex¬ 
trêmes  ,  chaque  terme  moyen  de  la  géométrique  fera  plus 
petit  que  fon  correfpondant  dans  l’arithmétique. 
somme  de  67.  Donc  la  fomme  de  la  progreffion  géométrique  eft 
u  $r°lre$on  moindre  que  celle  de  l’aritmétique. 
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68.  Toute  progreffion  géométrique  étant  ~  a,  am.  am\ géométrique , 
am)  y  ôcc.  (  5  8  )  5  les  différences  de  les  termes  font  am  — .  a.  moindre  rie 

V  7  _  _ _ _  celle  de  l'a¬ 

rithmétique * 

am1  —  am  —  am  —  axm.  am)  —  am 1  ==  am  —  axm1 ,  ôcc. 

011  l’on  voit  que  c’eft  toujours  la  même  grandeur  am —  a  , 
différence  des  deux  1  ~rs  termes,  qui  eft  multipliée  de  fuite  par 
toutes  les  puiifances  de  my  comme  a  fétoit  dans  la  progref¬ 
fion am y  ôcc.  Donc  les  différences  des  termes  d’une 
progreffion  géométrique  font  auffi  en  progreffion  géométrî- 
que  ,  ôc  en  même  progreffion  que  les  ternies  dont  elles  font 
différences  y  puifque  les  deux  progreffions  ont  le  même  mul- 
tipîicateur  perpétuel  m. 

6 5).  Puifque  les  différences,des  termes  d’une  progreffion 
géométrique  font  une  feponde  progreffion  géométrique  qui 
a  le  même  multiplicateur  m  que  la  première  (6  8)  ,  les  diffé¬ 
rences  de  ces  différences  feront  une  troifiéme  progreffion  qui 
aura  encore  le  même  multiplicateur  my  ôc  toujours  ainfi  de 
fuite  tant  qu'il  y  aura  des  différences  de  différences;  car  la  ' 
progreffion  des  premières  différences  ayant  néceflairement 
un  terme  de  moins  que  la  progreffion  des  termes  dont  elles 
font  différences  ,  la  progreffion  des  fécondés  différences  en¬ 
core  un  terme  de  moins  ,  ôc  toujours  ainfi  de  fuite,  il  viendra 
à  la  fin  une  progreffion  de  trois  termes  feulement ,  après  la¬ 
quelle  il  n’y  en  pourra  plus  avoir. 

70.  Comme  on  ne  peut  introduire  entre  a  ôc  b  un  terme 
moyen  qui  foit  arithmétiquement  plus  éloigné  de  a  ôc  de  b 
en  même  temps  que  celui  qui  eft  précisément  au  milieu ,  ou 
le  moyen  arithmétique:  de  même  on  ne  peut  introduire  entre 
a  ôc  b  aucun  terme  moyen  qui  foit  plus  grand  par  rapport 
\ay  ôc  en  même  temps  plus  petit  par  rapportai,  que  le 
moyen  géométrique  ;  car  il  eft  plus  grand  que  l’un  dans  la 
même  raifon  qu’il  eft  plus  petit  quel’autre^ôc  par  conféquent 
tout  autre  terme  x  y  s’il  eft  plus  grand  par  rapport  à  a  y  ne  fera 
pas  fi  petit  par  rapport  à  b  ,  ôc  s’il  eft  plus  petit  par  rapport 
h.  b ,  ne  fera  pas  fi  grand  par  rapport  à  a.  Et  comme  une  pro- 
greflion  de  3  termes  les  reprefente  toutes;  il  s’enfuit  que  dans 
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une  progreffion  géométrique  quelconque  chaque  terme 
moyen  eft  plus  grand  par  rapport  à  celui  qui  le  précédé  ,  êc 
en  même  temps  plus  petit  par  rapport  à  celui  qui  le  fuit  ,  que 
chaque  terme  moyen  ne  le  feroit  dans  toute  autre  Suite  com- 
prife  entre  les  mêmes  extremes,  compofée  du  même  nombre 
de  termes^ôc  qui  ne  feroit  point  une  progreffion  géométrique. 

7 1.  Les  différences  des  termes  d’une  progreffion  géomé¬ 
trique  font  auffi  en  progreffion ,  êc  en  mêmeprogreffion(<53). 
Donc  chacune  de  ces  différences  eft  plus  grande  par  rapport 
à  celle  qui  la  précédé ,  êc  plus  petite  par  rapport  à  celle  qui 
lafuffique  neferoientlesdiiférencesdes  termes  de  toute  autre 
Suite.  Donc  la  progreffion  géométrique  eft  celle  de  toutes 
les  Suites  dont  les  termes  ont  les  différences  les  plus  inégales, 
au  lieu  que  l’arithmétique  eft  la  feule  de  toutes  les  Suites  qui 
les  a  toutes  égales. 

On  voit  affez  que  la  plus  grande  inégalité  poffible  des  dif¬ 
férences  des  termes  d’une  progreffion  géométrique  doit  s’en¬ 
tendre  du  tout  pris  enfemble  ;  c’eft-à-dire,  que  fi  quelqu’autre 
Suite  a  quelques  termes  qui  aient  des  différences  plus  inéga¬ 
les  ,  elle  en  aura  d’autres  qui  auront  des  différences  moins 
inégales. 

72.  Donc  la  différence  b  —  a  ,  ou  l’intervalle  arithméti¬ 
que  qui  eft  entre  a  êc  b  ,  étant  divifé  également  par  la  pro¬ 
greffion  arithmétique ,  feft  le  plus  inégalement  qu’il  fe  puiffe 
dans  fon  tout  par  la  géométrique  :  êc  il  eft  bon  de  remarquer 
que  comme  pour  une  progreffion  on  ne  fauroit  prendre 
moins  de  3  grandeurs,  ici  on  ne  fauroit  prendre  moins  de 
3  parties  de  l’intervalle  fuppofé,  êc  que  par  conféquent  on 
doit  concevoir  entre  a  &  b,  1  termes  moyens  pour  le  moins. 
Si  pour  fe  faire  une  image  fenfible,on  fe  repréfente  cet  inter¬ 
valle  comme  une  ligne  où  foient  marqués  les  points  de  divi- 
fion  réfultans  des  deux  propreffions  ,  êc  les  nombres  corref- 
pondansàces  points,  la  ligne  divifée  également  par  la  pro¬ 
greffion  arithmétique, le  fera  le  plus  inégalement  qu’il  fe  puiffe 
par  la  géométrique ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  points 
de  diviûon  également  diftans  dans  l’arithmétique ,  le  feront 


de 
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le  plus  inégalement  qu'il  fe  puiffe  dans  la  géométrique  ,  les 
points  de  divifion  de  Tune  ôc  de  l’autre  progreffion  ne  fe  ren¬ 
contreront  jamais ,  ils  feront  dans  la  géométrique  plus  ferrés 
vers  forigine  j  ôc  plus  écartés  vers  l’extrémité  ;  de  forte  que  fi 
l’on  conçoit  la  ligne  divifée  par  le  milieu  ,  la  progreffion  arith¬ 
métique  aura  de  part  ôc  d’autre  un  nombre  égal  de  points  de 
divifion  ,  ou  de  termes; ôc  la  géométrique  un  plus  grand  nom¬ 
bre  du  côté  de  a  que  de  b  ,  Ôc  par  conféquent  un  plus  grand 
nombre  de  petits  termes ,  les  petits  étant  ceux  qui  font  moin¬ 
dres  que  le  moyen  arithmétique ,  ce  qui  revient  à  ce  que  la 
femme  de  la  progreffion  géométrique  eft  moindre  (  6 7  ). 

73.  Donc  la  progreffion  arithmétique  ôc  la  géométrique  "Divifion 
font  entre  toutes  les  Suites  poffibles  celles  qui  font  les  plus lmtcrvalle 
oppoiees  par  rapport  a  la  divifion  cle  i  intervalle  commun.  plus  inégale 

74.  Toute  progreffion  géométrique  en  enferme  unearith-  î1**1  Ie 
métique ,  qui  eft  celle  des  expofans  de  m  ,  ôc  fi  la  progreffion  ^reffiongéo* 
géométrique  n  eft  formée  ,  comme  elle  peut  l’être ,  que  des  métrique 
puiffances  de  m  ,  m°  ,  ml ,  m>  ,  ôc c.  Cette  progreffion  fera  en 
même  temps  l’arithmétique  des  expofans  de  m,  ôc  la  géo¬ 
métrique  des  puiffances  de  m  ;  de  forte  que  le  rapport  arith¬ 
métique  égal  des  expofans,  reprefentera  perpétuellement  le 
géométrique  égal  des  puiffances.  De  là  il  fuit  qu’à  tous  les 
changemens  qui  pourront  arriver  aux  expofans  ,  il  répondra 
des  changemens  analogues  dans  les  puiffances  ;  c’eft-à-dire, 
que  fi,  par  exemple  ,  on  double  ,  on  triple,  ôcc.  les  expofans, 
on  quarrera ,  on  cubera ,  ôcc.  les  puiffances  ;  que  fi  on  divife 
les  expofans  par  z ,  par  3  ,  ôcc.  on  tirera  la  V ,  ou  V  ôc  c. 
des  puiffances. 

73.  Si  l’on  conçoit  une  progreffion  géométrique  qui  ne 

foit  formée  que  de  rri 1  toujours  répété  ôc  qui  par  conféquent 

ne  fera  progreffion  que  le  moins  qu’il  fe  puiffe ,  l’expofant  1 

confiant  reprefentera  le  rapport  géométrique  confiant  des 

grandeurs  :  mais  fi  on  divife  de  fuite  tous  les  expofans  1  par 
0  1  1  1 

1,2,3,  ôcc.  on  aura  la  Suite  m1 ,  m1 ,  m3  ,  où  le  rapport 

arithmétique  des  expofans  \  ,  \  ,  j ,  ôcc,  reprefentera  encore 


\ 
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i  r 

le  rapport  géométrique  des  grandeurs  ml ,  rn7- ,  m'  ,  ôcc.  Et 
puifque  i  ,  {  ,  j  ,  &c.  ont  un  rapport  arithmétique  inégal  ôc 

i  i 

décroiffant,  mT  ?  m1  y  m 3  ,  êcc.  en  auront  un  géométrique 
pareil ,  ôc  par  conféquent  approcheront  toujours  de  plus  en 
plus  de  l’égalité. 

ï  i  t 

76.  Si  on  éleve  mz  y  ou  m’J  ,  ou  en  général  mn ,  à  toutes 

i  i  i 

fes  puiffances  de  fuite  ,  ce  qui  donnera  mn  ymn  ,mn ,  ôcc. 
il  eft  vifible  que  les  expofans  redeviennent  en  progrefiion 

JL  z  i. 

arithmétique  :  aufti  la  progrefiion  mn  ,  mltymny&cc. 
eft-elle  géométrique. 

somme  de  77*  Pour  avoir  la  femme  de  tous  les  ternies  d’une  pro- 
U  prcgrejfîon  greffion  arithmétique  qui  en  a  i  o  ,  par  exemple  ,  il  n’y  a  qu’à 

Quelconque!  confidérer  que  les  fommes  du  f;  &  du  iome,du2d  ôc  du 
2me ,  ôcc.  font  égales  ;  que  toutes  ces  fommes  enfemble  font 
la  femme  de  la  progrefiion;  que  le  nombre  de  ces  femmes 
eft  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  termes  de  la  progrefiion; 
&  que  par  conféquent  une  de  ces  femmes  quelconque, comme 
celle  du  ier  ôc  du  iome  terme ,  multipliée  par  la  moitié  du 
nombre  des  termes  efl  égale  à  la  femme  de  la  progreffion.Le 

nombre  des  termes  étant  n>  le  dernier  terme  eft  a^mxn  —  i 

(54).  Donc  la  femme  du  ier  Ôc  du  dernier  eft  za-hrnx  n — -i, 


&  celle  de  toute  la  progrefiion  eft  2a^mxn~  i  x  — 
Dans  la  progrefiion  naturelle  où  a  —  i  =  m  y  la  femme 

“  n  '  n  n  n  -f-  n  _  . 

eft  2 ,  -h  n —  1  x  —  —  n  -+-  ix  —  — - .  rar  exemple* 

X  X  X  1 


celle  des  i  o  premiers  nombres  eft 


I  00  — f~  I  o 


smmedela  On  fait,  ôc  il  feroit  aifé  de  le  prouver  par  tout  ce 

géométrique,  qui  a  été  dit, que  dans  une  progrefiion  géométrique, la  femme 
de  tous  les  antécêdens  eft  à  celle  de  tous  les  conféquens  comme 

un 
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un  antécédent  quelconque  à  fon  conféquent.  Or  dans  une 
progreffioivousles  termes  étant  alternativement  antécédens 
6c  conféquens ,  horfmis  le  premier  qui  n’eft  qu’antécédent , 
êc  le  dernier  qui  n’eft  que  conféquent ,  la  fomme  de  tous  les 
antécédens  dans  ~  a .  am .  am1.  am  ,  ôcc.  amn-'1  fera  la 
fomme  totale  inconnue  de  tous  les  termes  >  que  j’appelle  f , 
moins  le  dernier  terme ,  c’eft-à-dir —  amn — \  De  même 
la  fomme  des  conféquens  fera  f  — a .  Donc  f —  a  mn — r. 
/-  a:\a.amw  i.m.  Donc fm — amn  —f — a .  DonG 


fm — f=amn —  a .  Donc  f = 


amn  — a 

m — i' 


Par  exemple ,  fi  4  £=3  2  >  w?  —  3  y  n—  4,  ce  qui  donne  la 
progreffïon  2.  6.  18.  5*4.  La  fomme  arr^ff-*.  eft 


2X34 - 2  2x81 - ^ 


1 60 
z 


8o< 


Si  a  6c  n  demeurant  les  mêmes  *  m  =  } ,  ce  qui  donne 
la  progreflion  décroiflante  -H-  2.  f.  ^  ,  la  fomme  eft 


2.  X 


34. 


2 

17 


1  62. 


S  I 


divifé  par 


2_ 

i 


— —  T  éo  X  3 
—  8lXl 


480 

I<£2 


2^ 

z7 


Si  m  eft  une  fraélion  dont  on  tire  quelque  racine  comme 
dans  les  deux  progreffions  géométriques  de  lart.  58.  dont 


je  prends  la 


irc  *  ou  m 


-Ipôcrc 
38 


P  y  la  fomme  fera 


3*S* 

9_ 
-  g 


X  S 


—  3  divifé  par  —  i . 

7 


9 

■  8 

T* 

,  8 


Donc 


5 
3 

?  X  5 


Or 


3  X  5 


9 

38 

9 

5 a"  3 


3  -i 


9 

8 


3 


D’un 


D 


2o 


Rapport  de 
ses  fomme  s , 
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autre  côté  le  divifeur 


5 8—  3  8 


Donc  la 


fomme  eft 


9 

,8 


9 
,  8 


i 

8 


9 

8 


8 


X 


3 


5 8 

9_ 

8  ’i 


5  8 —  3  8 


59  étant  =  iy>  j 3 1 2  y  dont  la  {/  eft  un  peu  plus  de  6 ?  ôc 
39  étant  =  1.9683  dont  la  ^  efl:  un  peu  plus  de  3  ,  il  fuit 

9  9 

que  5 8  —  3 8  efl  à  peu  près  3  5  &  cette  grandeur  ayant  un 
divifeur^  il  femble  qu’elle  doive  encore  devenir  moindre. Ce¬ 
pendant  dans  cette  progreflion  la  fomme  des  deux  extrêmes 

3  ôc  5  efl  8  >  ôc  elle  efl  encore  beaucoup  augmentée  par  celle 

2. 

des  7.  moyens  proportionnels.  Mais  aufli  5 8  — 3 8  efl  une 
fradion ,  quoiqu’elle  n’en  ait  pas  la  forme ,  ôc  par  conféquent 

elle  augmente  la  grandeur  qu’elle  divife.  Car  y8  efl  plus 

_i 

grand  que  1  =  1 8 ,  ôc  moindre  que  2  dont  la  puiffance  8a:e 
efl  236.  3 8  efl  auffi  plus  grand  que  1 ,  ôc  à  plus  forte  raifon 

_i_  ± 

moindre  que  2.  Donc  quand  de  y8  on  retranche  3 8  *  011 

en  retranche  plus  que  1  ,  ôc  puifque  y8  ôc  y8  font  l’un  ôc 

l’autre  moindres  que  2  ^  le  refte  que  donne  la  fouftradion 
2  £ 

ou  5 8  - 3 8  efl  moindre  que  1  ,  ôc  par  conféquent  une 

fraction  3  mais  cette  fradion  efl  inconnue ^  du  moins  exac¬ 
tement. 

On  la  peut  appeîler  £  ôc  la  fomme  de  cette  progreflion 

2_  9 

fera  y8  -  y8  x  x. 


79.  Pour  avoir  par  le  calcul  le  rapport  de  la  fomme  A 
d’une  progreflion  arithmétique  à  la  fomme  G  d’une  géomé-  ' 
trique ,  ou  plutôt  les  deux  fommes  enfemble.j  les  deux  pro- 
greflions  ayant  les  mêmes  extremes  a  ôc  b ,  ôc  le  même  nom- 

bre n  de  termes 5  il  faut  confidérer  que  dans  2  a-k-mxn —  1 

f  ,  , 
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x  ï  Formule  de  A  (77  )  6c  dans  n  Formule  de  G  (78  ) 

m - 1 

m  étant  different  de  part  &  d’autre ,  il  doit  être  réduit  à  la 
même  exprellion ,  ce  qui  fe  fera  en  prenant  dans  A ,  m== 


b - Pt 


71' 


a 


On  a  donc  d’une  part  2  a  -h-  m  x  n 


2a~i~  x  n  —  ix  "T  —  a-+-bx’~ 


,» - 

-i 

I  V 

5  » - 1 

irt 

2 

n 

. . * 

et 


I  X  - 


n  -f-  £  n 


Et 


de  l’autre 


a  mn  —  a  bn~ 


• a ' 


n - 1 


m — 1 


bn - 1  — an - 1 

»  » 


Donc  A.  G  :  : 


a  n  -f-  b  n  bn - J— — an  1 


bn' 


■an' 


n 


::  a  »  -{-  y  n  x  b» 1  a» 1  #  l>n — 1  an x. 

2 

Par  exemple  ,  &  a-=z  i  >  b  ,  ôc^  =  4>ona 


a  n  -j-  b  n  x  bn - *  - æ» - 1 
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bn 

—  1 

T  ?. 

—  an — 1  =3  8 5  —  1.  Or  8  étant  =.2)  >  on  a  8 3  —  ^ 
e=  24  —  1 6 ,  dont  enfuite  il  faut  retrancher  1 .  Donc  A .  G . 
:  :  18.  1  y  ,  qui  font  en  effet  les  femmes  des  2.  progreflions. 

80.  Si  n  demeurant  le  même.,  b  devient  plus  grand  par 
rapport  a  a,  A  devient  plus  grande  par  rapport  à  G.  Car  A 

*=  - - - augmente  par  l’augmentation  de  b  ,  fans  qu  il  lui 


arrive  d’ailleurs  aucune  diminution  >  ôc  G 


bn - 1 - an  1 
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eft  telle  que  fon  numérateur  augmente  par  l’augmentation 
de  b  y  ôc  fon  dénominateur  auffi >  ôc  par  conféquent  G  ne  fait 
que  fe  maintenir  à  peu-près  comme  elle  étoit  >  ôc  n’augmente 
pas  à  proportion  de  A.  Donc  plus  b  fera  grand  y  n  demeu¬ 
rant  le  même  y  plus  A  l’emportera  fur  G. 

8 1 .  Si  a  ôc  b  demeurant  les  mêmes  >  n  augmente  y  A  aug- 

n  n 

mente  abfolument  *  &  dans  G  la  grandeur  bn  1  •—  an  1 

i  i 

en  approche  toujours  plus  d’être  b  —  a  ,  ôc  bn  1  —  an  1 

ii  ii 

d’être  bn  —  an  3  ôc  alors  la  différence  de  bn  à  an  eft  très- 
petite  y  d’où  il  fuit  que  G  eft  fort  grande  .  Donc  l’augmen¬ 
tation  de  b  par  rapport  à  a ,  augmente  plus  le  rapport  de  A 
à  G  j  que  l’augmentation  de  n. 
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SECTION  I  I. 

De  la  Grandeur  infiniment  grande . 

82.  /^E  qui  par  fon  effence  eft  fufceptible  de  plus  &  de  rce  qUe c’ejî 
V^moins ,  ne  perd  rien  de  fon  effence  en  recevant  ce 
plus  ou  ce  moins  dont  il  étoit  fufceptible.  Or  la  grandeur  eft 
par  fon  effence  fufceptible  de  plus  &  de  moins  (  1.  )  Donc 
elle  ne  perd  rien  de  fon  effence  en  recevant  ce  plus  ou  cc 
moins  ,  donc  elle  eft  encore  grandeur,  donc  encore  égale¬ 
ment  fufceptible  de  plus  ôc  de  moins ,  donc  elle  en  eft  tou¬ 
jours  fufceptible  ;  donc  elle  l’eft  fans  fin,  ou  à  l’infini. 

Examinons  la  grandeur  entant  que  fufceptible  d’augmen¬ 
tation. 

83.  Puifque  la  grandeur  eft  fufceptible  d’augmentation 
fans  fin  ,  on  la  peut  concevoir  ou  fuppofer  augmentée  une 
infinité  de  fois ,  c’eft-à-dire  qu’elle  fera  devenue  infinie.  Et 
en  effet,  il  eft  impoftible  que  la  grandeur  fufceptible  d’aug¬ 
mentation  fans  fin  foit  dans  le  même  cas  que  fi  elle  n’en 
étoit  pas  fufceptible  fans  fin.  Or  fi  elle  ne  l’étoit  pas  ,  elle 
demeureroit  toujours  finie  ;  donc  étant  fufceptible  d’augmen¬ 
tation  fans  fin ,  elle  peut  ne  demeurer  pas  toujours  finie ,  ou  ^ 
ce  qui  eft  le  même ,  devenir  infinie. 

84.  Pour  mieux  concevoir  l’Infini ,  je  confidere  la  Suite 
naturelle  des  nombres ,  dont  l’origine  eft  o  ou  1. 

Chaque  terme  croît  toujours  d’une  unité ,  ôt  je  vois  que 
cette  augmentation  eft  fans  fin  ,  êc  que  quelque  grand  que 
foit  le  nombre  où  je  ferai  arrivé ,  je  n’en  fuis  pas  plus  proche 
de  la  fin  de  la  Suite ,  ce  qui  eft  un  cara&ere  qui  ne  peut  con¬ 
venir  à  une  Suite  dont  le  nombre  des  termes  feroit  fini.  Donc 
la  Suite  naturelle  a  un  nombre  de  termes  infini. 

En  vain  diroit-on  que  le  nombre  des  termes  qui  la  corn- 
pofent  eft  toujours  actuellement  fini  ;  mais  que  je  le  puis  tou¬ 
jours  augmenter.  Il  eft  bien  vrai  que  le  nombre  des  termes 

D  îij 
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que  je  puis  actuellement  parcourir  ou  arranger  félon  leur  or¬ 
dre  ,  eft  toujours  fini  ;  mais  le  nombre  des  termes  dont  la 
Suite  eft  compofée  en  elle-même, eft  autre  chofe.  Les  termes 
dont  elle  eft  compofée  en  elle-même  ,  exiftent  tous  égale¬ 
ment  ,  &  fi  je  la  conçois  pouffée  feulement  jufqu’à  i  oo  ,  je  ne 
donne  pas  à  ces  i  oo.  termes  une  exiftence  dontfoient  privés 
tous  ceux  qui  font  par  de-là.  Donc  tous  les  termes  de  la  Suite, 
quoiqu’ils  ne  puiffent  pas  être  tous  embraffés  ou  confiderés 
enfemble  par  mon  efprit ,  font  également  réels.  Or  le  nom¬ 
bre  en  eft  infini,  comme  on  vient  de  le  prouver ,  donc  un 
nombre  infini  exifte  aufîi  réellement  que  les  nombres  finis. 

8  J.  Dans  la  fuite  naturelle  chaque  terme  eft  égal  au  nom¬ 
bre  des  termes  qui  font  depuis  i.  jufqu’à  lui  inclufivement. 
Donc  puifque  le  nombre  de  tous  fes  termes  eft  infini  (8^) , 
elle  a  un  dernier  terme  qui  eft  ce  même  infini. 

On  l’exprime  par  ce  caraûere  oo. 

Il  ne  faut  point  que  le  mot  de  dernier  terme  effraie  en  cette 
matière.  C’eft  un  dernier  terme  fini  que  la  Suite  naturelle 
n’a  point  :  mais  n’en  avoir  point  de  dernier  fini ,  ou  en  avoir 
un  dernier  infini ,  c’eft  la  même  chofe  ;  car  ce  qui  fait  qu  elle 
n’a  pas  un  dernier  terme  fini ,  c’eft  que  quand  elle  a  un  ter¬ 
me  fini  quelconque ,  fon  cours  n’eft ,  ni  ne  peut  être  terminé , 
puifqu  elle  n’a  encore  qu’un  nombre  fini  de  termes  ;  mais 
quand  elle  a  un  terme  infini ,  elle  a  un  nombre  infini  de  ter¬ 
mes  ,  &  l’on  peut  concevoir  fon  cours  comme  terminé. 

8  6.  oo  eft  un  nombre  inexprimable  ,  car  il  s’en  faut  bien 
que  ce  caraêtere  oo  nous  en  donne  une  idée  claire.  Mais  en 
même  temps  co  eft  en  quelque  forte  un  nombre  déterminé  , 
ou  diftingué  de  tout  autre  ,  puifqu’il  l’eft  non  feulement  de 
tout  nombre  fini  ;  mais  en  cas  qu’il  y  ait  d’autres  Infinis  pof- 
fibîes  ,  de  tout  Infini  qui  ne  feroit  pas  le  dernier  terme  de  la 
Suite  naturelle ,  ou  feroit  le  dernier  d’une  autre  Suite  infinie. 
Ainfi  oo  fera  toujours  pris  ici  pour  un  Infini  fixe  &  con¬ 
fiant  ,  dernier  terme  de  la  Suite  naturel. 

Il  eft  inconcevable  comment  la  Suite  naturelle  pafTe  du 
Fini  à  l’Infini ,  c’eft-à-dire ,  comment  après  avoir  eu  des 
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termes  finis ,  elle  vient  à  en  avoir  un  infini.  Cependant  cela 
doit  être  ,  ou  bien  il  faut  abfolument  abandonner  toute  idée 
de  l’Infini ,  ôc  n’en  prononcer  jamais  le  nom  ,  ce  qui  feroit 
périr  la  plus  grande  ôc  la  plus  noble  partie  des  Mathémati¬ 
ques.  Je  fuppofe  donc  que  c’eft  là  un  fait  certain  ,  quoi- 
qu’incompréhenfible  ,  ôc  je  prends  la  grandeur  qui  doit 
être  infinie ,  non  comme  étant  dans  ce  paffage  obfcur  du 
Fini  à  l’infini  ;  mais  comme  l’ayant  franchi  entièrement , 
ôc  ayant  paffé  par  les  degrés  néceffaires,  quels  qu’ils  foient, 
fi  ce  n’eft  que  je  puiffe  quelquefois  entrevoir  quelque  lu¬ 
mière  fur  la  nature  de  ces  degrés. 

87.  L’idée  naturelle  de  la  grandeur  infinie  eft  ,  qu’elle  Comment 
ne  puiffe  être  plus  grande  ou  augmentée ,  ôc  en  effet  00 
dernier  terme  de  la  Suite  naturelle  étant  1.  qui  a  reçu  des  té  ou  diminué „ 
augmentations  fans  fin ,  il  n’en  peut  recevoir  davantage. 

D’  un  autre  côté  la  grandeur  infinie  étant  toujours  grandeur, 
en  doit  conferver  l’effence  ,  ôc  être  fufceptible  d  augmen¬ 
tation  (  1  )  ôc  même  fans  fin  (  82  ).  Ces  deux  idées  fi  con¬ 
traires  en  apparence  ,  fe  concilient  parfaitement ,  ôc  on  le 
va  voir  en  les  examinant  toutes  deux  l’une  après  l’autre. 

00  ne  peut  plus  être  augmenté  par  les  grandeurs  qui  l’a- 
voient  augmenté  jufques-là ,  car  il  a  reçu  a  elles  tout  ce  qu’il 
pouvoit  recevoir  d’augmentation.  Donc  co  -h  1  n’eft  que 

OO  ;  OU  OO  +  I  =  OC. 

88.  Et  fi  1  n’augmente  pas  co ,  1  -h  i  ou  2  ,  ou  3  ,  ôcc. 
ne  l’augmente  pas  non  plus.  Donc  en  général  a  étant  un 
nombre  fini ,  00  -h  a  =  00. 

8ç>.  Et  fi  a  n’augmente  pas  00 ,  il  ne  le  diminue  pas  non 
plus  quand  il  en  eft  retranché.  Donc  00  7b  a  —  00. 

5)0.  Mais  par  la  raifon  des  contraires ,  ôc  encore  plus  par 
la  nature  même  de  la  chofe  ,  je  puis  dire  00  H-  00  ou  2  00  , 
ou  3  00  ?  ôcc.  Car  il  faut  que  l’infini ,  puifqu’il  eft  grandeur  , 
foit  capable  d’augmentation ,  ôc  je  vois  qu’il  le  fera  fans  fin, 
puifqu’il  pourra  être  multiplié  par  tous  les  nombres  naturels 
de  fuite  ,  dont  le  nombre  eft  infini.  Voilà  donc  les  deux 
idées  de  l’art.  87.  conciliées» 


Que  toutes 
es  parties  dé- 
erminables 
de  l’Infini  font 
des  Infinis. 
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9 1.  On  voit  par-là  que  oc  qui  eft  1  ,  devenu  infini  par 
une  augmentation  fans  fin ,  ou  une  grandeur  finie  qui  eft 
fortie  de  Y  ordre  du  fini ,  ôc  a  paffé  dans  celui  de  l’infini  ,  ne 
peut  plus  être  augmentée  par  tout  ce  qui  eft  de  l’ordre  du 
fini  dont  elle  n’eft  plus  ,  mais  feulement  par  ce  qui  eft  de 
l’ordre  de  l’infini  dont  elle  a  commencé  d’être,  &  il  eft  clair 
quil  en  ira  de  la  diminution  comme  de  l’augmentation. 

92.  a 0  =  a 3  cororne  oo  +  a 00 ,  ôc  par  conféquent 
a  ,  quoique  grandeur ,  eft  auffi  peu  grandeur  par  rapport  à 
OO ,  que  o  par  rapport  à  a.  Donc  aucune  grandeur  finie 
n’eft  grandeur  par  rapport  à  oc ,  ôc  toute  grandeur  qui  l’eft 
par  rapport  à  oc ,  ne  peut  être  qu’infinie. 

93.  La  moitié  d’une  grandeur  ,  fon  tiers,  enfin  toute  ali- 
quote,  ôc  plus  généralement  toute  partie  déterminable ,  eft 
grandeur  par  rapport  à  fon  Tout  ;  donc  toute  partie  détermi¬ 
nable  de  l’Infini  eft  infinie  (  92  ).  Donc  2L,  n  étant  un  nom- 

n 

bre  fini  quelconque  ,  eft  une  grandeur  infinie.  A  plus  forte 
raifon  n  oc ,  ou  l’Infini  multiplié  par  une  grandeur  finie ,  eft 
une  grandeur  infinie ,  comme  on  l’a  déjà  vu  dans  l’art,  90. 

94.  Puifque  oc  n’a  aucune  aliquote  dans  toute  la  fuite  na¬ 
turelle  des  nombres  finis  (93  ),  il  eft  nombre  premier. 

p  j.  .22_.  oc  :  :  1 .  n.  ou  n  OO.  OO  ::  n.  1 .  Donc  deux  gran- 

n 

deurs  infinies  peuvent  avoir  les  mêmes  rapports  que  des 
grandeurs  finies. 

En  effet  les  rapports  de  deux  grandeurs  finies  ne  font  pas 
finis ,  parce  qu’elles  font  finies  j  mais  parce  qu’elles  font 
grandeurs  l’une  à  l’égard  de  l’autre. 

p  6.  La  fomme  de  deux  Infinis  11e  peut  être  qu’infinie  y 

n  OO  00  t=a  n  1  x  oo.  00  -h  ^2-  =  "IjI-1-.--00.  . 

n  n 

97.  Leur  différence  peut  être  =  o ,  car  ils  peuvent  être 
égaux. 

p 8.  Si  on  leur  fuppofe  une  différence  finie ,  elle  fera  en- 
pore  nulle  par  rapport  à  eux  (  89  ) ,  ôc  ils  feront  égaux. 

99* 
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5>p.  Réciproquement  fi  deux  Infinis  font  égaux,  leur  diffé¬ 
rence  eft  nulle  ,  ou  finie. 

100.  Donc  fi  deux  Infinis  font  inégaux,  leur  différence 


n  eft  ni  nulle,  ni  finie ,  donc  infinie,  n  00  —  00  = 


n 


n 

x  oc. - 

OO 


n- 


1  x  00 
n 


101.  Le  produit  de  deux  Infinis  eft  infiniment  plus 
grand  qu’aucun  des  deux^car  il  contient  celui  des  deux  qu’on 
voudra  prendre  pour  le  premier, autant  de  fois  qu’il  y  a  d’uni¬ 
tés  dans  le  fécond  :  or  il  y  en  a  une  infinité ,  dont  le  produit 
contient  le  premier  Infini  une  infinité  de  fois  ;  donc  il  eft 
infiniment  plus  grand  ,  &  c’eft  la  même  chofe  à  l’égard  du 
fécond  Infini. 

102.  La  divifion  d’un  Infini  par  un  Infini  doit  donner 
un  quotient  infiniment  moindre  qu’aucun  des  deux  :  car  fi 
la  multiplication  d’un  Infini  par  un  Infini  donne  un  produit 
infiniment  plus  grand ,  la  divifion  qui  fait  un  effet  contraire 


doit  donner  un  quotient  infiniment  plus  petit.  Ainfi  — 

OO  T  OO 


ou 


n  00 


—  — ,  ou  CO  divifé  par 

n  1 


n 


eft 


n. 


103.  Il  fuit  &  de  tout  ce  qui  a  été  dit,  &c  de  la  nature 
de  la  chofe,  que  oc  étant  grandeur ,  eft  fufceptible  d’augmen- 
tation,pourvû  que  les  grandeurs  que  Ton  concevra  l’augmen¬ 
ter,  foient  grandeurs  par  rapport  à  lui ,  c’eft-à-dire  infinies. 
Ainfi  l’on  peut  concevoir  cette  nouvelle  Suite  oc .  20*0 . 
3  00 ,  &c.  qui  fera  une  progreffion  arithmétique  dont  la  diffé¬ 
rence  fera  —  00  ,  &  comme  la  différence  de  ï  à  oc  :  ou  OO 
• — ■  1  eft  =00,  cette  progreffion  pourra  commencer  par  1  , 
&  on  aura  -f-  1. 00.  200.  300,  &:c. 


104.  Puifque  dans  cette  nouvelle  progreffion  les  coëffi- 
ciens  de  00  croiffent  toujours  félon  la  Suite  des  nombres  ment  pLs 
naturels  ,  elle  fe  terminera  enfin  par  00  x  00  —  oo\  g]m:d  »  ^ 

r  toujours  de 

103.  ocx  —  00x00  eft  infiniment  plus  grand  que  oc  fuite  àl'infi- 
(  10  1  ).  Donc  comme  la  Suite  naturelle  1.  2  ,  &c.  fe  tenïri-/?  ' 
noit  à  oc  infiniment  plus  grand  que  les  termes  de  fon  origine, 
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de  même  la  progreffion  oo.  100  ,  ôcc.  fe  termine  à  CO1  infi¬ 
niment  plus  grand  que  les  termes  qui  font  à  fon  origine. 

10 6.  On  peut  concevoir  une  3  re  progreffion  arithmé¬ 
tique  qui  fera  oc1.  20© \  30©’-  ,  ôcc.  ccxoo1  —  c©'  ,  fur  la¬ 
quelle  on  fera  les  mêmes  raifonnemens  ,  ôc  toujours  ainfi  de 
fuite  ,  de  forte  que  le  dernier  terme  de  chacune  de  ces  pro¬ 
greffions  fera  toujours  infiniment  grand  par  rapport  à  ceux 
qui  étoient  vers  l’origine  ;  ôc  en  raffemblant  tous  ces  derniers 
termes,  on  aura  la  progreffion  géométrique  -fr  G©.G©Z.G©3. 
00 4  >  ôcc.  toute  formée  des  puiffances  confécutives  de  c©,ôc 
telle  que  chaque  terme  fera  toujours  infiniment  grand  par 
rapport  à  celui  qui  le  précédé. 

107.  Il  faut  toujours  raifonner  de  chaque  terme  de  la 
progreffion  géométrique  par  rapport  à  celui  qui  le  précédé 
comme  on  a  fait  de  l’Infini  ou  de  c©  par  rapport  au  Fini. 

Donc  c©2*  +2  c©  =  c©2-.  Et  en  général  c©  ±z  c© 

n- f-i 

S=3  C© 

i  08.  Donc  autant  qu’il  y  a  de  puiffances  poffibles  de  00  9 
autant  il  y  a  d'ordres  ou  genres  d’infinis  qui  s’élèvent  toujours 
les  uns  au-deffus  des  autres,  c©  eft  du  icr  ordre  ou  genre  > 
ooidu2i)&c. 

10p.  1  peut  être  le  icr  terme  de  la  progreffion  géomé¬ 
trique  (  47  &  48  ) ,  &  elle  fera  1. 00.  c©1.  c©3 ,  ôcc.  ou 
(4P  )  o©°.  c©1.  c©1  >  ôcc. 

110.  Donc  o©°  ==  1.  Et  en  effet  le  raifonnement  par 
lequel  on  a  prouvé  dans  l’art.  49  que  m°=  1  ,  prouve  auffi 
que  o©°  =  1  y  car  il  eft  absolument  indépendant  de  la  gran¬ 
deur  de  m. 

1 1 1 .  La  progreffion  -ff  oo°.  c©1.  c©1 ,  ôcc.  peut  ôc  doit 

°o 

aller  jufqu’à  c©  ,  puifque  les  expofans  de  fes  termes  font 
la  Suite  naturelle  des  nombres.  Donc  il  y  a  un  nombre  d’or¬ 
dres  d’infinis  =  c©. 

1 1 2.  Si  la  progreffion  eft  1 .  c©.  G©1 ,  ôcc.  (109)  le 
Fini  eft  un  des  ordres  qui  y  entrent  >  ôc  il  eft  clair  qu’il  y 
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doit  entrer.  1  repréfente  toutes  les  grandeurs  finies  ,  quelles 
qu’elles  foient ,  qui  ne  font  point  grandeurs  par  rapport  aux 
infinies.  00  repréfente  toutes  les  grandeurs  Amplement  in  fi- 

CO 

nies,  telles  que  «  oo,  ou--,  00 1  celles  qui  font  des  pro¬ 
duits  des  grandeurs  Amplement  infinies  par  de  pareilles  gran¬ 
deurs  ,  ôc  toujours  ainfi  de  fuite  ;  par  exemple ,  cox  n  00  > 

plus  grand  que  oo2-  ,&oox™  moindre  que  oo2-  font  éga¬ 
lement  de  l’ordre  de  oo2- ,  quoiqu’inégaux  en  grandeur  dans 

CO 

cet  ordre.  De  même  DG2-  x  n  00  ,  ou  oc  x  —  font  de  l’ordre 

.  n 

de  GO  ôcc. 

1 1 3.  Ces  ordres  ainfi  établis ,  une  grandeur  quelconque 
a  des  rapports  finis  à  tout  ce  qui  eft  de  fon  ordre ,  &  elle  ne 
peut  recevoir  des  augmentations  ou  des  diminutions  que  par 
ce  qui  eft  de  fon  ordre.  Si  on  la  conçoit  élevée  à  un  ordre 
fupérieur ,  il  faut  la  prendre  comme  ayant  franchi  ce  pafïage 
immenfe  y  ôc  alors  tout  ce  qui  eft  d’un  ordre  inférieur  rfeft 
plus  grandeur  par  rapport  à  elle  ^  ôc  difparoît  devant  elle  y 
comme  elle-même  n’eft  point  grandeur  par  rapport  à  toutes 
celles  des  ordres  fupérieurs,ôc  difparoîtroit  devant  elles. Tout 
cela  n’eft  que  ce  qui  a  été  dit  du  Fini  ôc  du  fimple  Infini , 
appliqué  à  tous  les  ordres  en  général  ,  dont  le  Fini  ôc  le  fim¬ 
ple  Infini  n’étoient  que  les  deux  premiers. 

114.  Ce  que  font  dans  le  Fini  les  puiffances  ou  plus 
généralement  les  multiplications,  en  élevant  la  grandeur  à 
différentes  dimenficnSyeWes  le  font  dans  l’Infini ,  en  l’élevant  à 
différens  ordres  ;  deforte  que  les  dimenfionsdu  Fini  répon¬ 
dent  aux  ordres  de  l’Infini.  Ainfi  comme  a 4  ou  abcd  eft 

OO 

une  grandeur  de  4  dim  en  fiions ,  004  ou  003  x  n  00  ,  ou  x—  y 

Z 

ou  CO1  x  n 1  oo2-  ou  x  ,  ôec.  eft  un  Infini  du  4mc  ordre. 

nz 

115*.  Si  deux  Infinis  ou  du  même  ordre  ou  de  différens 
ordres  font  multipliés  l’un  par  l’autre ,  le  produit  eft  d’un  or¬ 
dre  dont  l’expofant  eft  la  femme  des  expofans  des  ordres  des 

Eij 


CO’-.  CO1 
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I— j—I 

deux  Infinis  :  par  exemple ,  oc  x  oc  —  oo  = 

XO©’  =  G©  —  co . 

1  î  6.  Si  deux  Infinis  du  même  ou  de  differens  ordres 
font  divifés  l’un  par  l’autre ,  le  quotient  eft  de  l’ordre  dont 
l’expofant  eft  la  différence  des  expofans  des  ordres  des  deux 

OC3  3 — 2- 


Infinis. 

6=5  COT. 


GO 


GO 


OO 


GO' 


(no). 


=  OO 


OO 


Propriétés  I  t  y*  Dans  le  Fini  plus  un  nombre  eft  grand ,  plus  il  eft 

Tu^ilrLns  Petit  par  rapport  à  fon  quatre,  plus  fon  quatre  eft  petit  par 
r infini  ]  oh  rapport  à  Ton  cube ,  &  toujours  ainfi  de  fuite  des  autres  puif- 
s'apperfoi-  fances#  Et  Fon  voit  ici  qu’un  nombre  infini  n’efl:  pas  gran- 

'uent  dans  la  ,  ^  r  1  ,  i  ,  \ >  Ln  ° 

Pim  par  le  deur  par  rapport  a  ion  quatre ,  que  le  quatre  ne  i  eft  pas  par 
moyen  de  rapport  au  cube  ,  &c.  Donc  le  rapport  des  puiffances  fupé- 
J  Kjl/2*‘  Heures  aux  inférieures  ayant  toujours  été  croiffant  dans  le 
Fini  à  mefure  qne  les  nombres  étoient  plus  grands,  il  devient 
enfin  infini  dans  l'Infini, c’eft-à  dire ,  lorfque  les  nombres  font 
infinis.  Cela  conduit  naturellement  à  cette  réflexion,  Que  les 
propriétés  qui  vont  toujours  croiffant  dans  le  Fini ,  doivent 
dansl’Infini  recevoir  tout  Faccroiffement  dont  elles  font  capa¬ 
bles,  ou  ,  ce  qui  efi:  le  même ,  arriver  au  Terme  où  elles  ont 
tendu  ,  &  dont  elles  fe  font  toujours  approchées  pendant  un 
chemin  infini. 

Cette  réflexion  fuppofe  trois  chofes.  i  0  Que  la  propriété 
prenne  naiflance  dans  le  Fini.  i°  Quelle  s'y  foutienne  aufli 
long-temps  que  Fon  peut,  pour  ainfi  dire ,  la  fuivre  de  l’œil. 
3°  Qu’elle  foit  capable  d’un  certain  accompliffement  dans 
l’Infini.  Moyennant  ces  trois  conditions, la  réflexion  devient 
un  Principe. 

i  1 8.  Donc  fi  une  propiété  a  pris  naiflance  dans  le  Fini  , 
fi  elle  s’y  conferve  auffi  long-temps  qu’on  Fy  peut  fuivre  ,  & 
fi  elle  efi:  capable  d’un  certain  accompliffement  dans  l’Infini, 
il  eft  certain  qu’elle  Fy  reçoit. 

i  i  9.  Si  on  voit  dans  l’Infini  une  propriété  ,  &  qu’en 
même  temps  on  en  voie  la  naiflance  dans  le  Fini,il  eft  certain 
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qu’elle  fe  confervedans  tout  le  cours  du  Fini  où  l’on  ne  peut 
la  fuivre  de  vue ,  6c  que  dans  tout  ce  cours  elle  approchoit 
de  plus  en  plus  de  l’état  où  elle  eft  dans  l’Infini. 

i  20.  Far  la  raifon  des  contraires  ,  les  propriétés  qui  vont 
décroiffant  dans  le  Fini  auiïi  long  temps  qu’on  les  peut  fui¬ 
vre  ,  ôc  peuvent  s’anéantir  dans  l’Infini,  s’y  anéantiflent  fûre- 
ment.  Ainfi  parce  que  le  rapport  géométrique  des  termes  de 
la  Suite  naturelle  décroît  toujours,  6c  qu’il  eft  poffible  qu’il 
foit  nul  dans  l’Infini, puifque  deux  Infinis  peuvent  être  égaux  , 
la  Suite  naturelle  infinie  fe  termine  par  deux  Infinis  égaux. 

12 1.  Si  on  voit  qu’une  propriété  eft  nulle  dans  l’Infini  , 
êc  en  même  temps  quelle  a  commencé  à  décroître  dans  le 
Fini ,  il  eft  fur  qu’elle  a  décru  dans  le  cours  du  Fini  où  l’on 
n’a  pu  la  fuivre,  6c  qu’elle  a  toujours  approché  de  plus  en  plus 
de  fon  anéantiffement. 

12  2.  Comme  ces  conclurions  fuppofent  toujours  une 
propriété  dont  on  voit  la  naiffance  dans  le  Fini,  6c  la  fin  ou 
poffible  ou  actuelle  dans  l’Infini ,  il  ne  fuit  point  de  là  qu’une 
propriété  qui  fe  maintient  confiante  6c  fans  altération  dans 
le  Fini,  doive  fe  maintenir  dans  l’Infini  :  car  tout  ce  qu’on 
en  voit  dans  le  Fini,  6c  qui  eft  fuppofé  confiant ,  peut  n’être 
que  fa  naiffance ,  6c  en  ce  cas-là  on  ne  voit  qu’une  de  fes 
extrémités,  ce  qui  ne  fuffit  pas.  Donc  il  eft  feulement  poffi- 
ble,  6c  non  pas  abfolument  néceffaire  qu’une  propriété  qui 
fe  maintient  toujours  dans  le  Fini,  fe  maintienne  auffi  dans 
l’Infini. 

123.  Mais  par  la  même  raifon,  fi  on  voit  une  propriété 
dans  le  Fini,  ne  fût-ce  qu’à  fa  première  6c  plus  petite  naif¬ 
fance  ,  qu’on  la  retrouve  la  même  dans  l’Infini ,  il  eft  fur 
qu’elle  a  été  confiante  dans  tout  le  cours  intermédiaire, pour- 
vû  que  ce  cours  ait  été  uniforme  ,*  c’eft-à-dire ,  que  les  autres 
propriétés  qui  y  étoient  croiffantes  ou  décroiffantes  l’aient 
toujours  été.  Moyennant  cette  condition ,  les  deux  extrémi¬ 
tés  feules  affûteront  de  tout  l’entre-deux. 

Pour  prévenir  la  penfée  où  l’on  pourroit  tomber,  que  toute 
cette  Théorie  abftraite  de  l’Infini  eft  peu  utile, je  vais  apporter 

E  iij 
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quelques  exemples  des  ufages  que  peutavoir  le  peu  que  nous 
en  avons  vu  jufqu’ici. 

Exemple.  I. 

124.  Si  l’on  cherche  la  fournie  delà  Suite  naturelle  pouf- 

.  .  1T-'  1  r  /  .  n  ft  ”b  n  x 

féejufqu  a  CO,  on  voit  par  la  Formule  generale  — -  (  77  ) 

2  2  2 • 

que  cette  fomme  eft - — - (  107);  c’eft-à-dire  , 

que  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  infinie  eft  la  moitié  du 
quarré  du  nombre  infini  qui  la  termine.  Et  quoique  ce  nom¬ 
bre  infini  nous  foit  inconnu  ,  il  eft  certain  qu’on  prend  par-là 
une  idée  de  cette  fomme  qu’on  n’auroit  pas  eue  autrement. 

Exemple  II. 

1  2  J.  Si  je  ne  prends  la  fomme  que  de  la  moitié  des  ter¬ 
mes  de  la  Suite  naturelle  *  le  nombre  n  de  fes  termes  étant 

2  |  ^ 

1  OO  1  /"*  OC  “  OO  CO  f  ti  11  /■» 

alors  —  —  >  la  lomme  fera - =  * — .  Et  elle  lera 

z  8  8 

co  a  C*'  1 

à  celle  de  la  Suite  entière  terminée  par  ce  :  :  — — .  —  (107) 

::  2.  8  ::  1.4.  Donc  dans  la  Suite  naturelle  infinie  la 
fomme  du  nombre  infini  des  termes  eft  quadruple  delà  fomme 
de  la  moitié  infinie  de  ce  nombre  total  des  termes.  Cela  me 
fait  appercevoir  que  cette  propriété  pourroit  avoir  pris  naif- 
fance  dans  la  même  Suite  finie  y  &  je  vois  en  effet  que  10 , 
fomme  des  4  premiers  termes  ,  n’eft  pas  quadruple  de  3  9 
fomme  des  2  premiers,,  mais  que  2  1  y  fomme  des  6  premiers* 
approche  plus  d’être  quadruple  de  6*  fomme  des  $  premiers* 
que  1  o  n’approchoit  d'être  quadruple  de  3  *  &  quelques  au¬ 
tres  inductions  m’affureront  de  refte  que  cette  propriété  eft 
croiffante  dans  le  Fini  ;  Ôe  comme  je  la  vois  accomplie  dans 
l’Infini ,  j’en  conclus  fûrement  {  1  ip  )  qu’elle  eft  croiffante 
dans  tout  le  cour  du  Fini  *  &  que  plus  on  prend  un  grand 
nombre  de  termes  de  la  Suite  naturelle  *  plus  leur  fomme  ap¬ 
proche  d’être  quadruple  de  la  fomme  d’un  nombre  de  termes 
une  fois  moindre. 
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Si  je  prends  la  fomme  d’un  nombre  de  termes  de  la  Suite 

naturelle  =  — ,  elle  fera  -00 f  elle  fera  à 

3  iS  1 8 

00 2 

- ,  fomme  du  nombre  total  des  termes  :  :  1.5?. 

1 

De  même  ,  fi  je  prends  la  fomme  d’un  nombre  de  termes 
de  la  Suite  naturelle  =  —  ;  elle  fera  à  :  :  1 .  16. 

4  z 

/  r  1  .1  n  1  •  1  1  nn 

Et  en  general  il  eft  clair  par  la  F ormule - -  que  fi  le 

nombre  des  termes  que  je  prends, eft  —  ,  m  étant  un  nom- 

m 

00 2  00 

bre  fini  quelconque  ,  la  fomme  en  fera  —y  qui  fera  à  ■ —  * 

fomme  du  nombre  total  des  termes  :  :  1.  m1. 

D’où  je  conclus  que  dans  le  Fini,  plus  le  nombre  n  des 
termes  de  la  Suite  naturelle  fera  grand,  plus  la  fomme  appro¬ 
chera  d’être  à  celle  d’un  nombre  de  termes  =  —  :  :  4.  1.  à 

Z 

celle  d’un  nombre  de  termes  =  —  :  :  p.  1 .  à  celle  d’un 

3 

Yl 

nombre  de  termes  =  —  ::  16.  1.  Ôcc,  Et  c’eft  par  l’Infini 

4 

qu’on  eft  arrivé  à  cette  connoifiance  du  Fini. 

Exemple  III. 

116.  Je  fuppofe  qu’on  fait  ce  que  c’eft  que  les  nombres 
Figurés,  qui  font  les  Unités, les  Nombres  NaturelsJesTrian- 
gulaires ,  les  Pyramidaux ,  les  Triangulo-pyramidaux ,  ôcc.  à 
l’infini.  Il  eft  démontré  qu’un  nombre  Naturel  quelconque 

étant  n  )  le  nm-  Triangulaire  eft  . . . . . . 

ixî 

.  .  .  -  n1  -±-^nz-+-zn 

r  yramidal  . . . <> 

1x2x3 

.  #4  -f-  1 1»1  -f-  6n 

ï  nang.  pyr . .  — - - - 

0  1  1X2X3X4 

ôcc. 

De-là  il  fuit  que  le  dernier  des  Naturels  étant  oc  , 


40 

le  dernier  des 
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Triangulaires  eft . — 

°  2 

des  Pyramidaux  ...  °° 


...... 


des  Triang.  pyramidaux. 


00 


24 


00 


720 


D’où  Ton  voit  que  ceux  des  ordres  fui  vans  feront  — -  y 

X  2*  O 

y  &c.  le  numérateur  étant  toujours  oc  élevé  à  la  puif- 


fance  ou  à  l’ordre  immédiatement  fupérieur  >  &  le  dénomi¬ 
nateur  le  produit  continuel  des  nombres  naturels  jufqu  au 
nombre  inclufivement  qui  eft  l’expofant  de  00. 

On  peut  s’affûrer  par-là  que  les  différens  ordres  d  Infini 
font  très-réels  y  puifque  des  Suites  de  nombres  y  conduifent 
néceffairement.  Et  fi  Ton  fe  contentoitd’appercevoir  que  les 
derniers  termes  de  ces  différentes  Suites  de  Nombres  Figures 
doivent  être  infinis  ;  la  connoiffance  feroit  fans  comparaifon 
plus  imparfaite. 

1 17.  On  peut  élever  au  quarré  tous  les  termes  de  la 
progreffion  —  ce.  oc1.oc3^  &c.oo  y  ce  qui  donnera 

2x22x3, 

la  nouvelle  progreffion 21  —  i .  oo1. cc  -co  <xc. 


.CO 

00  °°.De  même  en  élevant  au  cube  la  première  progref¬ 

fion  y  on  aura  1. 00L  co*.  cc?  y  &c.  co  3  ^  y  &  ainfi  de 

fuite  pour  toutes  les  autres  puiffances  y  &c  enfin  pour  la  puif- 
r  co  co  ïoo  3  co  Q 

lance  =  cc  ,  ou  aura  —  1  .  co  .  00  .  co  ;  o cc. 

•  • 

co  ^  OO  00  1  •  1  •  f  -j.  a 

ce  —  ce-  yC  eft-a-dire^oc  multiplie  par  lui-meme 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d’unités  dans  00% 

128.  On  peut  encore  élever  au  quarré  ^  au  cube  y  ôcc. 
&  enfin  à  cc  la  progreffion  1  °°  .  co  °°  .  00  ^  y  &:c. 

00 2  .  . 

00  ,  ce  qui  donnera  pour  dernier  terme  dans  la  derniere 

élévation^ co  00  w"=oo  00  .11  eft  vifible  que  ces  élévations 

n’ont 


de  l*  Infini.  Partie  L  Setf.  IL  a\ 

h  ont  point  de  fin  ,  qu’on  iroit  jufqu’à  une  progrefïion  dont 

le  dernier  terme  feroit  cc 00  ,  ôt  que  là  même  on  reçom- 

menceroit  encore  à  faire  des  élévations  fans  fin. 

CO  00  CO  zoo 

129.  i  =  1.  Car  (  12J  )  —  1  .oc  .00 


D  iCO  00  1 00  00 

onc  00  =  1  x  oc  .  Donc  1  ~  1.  Donc  1 

conferve  jufque  dans  l’Infini  fa  propriété  de  ne  point  aug¬ 
menter  par  aucune  élévation  à  une  puiffance. 


1 3  o.  Donc  cc°  —  ï  (  1 1  o  )  —  1  °°  , 

00 

131.  Donc  aufîî  i°  =  1  .  Et  il  efl  remarquable  que 

o  ôt  cc  appliqués  de  la  même  maniéré  faffent  le  même  effet* 
mais  la  raifon  en  eft  claire.  Cf  eft  qu’une  grandeur  qui  ne  fl: 
abfolument  multipliée  par  rien  ,  ou  la  même  grandeur  mul¬ 
tipliée  de  façon  qu’elle  ne  puiffe  augmenter ,  c’eft  la  même 
chofe,  &  elle  ne  peut  changer  d’état.  Or  1  efl:  la  feule  gran¬ 
deur,  qui  multipliée  par  elle-même  ne  change  point. 

131.  Il  efl  clair  par  tout  ce  qui  a  été  dit  *  que  fi  on  éleve 
tous  les  termes  de  la  Suite  naturelle  infinie  au  quarré ,  au 
cube*  ôte.  le  dernier  terme  de  la  Suite  quarrée  fera  cc1 ,  de 
la  Suite  cubée  oo3 ,  & c.  toujours  d’un  ordre  fupérieur. 

1  3  3 •  Que  cc  foit  divifé  en  un  nombre  fini  n  de  parties 
qui  feront  infinies  (  9  3  ) ,  ou  que  le  rapport  arithmétique  de  1 
ôc  de  cc,ou  leur  différence  =  cc  foit  divifée  en  ce  nombre  n 
de  parties ,  c’eft  la  même  chofe ,  ôt  ces  parties  feront  infi¬ 
nies  ;  ôt  parce  qu’elles  font  infinies ,  leurs  parties  en  nombre 
fini ,  le  feront  aufli  *  quoique  toujours  moindres  *  ou  *  ce  qui 
revient  au  même,  leurs  rapports  arithmétiques  ou  différences 

feront  encore  infinies.  Ainfi  —  ôt  étant  deux  Infinis 

5  H- 


qui  font  parties  de  00 ,  leur  différence  =  —  efl  infinie.  Par 


la  même  raifon  le  rapport  géométrique  de  oc  à  1  étant  di¬ 
vifé  en  un  nombre  fini  n  de  parties,  elles  feront  infinies ,  ÔC 
comme  ce  feront  des  rapports  géométriques,  ces  rapports  fe¬ 
ront  donc  infinis,  ou,  ce  qui  efl  la  même  choie,  les  grandeurs 


Formation, 
de  nouveaux 
Infinis  ,  qui 
ne  font  qus 
radicaux , 
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entre  lefqueües  feront  cesrapports/eront  infinies  les  unes  pat 
rapport  aux  autres.  Donc  fi  on  introduit  entre  i  ôc  oo  un. 
nombre  n  fini  de  moyens  géométriques*  ce  qui  donnera  (  5  8) 

1  2.  3 

~  1.  00 72  + 1 . 0C1  n  1  .  co  ”  1  *  ôcc.  jufqu’à  00 

=  00*  on  aura  une  progreffion  dont  chaque  terme  fera  nv 
fini  par  rapport  à  celui  qui  le  précédera. 

Par  exemple  *  fi  n  =  ï  *  on  aura  î  .  cc 1  ou  OO  .  CC  * 

.  . .  i.  31 

Si  »  =  2.  —  1.  oc  J .  cc  3 . 00.. 

•  • 

1 34.  Donc  voilà  de  nouvelles  progreflions  *  dont  les  ter¬ 
mes  toujours  infiniment  grands  par  rapport  à  ceux  qui  les 
précèdent*  font  toujours  par  conféquent  d’ordres  fupérieurs  > 
comme  ceux  de  —  1.  00. 00 1  *  ou  de  —  1.00 .  00 x .  00 5  y 
ôc  de  toutes  les  progreflions  pareilles.  Mais  il  y  a  cette  diffé¬ 
rence  effentielle  *  qu’au  lieu  que  dans  ces  dernieres  progref¬ 
fions*  c’efl  le  rapport  infini  de  00  à  1*  doublé  ou  triplé  *  ôcc. 
qui  a  été  divifé  en  un  nombre  fini  n  de  parties  >  qui  ont  fait 
autant  d’ordres  potentiels  *  c’efl:  dans  les  progreflions -^7-  *• 

*  2 

00  ^  1 .  oc  ”  + 1  *  &c.  le  rapport  Amplement  infini  de  00 

à  1  qui  efl:  divifé  *  ôc  qui  ne  produit  que  des  ordres  radicaux. 

1  3  Quoique  00  foit  infiniment  grand  par  rapport  à 

OO  *  fa  moitié  géométrique  >  ôc  qu’il  ne  le  foit  pas  par  rap¬ 
port  à  —•  fa  moitié  arithmétique  *  cela  n’empêche  pas  que 

la  correfpondance  du  rapport  arithmétiquerôc  du  géométrique 
11e  foit  toujours  parfaite  j  car  comme  00  a  une  différence 

infinie  a  —  >  ainfi  00  a  un  rapport  géométrique  infini  a 

1 

cc 1  *  ôc  comme  pour  égaler  ~  à  00  >  il  ne  faut  que  le 

doubler*  ainfi  pour  égaler  00 ï  à  00  *  il  ne  faut  que  le  dou¬ 
bler  ou  le  quarrer  *  ce  qui  efl  fa  maniéré  particulière  d’être 

doublé..  Donc  comme  les  parties  &c.  du  rapport 
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arithmétique  de  00  &  de  1  font  du  même  ordre  que  oc,  & 
plus  généralement  parce  que  toutes  les  parties  déterminables 
d  un  Tout  quelconque,  ou  qui  font  en  nombre  fini ,  font  du 

i.  i. 

même  ordre  que  ce  Tout ,  il  faut  que  les  00  1 ,  00  3  ,  &c. 
foient  du  même  ordre  que  oc.  Mais  ces  Infinis  radicaux  ne 
peuvent  être  du  même  ordre  que  00 ,  qu’entant  qu’ils  font 

quelques  parties  déterminées  du  rapport  géométrique  ou 

de  l’ordre  potentiel  qui  eft  entre  1  ôt  oc ,  donc  ils  font  du 
même  ordre  potentiel  que  oo ,  ou  du  même  ordre  par  rap¬ 
port  à  i,ou  au  fini,  ce  qui  n’empêche  pas  qu’ils  ne  foient 
entr’eux  de  différens  ordres  radicaux  infiniment  élevés  les 

uns  au-deffus  des  autres  ,  comme  les  —,  -y- ,  &c.  ont 

entr  eux  des  différences  infinies. 

13  6,  Puifque  dans  la  progrefïïon  radicale  ,  Rapports 

!  des  Infinis  rcU 

•  **  .  "  *n  _  />  o  •  dicaux  aux 

—  1.  oo«-i 00  »-H  ,  &c.  00.  chaque  terme  eft  inhni-  potentiels,  & 
ment  grand  par  rapport  à  celui  qui  le  précédé  (133)  on  a  •«tr'ttue. 

1  t  1  * 

oo'  +  i  ±i=>  co”  +  %  ou  00  1  -±_a  =  00  ” 1 . 

-  I  1  n 

OC^  +  ï+OO^d-i.^oO^1. 0C  +  00W  +  I  =3  00.  A 
plus  forte  raifon  fi  l’on  prend  dans  cette  progreflion  des 
termes  qui  ne  foient  pas  confécutifs ,  car  le  plus  grand  en 
fera  encore  infiniment  plus  grand  par  rapport  à  l’autre. 

1  37.  Le  nombre  n  de  moyens  géométriques  étant  déter¬ 
miné,  deux  termes  qui  appartiennent  à  la  même  progreflion, 
different  d’autant  d’ordres  radicaux  que  les  numérateurs  de 
leurs  expofans  different  d’unités.  Ainfi  fi  n  =  3 ,  ce  qui  donne 

..  I  t  i  .  1  1 

—  1 .  oc  4  >  co  4 ,  00  4 ,  cc  ,  on  voit  que  0c4  oc  00  4  dif¬ 
férent  de  deux  ordres  radicaux. 

138.  Plus  n  eft  grand  ,  plus  le  rapport  a  été  divifé 

en  un  grand  nombre  de  parties,  &  par  conféquent  plus  elles 
font  petites  ,  quoique  toutes  infinies.  Donc  fi  deux  Infinis 

F  ij 
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radicaux  font  confécutifs  dans  une  progreflion  qui  a  un  Cer¬ 
tain  nombre  de  termes,  le  rapport  infini  du  plus  grand  au 
plus  petit  n’eft  pas  fi  grand  que  celui  de  deux  autres  infinis 
radicaux  confécutifs  dans  une  autre  progreflion  qui  a  un 

i  - 

moindre  nombre  de  termes.  Ainfi  le  rapport  de  oo  4  a  oo  4 

n’eft  pas  fi  grand  que  celui  de  oo  5  à  oc  3 . 

139.  Après  tout  ce  qui  vient  d’être  établi,  il  eft  aifé  de 
comparer  enfemble  deux  Infinis  radicaux  dont  les  expofans 

ont  le  même  dénominateur ,  comme  00  ?  ôc  00  7  :  car  on 
voit  tout  d’un  coup  qu’ils  appartiennent  à  une  progreflion 
qui  a  introduit  entre  1  ôc  00  fix  moyens  géométriques  , 
ôc  que  dans  cette  progreflion  ils  different  de  deux  ordres 
radicaux. 

140.  Et  comme  pour  la  comparaifon  de  deux  Infinis 

radicaux  il  faut  qu’ils  appartiennent  à  la  même  progreflion  y 

ôc  que  quand  ils  y  appartiennent,  leurs  expofans  ont  le  même 

dénominateur  ;  il  s’enfuit  que  fi  leurs  expofans  ont  différens 

dénominateurs ,  il  faut  leur  en  donner  un  qui  foit  le  même 

\ 

fans  changer  leur  valeur.  Aufli  pour  comparer  oc  3  ôc  oc  4  , 

4  3 

il  faut  les  changer  en  00  71  ôc  oc  11 ,  moyennant  quoi  on 
voit  qu’ils  appartiennent  à  une  progreflion  qui  a  introduit 
1 1  moyens  géométriques  entre  1  ôc  oc ,  ôc  que  dans  cette 
progreflion  ils  different  d’un  ordre  radical. 

14 1.  Quand  les  numérateurs  des  expofans  feroient  dif¬ 
férens  aufli-bien  que  les  dénominateurs,  comme  dans  oc  4 
&  oc  3 ,  cela  ne  changeroit  rien  à  cette  maniéré  de  comparer 
les  Infinis  radicaux.  On  auroit  dans  cet  exemple  oc  ^  ôc 

JL 

oc  11 ,  après  quoi  la  comparaifon  eft  aifée. 

142.  Comme  on  a  introduit  entre  1  ôc  oc  un  nombre 
quelconque  n  fini  de  moyens  géométriques  (133)  on  en 
peut  introduire  pe  même  nombre  entre  1  ôc  oca ,  ce  qui 
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2X1  2X2  2X5  2X4 

donnera  (j8)-ff-  1,00  »-H. 00  «+1 .  oo^-P1 . 00»  + 1  ôcc. 

2  x  n  -J-  r 

00  ~~n  + 1  —  CO1.  Où  Ton  voit  que  le  numérateur  des 
expofans  eft  toujours  un  produit  de  deux  nombres ,  dont  z 
expofant  du  dernier  terme  co1  eft  toujours  l’un  j  ôc  les  autres 
font  la  Suite  naturelle  des  nombres. 

Si  y  par  exemple  y  n  —  6  y  on  aura 

2X1  2X2  2X3  2X4  2  X  f 

-H-  1.  00  7  .00  7  . oc  7  .co  7  .00  7 

2X<>  2X7 

CO  7  .CO  7  , 

1  4  4  -  8  1  1  ^4 

OU  ~  ï  •  00  7  .  CO  7  .  CO  ~7'  .  OO  7  ,  OC  7  .  CO  7  .  OO  7 
t=  OO*. 

Puifque  dans  cette  progreffionc’eftle  rapport  géométrique 
de  co2  à  1  qui  a  été  divifé  en  un  nombre  n-h  1  de  parties 
égales  y  au  lieu  que  dans  celle  de  Part.  1 3  5*  y  c’étoit  le  rapport 
de  00  à  1  ;  ôc  puifque  le  rapport  de  oc2  à  1  eft  infiniment 
plus  grand  que  celui  de  co  à  1 ,  les  divifions  infinies  pro¬ 
duites  par  cette  2de  progreiïion  font  infiniment  plus  grandes 
que  les  infinies  produites  par  la  ire;  ôc  comme  la  ire  n’en 
pouvoir  produire  que  d’infinies  tant  que  n  étoit  fini ,  la  2de 
dans  cette  même  fuppofition  n’en  peut  produire  que  d’infi¬ 
nies  ,  ôc  infiniment  plus  grandes. 

Et  en  effet  y  puifque  1  eft  un  coefficient  confiant  dans  les 
numérateurs  des  expofans  y  tous  les  termes  de  la  2de  pro- 
greffion  font  les  quarrés  de  ceux  de  la  iïe  y  qui  étoient 

1  2  1 

~  1.  00  .  co  #-+■**  y  ôcc.  Or  n  étant  fini  00  »-+-*  ; 

2 

& c.  étoient  des  grandeurs  infinies.  Donc  leurs 
quarrés  font  infiniment  plus  grands. 

143.  Donc  le  rapport  de  deux  termes  infinis  confécutifs 
eft  infiniment  plus  grand  dans  la  2de  progreffion  que  dans 
la  ire  y  ôc  en  général  deux  termes  infinis  qui  dans  la  zdQ 

F  iij 
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progrefïîon  different  d’un  certain  nombre  d’ordres  radicaux  > 
different  infiniment  plus  que  deux  autres  termes  infinis  qui 
différeroientde  ce  même  nombre  d’ordres  radicaux  dans  la  ire. 

144.  La  2de  progrefïîon  a  des  termes  qui  lui  font  com¬ 
muns  avec  la  ire,  ce  font  tous  ceux  dont  l’expofant  a  un 

numérateur  moindre  que  le  dénominateur,  Âinfi  00  7  y  oc  7  , 

00  7  auroient  aufïî  appartenu  à  une  progrefïîon  qui  auroit 
introduit  6  moyens  géométriques  entre  1  ôc  00 ,  mais  ils  n’y 
auroient  pas  été  confécutifs  ,  comme  ils  le  font  dans  la  2de 
progrefïîon.  Il  eft  aifé  de  le  voir ,  ôc  comme  il  y  auroit  eu  un 
autre  terme  dans  chacun  de  leurs  intervalles ,  le  rapport  de 
deux  termes  confécutifs  de  la  2de  progrefïîon  eft  doublé  de 
celui  de  deux  termes  confécutifs  de  la  ire,  ce  qui  revient  aux 
quarrés  de  l’art.  142. 

14  Les  termes  de  la  2de  progrefïîon  qui  ont  le  numéra¬ 
teur  de  leur  expofant  plus  grand  que  le  dénominateur  >  par 

8_  i  o 

exemple ,  00  7  ,  OO  ~ ,  &c.  font  particuliers  à  cette  progref- 
lion,  c’eft-à-dire ,  n  ont  pu  entrer  dans  la  irc.  J’appelle  purs 
Infinis  radicaux  les  termes  qui  font  communs  aux  deux  pro- 
greffions ,  parce  que  leur  expofant  eft  une  pure  fraêtion ,  ÔC 
j’appelle  Infinis  radicaux  mixtes ,  ceux  qui  font  particuliers  à 
la  2de  progrefïîon ,  parce  que  leur  expofant  eft  une  fraêtion 
qui  contient  un  entier  plus  une  pure  fraêtion. 

146.  Tous  les  termes  de  la  ide  progrefïîon  ont  un  expo¬ 
fant  dont  le  numérateur  eft  un  multiple  exaêt  de  2 ,  ou  pair, 
ôc  enfin  le  dernier  a  un  expofant  dont  le  numérateur  eft  dou¬ 
ble  du  dénominateur.  U  eft  clair  qu’il  en  ira  de  même  de 
toute  progrefïîon  pareille  comprife  entre  1  ôcoo  \ 

147.  Les  purs  Infinis  radicaux  de  la  2de  progrefïîon  lui 
étant  communs  avec  la  ire  (  144  J ,  il  fuffit  de  les  confidérer 
dans  cette  ire,  ou  plutôt  en  général,  tous  les  purs  Infinis 
radicaux  doivent  être  confîdérés  dans  une  progreffion  com¬ 
prife  entre  1  ôc  00  ,  ôc  on  a  déjà  vu  tout  ce  qui  leur  appar¬ 
tient.  Mais  les  Infinis  radicaux  mixtes  étant  particuliers  à  la 
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2^e  j  y  doivent  être  confidérés,  &  ne  le  peuvent  être  dans 
î  autre  ;  ou  en  général  ,  tous  ceux  dont  Pexpofant  eft  une 
fraâion  qui  contient  1  plus  une  pure  fraction,  appartiennent 

uniquement  à  une  progreffion  de  cette  efpece.  Ainfi  oc  ^ 
eft  un  des  termes  d’une  progreffion  qui  auroit  introduit  S 
moyens  géométriques  entre  1  &  oc1,  ôc  qui  feroit 

z  x  1  zx  z  z  x  ?  z  x  9 

—  1 . 00  9  .ce  9  .00  ^  &c.  00  9  00*; 

•  • 

148.  Il  eft  aifé  de  trouver  cette  progreffion  dont  00  ~ 
eft  un  des  termes;  parce  que  1 6 ,  numérateur  de  Pexpofant > 
eft  multiple  exaét  de  2 ,  ou  pair,  ôc  que  dans  les  progreffions 
que  nous  confidérons  préfentement,tous  les  numérateurs  des 
expofans  font  pairs  (  142).  Mais  il  femble  que  lî  on  avoit 

eu  co  ~  qui  fe  rapporte  auffi-bien  que  00  “  à  une  progref¬ 
fion  comprife  entre  1  ôc  oc1  (  145*  ) ,  il  y  auroit  eu  quelque 
difficulté  à  déterminer  en  particulier  la  progreffion  dont  il 
feroit  un  des  termes.  Cependant  cela  feroit  fort  aifé  :  car 
puifque  ces  progreffions  ont  toujours  des  termes  dont  les 
expofans  ont  des  numérateurs  pairs  ,  il  n’y  auroit  eu  qu'à 

«  ^  ^  !  |I  ■  ’v  ■  .*  •  ^  1  '  *  ^  *  • 

donner  à  oc  “  un  numérateur  pair  fans  changer  la  valeur 

—  —  12 

de  Pexpofant,  &  on  auroit  eu  X  2x9  =  00  Iÿ  =  00  9  ; 

De-là  il  fuit  que  00  =  oc  “  eft  un  des  termes  d’une  pro-< 

greffion  qui  introduit  17  moyens  proportionnels  entre  1  ôc 

j  ü 

OC2 ,  ôc  qui  a  pour  dernier  terme  oc  1  *  =  oc2  (  1 47  )• 

x  5  I  6 

14p.  Si  l’on  veut  comparer  oc  9  ôc  oc  9  ,  il  faut  après 

avoir  changé  oc  en  oc  **  ,  changer  auffi  oc  ~  en  oc  **  : 
&r  on  voit,  parce  que  les  numérateurs  de  leurs  expofans  font 
30  =  2x15,  ôc  32  =  2x16,  qu’ils  font  confécutifs  dans 
une  progreffion ,  qui  a  introduit  17  moyens  géométriques 
entre  1  ôc  oc2 ,  ôc  qu’ils  ne  different  que  d’un  ordre  radical® 

1  yo.  De  tout  cela  s’enfuit  clairement  Ôc  fans  autre  preuve 
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la  Méthode  de  comparer  deux  Infinis  radicaux  compris  en¬ 
tre  i  &  oo2- ,  foit  que  l’un  foit  pur  radical  y  ôc  l’autre  mixte , 
foit  qu’ils  foient  tous  deux  mixtes. 

Si  leurs  expofans  ont  des  dénominateurs  différens  j,  il  faut 
les  réduire  à  avoir  le  même  ,  afin  que  les  deux  Infinis  puif- 
fent  appartenir  à  la  même  progrefiion. 

Après  cela  ,  fi  les  numérateurs  des  expofans  font  tous 
deux  pairs,  il  n’y  a  plus  rien  à  faire ,  ôc  l’on  voit  tout  d’un 
coup  de  combien  d’ordres  radicaux  different  les  deux  Infinis 
dans  la  progrefiion  qui  a  été  déterminée  par  le  dénominateur 
commun. 

Si  les  deux  numérateurs  ne  font  pas  pairs  >  il  faut  les  réduire 
à  l’être  y  ôc  comme  par-là  le  dénominateur  commun  change, 
les  deux  Infinis  viennent  à  appartenir  à  une  nouvelle  pro- 
greflion  dans  laquelle  il  eft  aifé  de  les  comparer. 

Par  exemple,  pour  comparer  oo 1  &  oc  4 ,  il  faut  les  chan- 

4  x  o 

ger  en  oo  *  &  co  t  ,  ôc  comme  les  deux  numérateurs  des 
expofans  font  pairs  ,  6c  que  4  t==  2  x  2  ,  ôç  10  =  2x5,  on 
voit  qu’ils  appartiennent  à  une  progrefiion  qui  introduit  entre 
1  6c  00 S  7  moyens  géométriques  y  6c  qu’ils  y  ont  entr’eux 

2x3  2x4 

00  8  ,00  8  ,  Ôc  par  conféquent  qu’ils  y  different  de  3 
ordres  radicaux. 

IA  4 

Pour  comparer  00  3  ôc  00  4  ,  on  a  d’abord  00  **  ÔC 
00  r£  :  mais  parce  que  1 5  n’eft  pas  pair ,  il  faut  changer  00  H 

r,  ±  1  l  X 

en  00  14  ,  6c  par  conlequent  00  11  =  00  3  en  00  14  y  ôc 
alors  ils  appartiennent  tous  deux  à  une  progrefiion  qui  intro¬ 
duit  entre  1  ôc  oo1yi}  moyens  proportionnels  :  ôc  parce  que 
8  =  2  x  4 ,  Ôc  3  o  =  2x15,  ils  different  dans  cette  pro¬ 
grefiion  d’autant  d’ordres  radicaux  que  4  ôc  ij  different 
d’unités  ,  c’eft-àdire^  de  1 1  ordres. 

1 5  1.  Si  on  introduit  entre  1  ôc  00?  un  nombre  n  fini  de 
jmoyens  géométriques ,  on  aura 
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*tt-  ï*  cc^-h1 .  oo^+I .  oc  «  +  1 .  oc*  »+i  ,  ôcc.  jufqua 

?  X  S  — }—  I 

GO  n  + 1  =  oc*3  dernier  terme. 

Le  rapport  de  co3  à  i  étant  infiniment  plus  grand  que 
celui  de  oo1  à  i>  cette  3me  progreflion  produira  des  divifions 
infiniment  plus  grandes  que  celles  de  la  2d%  ou  de  l’art.  142  ^ 
qui  étoient  infiniment  plus  grandes  que  celles  de  la  iie  >  ou 
de  fart.  1 3  3 ,  ôe  Pon  voit  que  tous  les  termes  de  cette  3  we 
progreffion  font  les  cubes  de  ceux  de  la  ire ,  ou  ont  un  rap¬ 
port  triplé. 

1 5*2.  De  plus ,  il  peut  y  avoir  dans  cette  3me  progreflion. 
de  purs  Infinis  radicaux ,  des  mixtes  qui  peuvent  aufii  lui  être 
communs  avec  la  2d%  parce  que  leurs  expofans  feront  une 
fraêtion  qui  contiendra  1  plus  une  pure  fraétion  ;  Ôc  enfin  iî 
y  a  nécefiairement  des  mixtes  particuliers  à  cette  3mc  pro- 
grefiion  7  parce  que  leurs  expofans  font  une  fraction  qui 
contient  2  plus  une  pure  fraêtion.  Ainfi  fi  n  =  6  >  quand  011 
?  x  5  j j 

aura  00  7  =  00  7  ,  on  aura  un  de  ces  Infinis  radicaux 
particuliers  à  cette  progreflion. 

1  33.  Il  eft  vifible  qu’en  introduifant  de  même  un  nom¬ 
bre  n  fini  de  moyens  géométriques  entre  1  &  00%  il  y  aura 
les  mêmes  raifonnemens  à  faire  fur  l’augmentation  infinie 
des  divifions ,  ou  du  rapport  des  termes  >  &  que  de  plus  on 
aura  de  nouveaux  Infinis  radicaux  mixtes  particuliers  à  cette 
4rae  progreflion,  dont  les  expofans  feront  une  fraction  qui 
contiendra  3 ,  plus  une  pure  fraêtioiv,  êc  toujours  ainfi  de  fuite. 

Ï5* 4.  Donc  en  général  un  expofant  étant  —  }  où  m  &  n 

m 

font  des  nombres  finis  >  &  m>  n ,  tout  00  “  eft  un  Infini 
radical  mixte  qui  appartient  à  une  progreflion  dont  le  der¬ 
nier  terme  eft  oc*  élevé  à  une  puiflance  qui  a  autant  d’unités 
que  n  eft  contenu  de  fois  dans  m  P  plus  une  ;  ou ,  ce  qui  revient 
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au  même  ,  tout  oc  w  eft  au  deffus  de  oc  élevé  à  la  puiffance 
qui  a  autant  d  unités  que  n  eft  contenu  de  fois  dans  m  ,  ôc 

m  i  o 

ce  oc  ”  entre  dans  l’ordre  potentiel  fuivant.  Ainfi  go  3  eft 
au  deffus  de  oo3 ,  Ôc  entre  oc5  ôc  x4;  ou  >  ce  qui  eft  le  mê¬ 
me  j  il  entre  dans  l’ordre  potentiel  qui  eft  entre  co1  ôc  oo4. 

1 5  5*.  La  Méthode  qui  a  été  donnée  dans  l’art,  i  yo  ,  pour 
la  comparaifon  des  Infinis  radicaux  qui  ne  paffent  pas  oo1  y 
s’applique  d’elle-même  aux  Infinis  radicaux  quelconques, ou 
qui  feront  au  deffus  de  tel  ordre  potentiel  qu’on  voudra  * 
pourvu  qu’on faffe  attention  que  comme  dans  les  progreffions 
comprifes  entre  i  ôc  oo%  2  eft  un  coefficient  perpétuel  dans 
les  numérateurs  des  expofans,  de  même  dans  les  progreffions 
comprifes  entre  1  ôc  oc3 ,  c’eft  3 , 4  pour  les  progreffions 
comprifes  entre  1  ôc  co4.,  ôc  ainfi  de  fuite.  Durefteles  opé¬ 
rations  font  les  mêmes. 

—  -i? 

Par  exemple,  on  veut  comparer  co1  ôc  co?  qui  appar¬ 
tiennent  à  une  progreffion  dont  le  dernier  terme  eft  oo4 

(  1 53  )  y  &  par  conféquent  le  coefficient  perpétuel  des  numé¬ 
ro 

rateurs  des  expofans  eft  4.  En  réduifant  les  expofans  de  ggz 
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ôc  de  00  3  au  même  dénominateur  ,  on  a  co  «  ôc  oc  6 . 
Mais  comme  3  n’eft  pas  un  multiple  de  4  ,  comme  20  en 

I  Z  8  o 

eft  un  ,  il  faut  changer  ces  deux  Infinis  en  oc 24  ôc  en  00  24  > 
d’où  l’on  voit  qu'ils  appartiennent  à  une  même  progreffion 
qui  introduit  23  moyens  proportionnels  entre  1  ôc  oo4 

zt  .  .  " 

“  00 5  ôc  qu’ils  different  de  17  ordres  radicaux  ,  parce 

que  12  =  4x3  ,  ôc  8o  =  4x  20. 

Il  feroit  inutile  de  répéter,  que  plus  le  nombre  n  de  moyens 
proportionnels  qu’on  introduit  entre  les  mêmes  extrêmes  eft 
grand ,  plus  les  rapports  égaux ,  quoi-qu’infinis,  font  petits. 

1  y  6.  Mais  il  n’eft  pas  fi  important  de  favoir  comparer 
les  Infinis  radicaux  entr’eux,que  de  les  pouvoir  comparer,  ou 
rapporter  au  Fini ,  qui  eft  toujours ,  ou  le  principal  objet,  ou 
du  moins  la  bafe  de  nos  recherches. 
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Il  fuit  de  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que  tout  Infini  radical  pur, 

r  n 

tel  que  oo  ”  ou  oo  "S  n  ôc  m  étant  finis ,  &  n  <  m ,  ap¬ 
partient  à  quelque  progrefiion  géométrique  qui  auroit  di- 
vifé  le  rapport  infini  de  co  à  i  en  un  nombre  fini  de  parties 
égales,  ôc  parconféquent  infinies,  ôc  du  même  ordre  que 

leur  Tout  qui  eft  de  l’ordre  de  oc.  Donc  oo  ”  fut-il  le  ier 
terme  moyen  de  cette  progrefiion  ou  celui  qui  fuit  immé¬ 
diatement  i ,  il  a  un  rapport  infini  à  i ,  &  ce  rapport  eft  de 
Tordre  de  oo ,  ou  du  icr  ordre  potentiel.  Donc  tout  Infini 
radical  pur  eft  par  rapport  à  i ,  ou  au  Fini  du  icr  ordre 
potentiel. 

m 

i  57.  Tout  oc  ",  Infini  radical  mixte,  eft  au  defïus  de 
quelque  Infini  potentiel,  ôc  entre  dans  l’ordre  potentiel  fui- 
vant  (  1 5*4  ).  Or  de  cet  ordre  potentiel  011  il  entre ,  il  en  dé¬ 
termine  une  certaine  partie  où  il  fe  place ,  ôc  cette  partie  eft 
néceflairement  d’une  dénomination  finie,  ôc  par  conféquent 
elle  eft  infinie ,  ôc  du  même  ordre  que  fon  Tout  qui  eft  ce 

m 

dernier  ordre  potentiel.  Donc  oc  *  eft  par  rapport  à  1  de 

I  O 

ce  dernier  ordre  potentiel.  Àinfi  co  3  qui  eft  au  deftùs  de 
CO?,  ôc  entre  00 5  ôc  oo4,  eft  du  4me  ordre  potentiel  par  rap¬ 
port  à  1 ,  ou  au  Fini. 

15*8.  Donc  en  général  un  Infini  radical  quelconque  eft 
par  rapport  au  Fini  du  même  ordre  potentiel  que  l’Infini 
potentiel  le  plus  élevé,  au  deflous  duquel  il  eft  immédiate¬ 
ment.  Il  eft  clair  que  Texpofant  de  Tlnfini  radical  détermine 
tout  d’un  coup  quel  eft  l’Infini  potentiel  le  plus  élevé ,  au 
deflous  duquel  il  eft  immédiatement. 

159.  Donc  quand  on  a  deux  Infinis  radicaux  qui  diffe¬ 
rent  entr’eux  d’un  certain  nombre  d’ordres  radicaux ,  mais 

tous  compris  dans  le  même  potentiel  ,  comme  00  1  y 

00  5 ,  ôcc.  fi  on  compare  ces  deux  Infinis  radicaux  au  Fini* 

G  ij 


Quelles  font 
les  parties 
infinitiemes 
d'un  Tout  in¬ 
fini* 
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ils  font  du  même  ordre  potentiel ,  les  différences  de  leurs 
ordres  radicaux  difparoiffent  ,  ôc  elles  ne  font  à  compter  que 
quand  on  compare  les  Infinis  radicaux  entr’eux. 

160.  Il  fuitauffi  de-là  j  qu’une  grandeur  qui  par  une  cer¬ 
taine  fuppofition  ou  conféquence  devroit  être  de  l’ordre  de 

oo  ,  «5c  qui  ne  fe  trouveroit  que  —  oc  1 ,  ou  oo 5 ,  ôcc.  de¬ 
vroit  être  confidérée  de  deux  maniérés.  Par  rapportai]  Fini, 
elle  feroit  toujours  de  l’ordre  dont  on  auroit  fuppofé  ou 
conclu  qu’elle  auroit  dû  être.  Mais  en  elle-même ,  elle  feroit 
infiniment  moindre  que  fi  elle  avoit  été  =  oc ,  ôc  non  pas 
un  Infini  radical.  Il  en  feroit  de  même  d’une  grandeur  qui 

Z 

auroit  dû  être  oo1 ,  &  ne  feroit  que  oo  '5' ,  ôcc. 

1 6"  i .  Un  Tout  infini  ne  peut  avoir  une  infinité  de  par¬ 
ties  infinies  de  fon  ordre  :  car  lorfqu’il  n’eft  divifé  qu’en  un 
nombre  fini  de  parties  ,  elles  font  infinies  ,  ôc  de  fon  ordre  , 
mais  d’autant  moindres  qu’elles  font  en  plus  grand  nombre; 
d’où  il  fuit ,  que  quand  elles  font  en  nombre  infini ,  elles  doi¬ 
vent  être  infiniment  moindres  qu’elles  n’étoient ,  ôc  n’être 
plus  de  l’ordre  du  Tout.  Mais  pour  le  démontrer  plus  à  la 
rigueur ,  foit  fuppofé  oo  formé  de  parties  infinies  en  nombre 
infini ,  égales,  ou  inégales.  Si  elles  font  égales,  une  partie 
quelconque  ,  ôc  fi  elles  font  inégales  ,  une  certaine  partie 
moyenne ,  multipliée  par  un  nombre  infini  fera  =  oo.  Or 
cette  partie  eft  infinie  par  la  fuppofition,  donc  le  produit  où 
elle  entrera  fera  un  Infini  d’un  ordre  fupérieur  à  oo  ,  ce  qui 
eft  contradictoire.  Donc  un  Tout  infini  ne  peut  avoir  une 
infinité  de  parties  infinies  de  fon  ordre. 

161.  Donc  toute  partie  infinitieme  eft  d’un  ordre  infé¬ 
rieur  à  fon  Tout.  Par  exemple,  toute  partie  infinitieme  de 
oo  eft  finie ,  toute  partie  infinitieme  de  oo2-  eft  de  l’ordre 
de  oo,  ôcc. 

1 63.  Un  Infini  d’un  ordre  quelconque  divifé  d’abord  en 

10  parties,  par  exemple,  qui  feront  infinies  de  fon  ordre, 
peut  enfuite  être  divifé  en  une  infinité  de  parties  finies.  Donc 

11  aura  des  parties  infinies ,  ôc  des  parties  finies  :  mais  il  11’aura 
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des  parties  infinies  qu'en  nombre  fini  ,  ôc  il  en  aura  de  finies 
en  nombre  infini ,  ou,  ce  qui  revient  au  même  s’il  eft  divifé 
en  une  infinité  de  parties ,  parmi  lefquelles  il  y  en  ait  de  fon 
ordre,  elles  ne  feront  quen  nombre  fini ,  ôc  celles  de  l’ordre 
inférieur  feront  en  nombre  infini. 

1 64.  Si  un  Infini  eft  divifé  en  une  infinité  de  parties 
égales,  elles  ne  peuvent  être  toutes  que  de  l’ordre  inférieure 

165.  Si  on  divifé  en  un  nombre  00  de  parties  égales  le 
rapport  arithmétique  de  1  ôc  de  00 ,  elles  feront  donc  toutes 
finies  ;  ôc  en  effet  chacune  d’elles  eft  1 ,  différence  confiante 
de  la  Suite  naturelle ,  qui  introduit  entre  1  ôc  00  un  nombre 
oc  de  moyens  arithmétiques.  Cela  fe  trouveroit  de  même 
par  la  Formule  de  l’art.  55*. 

De  même  fi  on  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales  le 

rapport  géométrique  — ,  ce  qui  introduira  entre  1  ôc  00  une 

infinité  de  moyens  géométriques ,  toutes  ces  parties  feront 
donc  finies ,  ôc  comme  ces  parties  font  des  rapports  géomé¬ 
triques  ,  ces  rapports  feront  donc  tous  finis  ;  c'eft-à-dire ,  que 
dans  la  progreftion  géométrique  qui  fe  formera,  aucun  terme 
ne  fera  infiniment  grand  par  rapport  au  précédent ,  ôc  n’aura 
à  ce  précédent  qu’un  rapport  fini ,  tel  que  ceux  que  les  nom¬ 
bres  finis  ont  les  uns  aux  autres. 


1 66.  Dans  cette  progreftion  géométrique  a  étant  =  1;  Quelle  eft 

lu  racine  in-> 
finitieme  de 


b  ===  00  ,  n  —  oc  ,  on  aura  {$$)  m 


,»-+ 1 


00 


CO 


l'Infini* 


an~t- * 


oc  00 ,  ôc  par  conféquent  -ff  1.  co  00  .  CO  00  .  co  00 


CO 

ôcc.  cc  00  =  oc.  Or  tous  les  rapports  de  cette  progref- 

1 

lion  étant  finis  (  165*)  00  00  ne  fera  donc  pas  infiniment 
grand  par  rapport  à  1 ,  mais  du  même  ordre  que  1 ,  ou  fini  > 
feulement  il  fera  plus  grand  ,  puifqu’il  le  fuit  dans  une 

G  iij 


Ve  quel  or* 
dre  font  les 
fommes  des 
Suites  infi¬ 
nies  ,  qui  ont 
des  termes  de 
différent  or¬ 
dres . 


54  El  EM  EN  S  DE  LA  GEOMETRIE 

1  CO 

progreffion  croiflante.  Cet  00  00  eft  la  V'  de  00  ,  donc  la 
racine  înfinitieme  de  00  efl:  finie  &  plus  grande  que  1 ,  au 
lieu  que  toutes  les  autres  V  de  00  qui  ont  un  expofant  fini 
font  infinies. 

1 

167.  Mais  ce  00  00  >  t  eft  <  2  ,  car  en  comparant  les 
termes  de  cette  progreffion  géométrique  qui  eft  la  correfpon- 
dante  de  la  Suite  naturelle  ,  aux  termes  correfpondans  de 

1 

cette  Suite  ,  on  a  (  66  )  00  00  fécond  terme  de  la  progreffion 
géométrique ,  moindre  que  2  fécond  de  l'arithmétique. 

Z  l 

168.  De  même  00  00  <  3,  00  00  <  4  ,  &cc. 

Z  I  X 

ïtfp.  oc  00  étant  le  quatre  de  00  00  ,  00  00  ,  dont  le 
quarré  efl:  moindre  que  3  ,  eft  donc  moindre  que  v7  3.  Or 

1 

V 3  eft  <  2.  Donc  00  00  qui  eft  plus  au  -  defïbus  de  1  que 
y7 3  ,  eft  beaucoup  au-deflous  de  2. 

1 

170.  Puifque  00  00  eft  une  grandeur  finie,  oc  par  l’ex- 
traêtion  de  la  racine  infinitieme  ne  defeend  que  d’un  ordre , 
au  lieu  que  par  l’élévation  à  la  puiflance  infinie ,  il  monte 
d  une  infinité  d’ordres  ^  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  toutes 
fes  racines  en  nombre  infini  tant  d’un  expofant  fini  que  d’un 
expofant  infini  font  entre  co  &  1  ,  au  lieu  que  toutes  fes 

puiflances  s’étendent  depuis  00  jufqu’à  co  00 .  On  voit  la 
naiflance  de  cela  dans  le  Fini ,  où  les  1  o  premières  puiflances 
de  2  >  par  exemple ,  vont  depuis  2  jufqu’à  1024 ,  au  lieu  que 
fes  1  o  premières  racines,  &  même  toutes  fes  racines  font  en¬ 
tre  1  ôc  2. 

171.  Maintenant  je  confidere  les  Suites  qui  ont  des  ter¬ 
mes  en  nombre  ==  co ,  les  uns  finis ,  les  autres  infinis  du 
même  ordre  oc ,  ou  plus  généralement ,  car  ce  fera  toujours 
la  même  chofe ,  des  termes  de  deux  ordres  confécutifs  que 
j’appelle  n  ôc  n  4-  2. 
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Si  une  Suite  infinie  n’avoit  des  termes  que  de  Tordre  n  > 
il  y  auroit  toujours  quelque  terme  moyen  :v,  qui  multiplié 
par  00,  nombre  des  termes  ,  donneroit  le  produit  x  x  00 
égal  à  la  fomme  totale  de  la  Suite.  Or  fi  x  eft  fuppofé  fini, 
&  par  conféquent  tous  les  autres  termes  de  la  Suite,  #(oc  fera 
un  Infini  du  icr  ordre  ,  ôc  par  conféquent  auffi  la  fomme  de 
la  Suite  ,  ou  ,  ce  qui  eft  le  même ,  la  fomme  fera  de  Tordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  des  termes.  De  même  fi  x 
eft  de  Tordre  de  00  ,  la  fomme  fera  de  l’ordre  de  oc1,  & c. 
Donc  auffi  fi  la  Suite  a  une  infinité  de  termes  de  Tordre  ny 
ôc  une  infinité  de  Tordre  n  -t- 1 ,  ce  qui  eft  fort  poffible,  puif- 
qu’elle  en  peut  avoir ,  par  exemple,  de  Tordre  n  un  nombre 

=  — ,  ou  =— ,  ôcc.  &  de  Tordre  »  +  iun  nombre 

1  s 

=  — ,  ou  — &c.  les  termes  de  Tordre  n  feront  une 

fomme  de  Tordre  n  -h  1 ,  &  ceux  de  Tordre  n  -4-  1  une  fom¬ 
me  de  Tordre  »  +  2 ,  donc  la  fomme  totale  fera  de  Tordre 
»+2,  c’eft-à-dire ,  de  Tordre  immédiatement  fupérieur  à 
celui  des  termes  les  plus  élevés. 

1 72.  Si  la  Suite  a  un  nombre  fini  de  termes  de  Tordre  n , 
ôc  un  infini  de  Tordre  »  +  1 ,  ceux  de  Tordre  n  ne  peuvent 
faire  qu’une  fomme  de  ce  même  ordre ,  ôc  ceux  de  Tordre 
n  -4- 1  en  font  une  de  Tordre  «  H-  2.  Donc  la  fomme  totale 
eft  de  Tordre  immédiatement  fupérieur  à  celui  des  termes  les 
plus  élevés. 

Il  faut  remarquer  qu’en  ce  cas  tous  les  termes  de  Tordre  n 
ne  faifant  qu’une  fomme  de  Tordre  n9  cette  fomme  n’eft  donc 
qu’un  terme  de  Tordre  n  qui  difparoît  devant  les  termes  de 
Tordre  n  *+•  1 ,  ôc  que  par  conféquent  tous  ces  termes  de  Tor¬ 
dre  n  font  inutiles  à  la  fomme  totale,  qui  n’eft  formée  que  de 
ceux  de  Tordre  n-hi.  Dans  le  cas  de  l’art,  précédent,  tous 
les  termes  étoient  utiles  à  la  fomme ,  parce  que  ceux  de  Tor¬ 
dre  n  en  nombre  infini  faifoient  une  fomme  de  Tordre  n  -4-1, 
ou  un  terme  de  cet  ordre  qui  fe  joignoit  à  fes  komegenes  de 
Tordre  »+i. 
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173.  Si  la  Suite  a  un  nombre  infini  de  termes  de  l’or¬ 
dre  n  >  &  un  nombre  feulement  fini  de  l’ordre  «  +  i;  tous 
les  termes  de  l’ordre  n  font  une  fomme  de  l’ordre  w  +  i, 
qui  fe  joint  à  fes  homogènes  de  l’ordre  »4-i;  mais  comme 
ils  font  en  nombre  fini ,  ôc  qu’elle  n’augmente  leur  nombre 
que  d’un  terme  ,  la  fomme  totale  n’eft  que  de  l’ordre  b  +  1 , 
quoi-que  tous  les  termes  lui  foient  utiles. 

174.  Soit  maintenant  une  Suite  compofée  de  termes  de 

trois  différens  ordres  confécutifs  1 ,  ôc  w  -f-  2. 

Si  le  nombre  des  termes  de  chacun  de  ces  trois  ordres  eft 
infini ,  il  eft  clair  qu'ils  feront  tous  utiles  à  la  fomme  ,  ôc 
qu’elle  fera  de  l’ordre  n  *4-  3. 

17  y.  Si  le  nombre  des  termes  de  l’ordre  n  eft  fini ,  ôc 
celui  des  termes  des  deux  autres  ordres  infini  ,  ou  même  fi 
le  nombre  des  termes  tant  de  l’ordre  n  que  de  l’ordre  w  -H  1 
eft  fini  ,  ôc  celui  des  termes  du  feul  ordre  w  - 4-2  infini ,  tous 
les  termes  qui  ne  font  qu’en  nombre  fini  dans  leur  ordre 
feront  inutiles  à  la  fomme  ,  ôc  elle  fera  de  l’ordre  «4-3. 

17 6.  Si  le  nombre  des  termes  de  l’ordre  n  eft  infini  ,  ôc 
celui  des  deux  autres  ordres  fini ,  ou  même  fi  le  nombre  des 
termes  des  ordres  n  ,  ôc  n  4- 1  eft  infini  ,  ôc  celui  feulement 
des  termes  de  l’ordre  n~h  2  fini  ,  la  fomme  n’eft  que  de  l’or¬ 
dre  w+2:  mais  dans  le  1e1  cas  les  termes  des  deux  iers  or¬ 
dres  font  inutiles  à  la  fomme,  ôc  dans  le  2d  cas  ils  y  font 
utiles. 

177.  Il  eft  aifé  de  voir  qu’il  en  ira  toujours  de  même, 
quel  que  foit  le  nombre  des  ordres  confécutifs  des  différens 
termes ,  Ôc  qu’en  général  la  fomme  ne  fera  que  de  l’ordre  des 
termes  les  plus  élevés,  s’il  n’y  en  a  qu’un  nombre  fini,  ou 
de  l’ordre  immédiatement  fupérieur,  s’il  y  en  a  un  nombre 
infini. 

178.  Réciproquement,  fi  la  fomme  n’eft  que  de  l’ordre 
des  termes  les  plus  élevés  ,  il  n’y  en  a  dans  la  fuite  qu’un 
nombre  fini ,  ôc  fi  la  fomme  eft  de  l’ordre  immédiatement 
fupérieur ,  il  y  a  un  nombre  infini  de  ces  termes, 

I7p,  Les  termes  de  l’ordre  le  plus  élevé  ne  pouvant 

jamais 
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jamais  être  inutiles  à  la  fomme  ,  il  n’y  a  que  ceux  de  quelque 
ordre  inférieur  qui  le  puiffent  être  ,  8c  ils  le  font  quand  ils 
ne  font  qu’en  nombre  fini,  ou  lorfqu’étant  en  nombre  infini , 
les  termes  de  Tordre  fuivant  ne  font  qu’en  nombre  fini ,  8c 
que  cet  ordre  fuivant  n’eft  pas  le  dernier  ou  le  plus  élevé. 

180.  PI  us  dans  une  Suite  infinie  le  nombre  des  différens 
ordres  des  termes  fera  grand,  plus  il  pourra  y  avoir  d’ordres 
qui  n’aient  des  termes  qu’en  nombre  fini ,  8c  par  conféquent 
inutiles  à  la  fomme  (  175?  ).  Et  enfin  fi  le  nombre  des  diffé¬ 
rens  ordres  étoit  infini ,  ce  qui  réduiroit,  finon  tous  les  or¬ 
dres  ,  du  moins  une  infinité  d’ordres  à  n’avoir  qu’un  nombre 
de  termes  fini ,  les  termes  de  cette  infinité  d’ordres  feraient 
tous  inutiles  à  la  fomme ,  8c  fi  le  nombre  des  ordres  étoit 
égal  au  nombre  des  termes,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  fi  cha¬ 
que  terme  étoit  d’un  ordre  différent ,  tous  les  termes  horfmis 
le  dernier  ou  plus  élevé  feroient  inutiles  à  la  Somme.  Telle 


eft  la  -H-  1.  OC',  oc* 1,  cc3,  8c c.  oc  ,  dont  la  fomme  n’eft 
que  oc  °° .  Et  on  le  voit  encore  en  y  appliquant  la  Formule 


at n 


m 


00 

—  (7  8)  car  elle  donne  Ef. 00 — ZZl  =  co 

1  co - 1 


CO  —  I 


00 


V 
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ConfidérA - 

J 

tion  de  la 
S  ai  te  natu¬ 
relle  des  nom¬ 
bres  ,  appellée 
A.  Cru  elle  a 
une  infinité 
de  termes  in¬ 
finis  ,  &  une 
autre  infini¬ 
té  beaucoup 
moindre  de 
termes  finis. 


SECTION  III. 

De  la  Suite  naturelle  infinie  élevée  à  fes  Puijfances  > 
&  comparée  à  la  Progrejfon  géométrique 

correfpondante. 

ÏA  Suite  naturelle  des  Nombres  n’eft:  appellée  de  ce 
nom  *  que  parce  que  c’eft  la  première  *  ôc  quelquefois 
la  feule  qui  s’offre  à  Fefprit  des  hommes  *  &  qu’elle  eft  tou¬ 
jours  enveloppée  dans  toutes  les  autres*  quelque  recherchées 
&  quelque  compliquées  qu’elles  foient.  Ainfi  il  importe  de 
la  connoître  <$ c  de  l’approfondir  le  plus  qu’il  fe  puiffe  *  car 
peut-être  ne  fa-t’elle  pas  encore  été  tout-à-fait*  quoi-que 
bien  expofée  à  la  vue  de  tout  le  monde. 

1 8  i.  j’appelle  A  la  Suite  naturelle  infinie  des  Nombres» 
Il  femble  que  oo*  dernier  terme  de  A  y  en  devroit  être  le  feul 
terme  infini  précédé  immédiatement  d’un  terme  fini.  Car 
(  84  &  8  j  )  on  n’a  conçu  que  A  avoit  un  dernier  terme  infini 
ou  00*  que  parce  que  le  nombre  de  fes  termes  finis  étant  oc* 
ce  même  00  devoir  suffi  exprimer  fon  dernier  terme.  Donc 
co  qui  n’eft  l’expreffion  d’un  nombre  infini  que  de  termes 
finis  *  ôc  qui  eft  en  même  temps  le  dernier  terme  de  A  *  en 
doit  être  le  feul  Infini.  Et  en  effet ,  dès  qu’on  eft  arrivé  à  fin- 
fini  *  A  n’eft-elle  pas  terminée  *  du  moins  dans  fon  ordre  ? 
N’a-t’on  pas  parcouru  une  infinité  de  termes  finis*  quand  011 
eft  arrivé  au  premier  Infini  ? 

Mais  il  s’en  faut  beaucoup  que  tout  cela  ne  foit  vrai  *  & 
il  arrive  fouvent  en  ces  matières  *  qu’une  idée  légitime  qu’on 
a  prife  *  enferme  plus  qu’on  ne  penfoit  *  ôc  mene  plus  loin» 

La  fomme  de  A  eft  (  124)  donc  A  a  une  infinité  de 

termes  de  l’ordre  de  co  (  178  ).  Donc  il  eft  déjà  démontré 
à pofleriori  qu’elle  a  une  infinité  de  termes  infinis. 

182.  Mais  on  peut  démontrer  à priori  *  ôc  plus  clairement 
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cette  même  vérité,quife  trouvera  avoir  encore  plus  d’étendue. 

Puifque  A  eft  une  progreffion  arithmétique  ,  dont  le  der¬ 
nier  terme  eft  o c  ,  fon  terme  du  milieu  eft  —  ,  Infini  ,  après 
lequel  il  ne  peut  y  avoir  que  des  Infinis  plus  grands.  De 
même  le  terme  de  fon  ier  quart  eft  —  ,  encore  infini,  celui 

de  fa  première  ioomc  partie  eft  encore  infini  ;  de  forte 

que  de  l’intervalle  infini,  qui  eft  entre  i  &  OO  ,  divifé  en  ioo 
parties  ,  il  y  en  a  déjà  99  qui  ne  peuvent  avoir  que  des  ter¬ 
mes  infinis,  ôe  il  ne  refte  que  la  ire  qui  puifte  en  avoir  de 
finis.  Il  eft  vilible  que  cette  première  i  oome  partie  fera  infi¬ 
nie  ,  puifqu’elle  fera  une  partie  finie  d’un  intervalle  infini,  & 
par  conféquentelle  contiendra  encore  une  infinité  de  termes. 
Enfin  n  étant  un  nombre  fini  quelconque ,  &  fi  grand  qu’on 
voudra ,  &  l’intervalle  entre  i  &  oc  étant  divifé  en  ce  nom¬ 
bre  n  de  parties,  on  trouvera  toujours  qu’il  n’y  aura  que  la 
ire  nme  partie  qui  puiffe  avoir  des  termes  finis  ,  ôc  la  difficul¬ 
té  ne  fera  plus  que  de  favoir  comment  A  peut  encore  avoir 
une  infinité  de  termes  finis,  car  cette  infinité  doit  toujours 
fubfifter ,  puifqu’elle  eft  née  de  la  première  fuppofition  qui  a 
donné  oc. 

183.  Avant  que  d’éclaircir  cette  difficulté ,  &  même  afin 
de  l’éclaircir,  il  faut  connoître,autant  qu’on  le  peut, la  nature 
de  ce  nombre  prodigieux  d’infinis  contenus  dans  A.  Ils  font 
tous  moindres  que  00  ,  &  je  les  diftingue  tous  par  ce  carac¬ 
tère  oC  ,  qui  repréfente  un  Infini  indéterminé  &  variable  du 
même  ordre  que  co,  qui  eft  un  Infini  fixe. 

Comme  ils  naiffent  de  la  divifion  qu’on  a  faite  de  l’inter¬ 
valle  qui  eft  entre  1  &  00  en  un  nombre  fini  n  de  parties , 

les  cC  qui  font  à  la  tête  de  chaque  divifion  font  des  ~  , 

,  &c.  jufqu’au  dernier  qui  eft  —  ■*— ,  &  enfin  vient  n~ 
t=  oc  dernier  terme  de  A .  Tous  ces  oC  ont  un  rapport 
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exprimable  à  oc  ,  en  vertu  de  la  divifion  quon  a  faite.  Mais 

dans  les  intervalles  infinis  qui  font  entre  ■—*  ôc  ~  >  ou  entre 

12L  §rCt  dont  chacun  contient  un  nombre  d  In- 

n  n  J 

finis  —  ~  >  ces  Infinis  intermédiaires  n’ont  point  en  vertu 

de  cette  divifion  un  rapport  exprimable  ou  déterminable  a  DO. 
Et  comme  «nefi  qu’une  expreftion  générale  ôc  indéterminée 
d'un  nombre  fini ,  il  faut  regarder  les  cC  en  général  comme 
n'ayant  à  oc  qu’un  rapport  indéterminable  ,  à  moins  que  par 
quelque  fuppofition  particulière  on  ne  vienne  à  le  déterminer. 

1 84.  La  nature  générale  de  ce  rapport  ,  tant  arithmétique 
quegéométriqtie,fe  détermine  cependant  très-afément.  Dans 
le  nombre  infini  des  oC  il  n’y  en  peut  avoir  qu’un  nombre 
fini  à  l’extrémité  de  A  ,  qui  foient  à  une  diftance  finie  de  CO  , 
6c  dont  par  conféquent  la  différence  à  oc  foit  finie.  En  ce 
cas  elle  eft  nulle  (p8  )  6c  si  finit  par  un  nombre  fini  d  Infinis 
égaux,  ou,  û  l’on  veut ,  prefque  égaux.  Tous  les  autres  oC 
font  à  une  diftance  infinie  de  00  ,  ou  ont  une  différence  in¬ 
finie  à  00.  Cette  différence  eft  donc  un  oC  Cela  revient  a 
Fart.  10  c. 

1 8  y.  iVais  en  même  temps  le  rapport  géométrique  de  00 
aux  c<  n’eft  pas  infini ,  ou  00  n’êft  pas  infiniment  plus  grand 
que  les  oC  y  même  que  ceux  auxquels  il  a  une  différence  in¬ 
finie.  Car  foit  le  moindre  cC  poffible  =  n  étant  fini  & 
fi  grand  qu’on  voudra,  oceftà—::w.i. 

18  5.  Les  oC  font  donc  d’une  nature  toute  différente  des 

1  n 

Infinis  radicaux  purs  ,  tels  que  00  n  ou  00  m  ,  quoique 
compris  dans  le  même  intervalle.  00  n’eft  point  du  tout 

t 

diminué  par  la  fouftraâion  de  00  ~  ou  de  co  m  (  i  36), 
Et  au  contraire  par  la  fouftraâion  de  oC  il  perd  une  infinité 
des  unités  qui  le  formoient,  pourvu  que  ce  oC  ne  foit  pas 


DE  l’  I N  F I N  T.  Partie  I.  Se£l.  III.  fit 
tout-à-fait  à  l’extrémité  de  A.  Hors  de-là  oc  —  oC  =  oc  * 
ces  deux  oC  étant  prefque  toujours  différens*  au  lieu  que  co 

i  n  i  n 

—  oo  ~  ou  —  oc  ==  oo  .  oo  w  ou  oo  m  n’eft  point 
grandeur  par  rapport  à  oo ,  au  lieu  que  oC  en  eil  une. 

187.  On  peut  par-là  fe  confirmer  en  paffant *  combien , 
ainfi  qu’on  Ta  déjà  vu  *  la  progreffion  arithmétique  6c  la 

r 

géométrique  correfpondante  font  oppofées  :  car  les  00  «  ou 

n 

00  m  Ôc  les  oC  font  des  Infinis  nés  de  deux  divifions  d’un 
même  intervalle  infini  en  un  nombre  fini  de  parties  *  mais 
l’une  de  ces  divifions  étoit  géométrique*  l’autre  arithmétique. 

188.  Puifque  00  n’a  qu’un  rapport  fini  aux  oC  (  r  8 5*  ) 

OO  .  -SQ 

“  eft  un  entier  fini*  plus  une  fraétion  le  plus  fouvent*  ôc  — 
efl:  une  fraction  finie  moindre  que  ï. 

189.  Les  oC  ont  entr’eux  des  différences  finies  ou  infi¬ 
nies  félon  les  lieux  où  ils  font  pris. 

190.  Ils  n’ont  entr’eux  que  des  rapports  finis*  puifqu’ils 
n’en  ont  que  de  tels  à  00  *  le  plus  grand  de  tous  les  termes 

de  A .  Donc  —  efl  un  Fini. 

OC 

ipi.  Pour  revenir  à  la  difficulté  de  l’article  182*  il  faut 
concevoir  A  divifée  en  un  nombre  oC  de  parties  *  au  lieu 
qu’elle  fétoit  en  un  nombre  fini  n.  Chaque  diviiîon  contien- 

dra  un  nombre  - — •  de  termes  *  nombre  fini  (  188  )  *  ôc  cela 

oc  , 

doit  être  *  puifqu’il  y  a  une  infinité  de  divifions.  Les  termes 
qui  feront  à  la  tête  de  chaque  divifion  *  feront  félon  l’art.  1 8  3 

- —  .  ôcc.  le  dénominateur  cC  étant  toujours 

OC  oc  OC 

le  même  *  ôc  ces  termes  feront  toujours  finis.  Mais  comme 
dans  ces  expreffions  les  Coéfficiens  1*2*  3  *  ôcc.  du  numé¬ 
rateur  00  font  toujours  croiffans*  il  en  viendra  enfin  un  qui 

H  iij 
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oC  oo 


fera  cC>  &  on  aura  — —  ,  terme  infini  ,  puifque  —  eft 

oc  »  OC 

fini  (  ipo). 


Cet  ^  —  fera  une  partie  déterminée  de  oc  ,  félon  le  rap- 


oc 


port  fini  qu’auront  entr’eux  les  deux  cC  ,  l’un  du  numérateur, 
l’autre  du  dénominateur,  le  Ier  étant  fuppofé  toujours  moin¬ 
dre  que  le  zd. 

Jufqu’à  cet  tous  les  termes  de  A  auront  été  finis. 


oc 


&  pour  en  trouver  un  nombre  infini ,  je  irai  qu’à  concevoir 
que  le  cC  du  numérateur ,  qui  doit  alors  être  le  Ier  de  tous 
les  oCjétoit  à  une  diftance  infinie  de  i,  premier  terme  de  A , 
ce  qui  eft  fort  naturel  &  fort  poffible,  puifqu’un  oC  eft  un 
terme  infini.  Je  dis  feulement  que  cela  eft  naturel  ^cpcjfible  > 
êc  non  pas  née  e flaire ,  parce  qu’on  verra  dans  la  fuite  qu’il  ne 


l’eft  pas  abfolument.  Si  oC  du  numérateur  de  ~~~  >  premier 

terme  infini  de  été  à  une  diftance  infinie  de  i ,  il  y  a 
•  eu  donc  avant  lui  une  infinité  de  termes  finis  qui  étoient  les 

1  c°  ,  ou  oo  avoit  toujours  un  Coefficient  fini. 


I  CO  r  00 


ce  3  OC  y  CC 


Donc  le  prodigieux  nombre  d’infinis  qu’on  a  trouvés 
dans  A  par  l’art.  182,  n’empêche  pas  qu’il  ne  puiffe  y  avoir 
une  infinité  de  termes  finis  ,  ce  qui  eft  la  difficulté  qu’on 
avoit  à  lever. 

192,  Si  à  la  fuppofition  de  fart,  précédent,  par  laquelle 

©c  oo 

dans - le  oC  du  numérateur  eft  le  ier  des  oC ,  011  ajoute 

oc 

que  le  oC  du  dénominateur  en  foit  le  dernier ,  il  faudra 
concevoir  celui  du  numérateur»toujours  croiffant,  &  celui  du 

dénominateur  confiant,  moyennant  quoi  on  verra  que  — — 

eft  toujours  infini,  &  moindre  que  00 ,  jufqu’à  ce  qu’enfîn 
le  oC  du  numérateur  étant  parvenu  à  être  égal  à  celui  du 

I  r  ♦  OC  OD 

dénominateur ,  on  ait - =  oc. 

OC 
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ij??.  Donc  A  a  une  infinité  de  termes  finis ,  &  une  infi¬ 
nité  d’infinis;  mais  la  irc  infinité  prodigieufement  moindre 
que  la  2de,  quoi-que  du  même  ordre.  Le  rapport  de  1  à 
1000,  ôcc.  où  Ton  mettra  tel  nombre  fini  de  zéro  qu’on 
voudra,  nexprimeroit  pas  le  rapport  de  ces  deux  infinités, 

car  félon  fart.  182,  — ~ —  feroit  encore  un  nombre  infini. 

IOOO  ccc. 

Ce  rapport  ,  quoique  fini ,  eft  indéterminable.  * 

ip4-  Tous  les  termes  de  A  font  utiles  à  fa  fomme ,  puif- 
qu’ayant  des  termes  de  deux  ordres,  elle  en  a  une  infinité 
dans  chacun  (  17 1  &  172). 

ipy.  Une  Suite  compofée  d’un  nombre  00  de  termes, 
tous  =  00 ,  auroit  fa  fomme  —  oc1 ,  qui  ne  feroit  que  dou¬ 
ble  de  la  fomme  de  A >  ce  qui  fait  encore  voir  très-facilement 
combien  les  Infinis  de  A  qui  precedent  oc ,  tous  moindres 
que  lui,  ôc  très-lentement  croiffans,  doivent  être  en  une 
prodigieufe  quantité. 

196.  Concevons  maintenant  que  tous  les  termes  de  A ^ c°njnUra- 
font  élevés  au  quarré ,  ce  qui  donne  Ax ,  1 ,  4 , 9 , 1  6 ,  ôcc.  suite  Ltu- 
oc1.  Il  eft  vifible  que  Az  a  autant  de  termes  que  A.  relie  quarrée. 

Je  repréfente  les  deux  Suites  aux  yeux ,  pour  mieux  faire 0:1  de  A  3 
voir  leur  correfpondance. 

Termes  finis.  3 


A.  1.2.3.  4,&c. 

n 

n  n 

Infinis. 

00. 

A1.  1.  4. s?.  16 ,  &c. 

n  n 

Infinis. 

oc  2. 

C 


La  ligne  BCmarque  dans  A  la  féparation  des  termes  finis 
d’avec  les  Infinis ,  deforte  qu’à  la  gauche  de  B  C  ils  font  tous 
Finis  ,  ôc  à  fa  droite  Infinis ,  ôc  en  même  temps  elle  marque 
dans  Az ,  qu’au  moins  à  fa  droite  ils  feront  tous  Infinis  ,  car 
les  Infinis  de  A  ne  peuvent  qu’augmenter  dans  A1  par  l’élé¬ 
vation  au  quarré. 

Soit  nn  le  plus  grand  quarré  fini ,  qui  foit  dans  A ,  ôc  pofé 
par  conféquent  à  la  gauche  de  B  C,  ôc  tout  auprès  :  il  fera 
aufli  dans  Ax)  puifqu’il  eft  le  quarré  de  n ,  un  des  termes  de  A* 


/ 
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Mais  il  fera  dans  Az  fous  n  fa  racine ,  ôc  n  efl:  dans  A  ,  fort 
éloigné  de  nn  9  ôc  d’autant  plus  que  n  efl:  plus  grand.  Mais  nn 
efl:  le  plus  grand  quarré  fini  pofiible  ,  ôc  dans  A1  il  y  a  encore 
loin  de  nn  à  la  ligne  BQ  Donc  dans  Az  il  n’y  a  plus  de 
termes  finis  après  nn9  ou  bien  il  y  a  dans  cette  Suite  un 
vuide  depuis  nn  jufqu’à  la  ligne  BC ;  de  forte  que  tous  les 
termes  Finis  qui  font  dans  A  depuis  n  jufqu’à  la  ligne  BC, 
n’ont  point  de  .correfpondans  ou  de  quarrés  dans  A 2  ,  ce  qui 
efl:  manifeftement  impoffible.  Donc  après  nn ,  il  vient  dans 
Az  des  Infinis  ,  ôc  Az  en  a  plutôt  que  A . 

iP7-  Cette  conclufion  n’efl:  point  étonnante:  car  puiA 
que  A 2  s’élève  jufqu’à  oo2 ,  infiniment  plus  grand  que  CO 
où  A  fe  termine ,  ôc  qu’elle  n’a  qu’un  cours  de  la  même  éten¬ 
due,  il  efl:  très-naturel,  ôc  mêmeabfolument  néceffaire  que  Az 
arrive  à  un  fimple  Infini  plutôt  que  Â*  Mais  fi  cela  efl: ,  les 
Infinis  qui  feront  dans  A 2  depuis  nn  jufqu’à  la  ligne  BC  fe¬ 
ront  donc  des  quarrés  de  termes  finis  correfpondans  qui 
étoient  dans  A  depuis  n  jufqu’à  la  ligne  BC:  or  comment  des 
quarrés  de  termes  finis  peuvent-ils  être  infinis  ?  Le  fini  mul¬ 
tiplié  par  le  fini ,  ôc  quelque  nombre  fini  de  fois  qu’il  le  foit , 
ne  peut  être  que  fini.  C’eft  une  vérité  reçue  de  tous  les  Géo¬ 
mètres  ,  c’eft:  la  Réglé  invariable  d’une  infinité  de  calculs. 

J’avoue  que  du  premier  coup  d’oeil  cette  difficulté  efl 
accablante  ,  ôc  elle  m’auroit  fait  abandonner  tout  ce  Sifteme 
de  l’Infini ,  fi  je  n’avois  vu  un  grand  nombre  de  fortes  raiforjs 
qui  la  diminuoient,  car  je  n’ofe  prefque  dire  qu’elles  la  le- 
voient  entièrement,  ôc  qui  m’engageoient  à  admettre  l’étran¬ 
ge  Paradoxe  de  termes  finis  devenus  infinis  par  l’élévation  au 
quarré. 

i°.  Ce  Paradoxe  n’efl:  pas  plus  terrible  que  celui  d’un 
Infini  plus  grand ,  ôc  même  infiniment  plus  grand  ,  qu’un 
autre  Infini ,  contre  lequel  on  peut  faire  des  objeôtions  appa¬ 
remment  invincibles.  Mais  il  efl  vrai  qu’il  efl:  établi,  ôc  que 
l’on  reçoit  avec  moins  de  peine ,  ôc  même  fans  peine,  ce  que 
l’on  voit  que  tous  les  autres  reçoivent.  L’autorité  a  fon  effet  , 
même  en  Géométrie ,  fans  que  l’on  s’en  appercoive. 

i °e 
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2°.  Les  Finis  que  je  fuppofe  qui  deviennent  Infinis  ,  ne 
îe  deviennent  que  dans  le  paffage  obfcur  ôc  incompréhenfi- 
ble ,  ôc  cependant  confiant ,  du  Fini  à  1  Infini.  C’eft  là  que  fe 
font  des  changemens  que  nous  ne  connoiffons,  à  la  vérité  ^ 
que  par  les  effets  ,  c’eft  à-dire  ,  par  les  réfultats  des  Calculs  : 
mais  quoiqu’on  ne  fâche  pas  comment  ils  fe  font,  il  eft 
pourtant  bon  de  favoir  que  c’eft  ià  ou  ils  fe  font,  ôc  de  pou¬ 
voir  juger,  du  moins  à  poflericri ,  quels  ils  ont  dû  être.  Cela 
pourra  fournir  des  principes ,  qui  enfuite  feront  connoître 
les  changemens  à  priori. 

3°.  Il  y  a  bien  de  la  différence  entre  le  Fini  fixe  ,  pour 
ainfi  dire  ,  ôc  le  Fini  en  mouvement ,  ou  ,  comme  difent  nos 
habiles  Voifins,  en  fluxion,  pour  devenir  Infini.  Tous  les  Finis 
ne  font,  dès  que  nous  les  pouvons  déterminer,  qu’au  com¬ 
mencement  de  la  Suite  A ,  quelque  grands  qu’ils  foient;  ôc 
à  caufe  qu’elle  eft  d  une  étendue  infinie,  ils  ne  font  pas  plus 
avancés  vers  fon  extrémité  que  i ,  premier  terme  de  A.  Ils 
font  fixes  ,  parce  qu’ils  ne  font  encore  en  aucun  mouvement 
pour  devenir  Infinis,  ou  du  moins  dans  un  fi  petit  mouve¬ 
ment,  qu'il  n’eft  à  compter  pour  rien  par  rapport  à  celui  qu’ils 
ont  encore  à  faire.  Mais  quand  ils  ont  déjà  fait  une  partie 
infinie  de  ce  mouvement ,  là  commencent  les  degrés  incon¬ 
nus  par  lefquels  ils  doivent  paffer  ôc  s’élever  à  i’Infini,  là  ils 
deviennent  d’une  nature  moyenne,  qui  les  rend  propres  à  fe 
changer  en  Infinis  par  des  changemens  légers  qui  n’auroient 
pas  fuffi  auparavant.  Tous  les  Calculs  n  opèrent  que  fur  des 
Finis  fixes,  ôc  jamais  fur  les  Finis  en  mouvement  :  ôc  de-îà 
vient  la  Réglé  invariable  ,  que  le  Fini  multiplié  par  le  Fini 
n’eft  que  Fini.  Il  eft  bien  fur  qu’un  Calcul  ne  tombera  jamais 
dans  le  cas  de  l’exception  :  mais  il  peut  être  permis  à  la 
Théorie  d’aller  plus  loin,  ôc  de  l’appercevoir,  fuppofé  qu’il 
foit  fondé. 

4°.  Comme  nous  n’opérons  que  fur  des  Finis  qui  font 
tout  à  l’origine  des  Suites  ,  de  même  quand  nous  opérons  fur 
des  Infinis ,  ce  n’eft  que  fur  ceux  qui  font  tout  à  l’extrémité , 
ôc  qui  ont  pris  la  nature  entière  ôc  complété  d’infini; deforte 
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que  nous  ne  faillirons  que  les  deux  bouts  des  Suites ,  encore 
n’y  a-t’il  que  le  premier  bien  fai  fi  &  bien  connu  ,  laurre  n’eft 
guère  qu’entrevu  >  ôc  fuppofé.  T  out  l’entre-deux  infini  nous 
échappe,  ôc  il  doit  cependant  y  arriver  tout  ce  que  l’Infini 
a  de  plus  merveilleux. 

5°.  Si  l’on  admet  le  Paradoxe,  il  y  a  des  Finis  de  A  qui 
deviennent  Infinis  dans  yf2,  ôc  ils  ne  pourront  être  que  de 
l’ordre  de  oc,  ôc  allez  petits  dans  cet  ordre.  Ils  feront  le  de¬ 
gré  ôc  la  nuance  des  Finis  de  si1  aux  infinis  du  2d  ordre  ou 
aux  oo2  :  or  ces  degrés  ôc  ces  nuances  font  néceffaires  dans 
les  Suites ,  ôc  tous  les  Géomètres  en  conviennent.  Si  tout  ce 
qui  eft  Fini  dans  A ,  demeure  Fini  dans  Az' ,  tout  ce  qui  étoit 
Infini  dans  A ,  deviendra  dans  A 2  infini  du  2d  ordre ,  ôc  A v 
fautera  brufquement  du  Fini  à  oc2 ,  fans  palier  par  cc ,  ce  qui 
n’a  absolument  aucun  exemple  dans  des  Suites,  dont  la  gra¬ 
dation  foit  auffi  lente  que  celle  de  A\ 

6°.  Si  on  n'admet  pas  le  Paradoxe ,  je  démontrerai  invin¬ 
ciblement  le  contraire  de  quelques  vérités  confiantes  ôc  re¬ 
çues,  ôc  il  y  aura  démonflration  contre  démonflration.  On 
en  verra  des  exemples ,  quand  l’ordre  de  cet  Ouvrage  les 
amènera. 

7°.  Le  Paradoxe  admis  ne  conduit  jamais  à  aucune  con- 
clufion  fauffe.  Au  contraire,  il  fe  lie  néceflairement  aux  vé¬ 
rités  déjà  connues, ôc  en  produit  beaucoup  de  nouvelles.  C’eft 
de  quoi  Ton  fera  pleinement  convaincu  dans  la  fuite.  S’il  eft 
faux,  il  eft  donc  parfaitement  équivalent  à  quelque  chofe  de 
vrai,  ôc  en  remplit  bien  heureufement  la  place. 

En  attendant  ce  vrai,  que  je  ne  connois  pas  ,  je  vais  pren¬ 
dre  ce  Paradoxe  pour  une  vérité  démontrée  dans  l’art,  précé¬ 
dent,  me  réfervant  toutefois,  ôc  je  le  dis  avec  la  derniere 
fincérité ,  à  le  rejetter  abfolument ,  dès  qu’on  me  fera  voir  que 
fans  l’employer  on  peut  faire  un  Sifteme  lié  de  l’Infini  en 
Géométrie,  ou  qu’il  y  a  quelque  autre  idée  à  lui  fubftituer, 
qui  fade  le  même  effet  fans  avoir  la  même  difficulté ,  ou  une 
équivalente. 

ï <?8.  J’appelle  Finis  indéterminables y  les  termes  finis  de  A 
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qui  deviennent  infinis  dans  A 2  par  l'élévation  au  quarré  :  car 
comme  ils  font  dans  le  pafiage  que  fait  A2  du  Fini  à  l’Infini , 
ils  ne  peuvent  jamais  être  connus  ni  déterminés,  comme  les 
termes  qui  font  à  l’origine  de  A  ou  de  A2. 

199.  Un  terme  quelconque  de  A2  étant  nn  ,  nn  exprime 
aufii  le  quantieme,  il  efl  dans  A ,  &  fa  racine  n  le  quantieme  > 
il  eft  dans  A2.  Ainfi  16  eft  le  i<5mc  terme  de  A  ,  6c  eft  le 
4mede  A1.  100  eft  le  ioome  de  A ,  &  le  iome  de  A\  Donc 
fi  nn  eft  le  Ier  terme  infini  de  A2  y  &  par  conféquent  fi  n  eft 
le  icr  terme  fini  indéterminable  de  A  qui  foit  devenu  infini 
dans  A2 y  nn  n’eft  qu’à  une  diftance  finie  de  1 ,  premier  terme 
de  A 2;  car  fa  racine  n ,  qui  eft  finie ,  exprime  fon  quantieme 
dans  A2 ,  &  ce  quantieme  n’eft  donc  que  fini.  Donc  le  1 er 
terme  infini  de  A2  n’eft  qu’à  une' diftance  finie  de  1  fon  v 
terme. 

200.  Mais  n  étant  ici  un  Fini  indéterminable ,  cette  dif¬ 
tance  finie  eft  indéterminable,  &  plus  grande  que  toutes  cel¬ 
les  qui  peuvent  être  déterminées  ou  connues. 

201.  Donc  A2  n’a  qu’un  nombre  fini,  mais  indétermina¬ 
ble  en  grandeur,  de  termes  finis. 

202.  Et  puifque  A  avoit  un  nombre  infini  de  termes  finis , 
il  y  a  donc  une  infinité  de  fes  Finis  qui  deviennent  Infinis 
dans  A \ 

203.  Donc  A  formée  d’une  infinité  de  Finis,  ôc  d’une 
infinité  beaucoup  plus  grande  d’infinis  (  193  )  a  fes  Finis  de 
deux  efpeces,  les  uns  Finis  déterminables  &  connus,  mais  en 
nombre  feulement  fini  indéterminable ,  les  autres  Finis  indé¬ 
terminables  en  nombre  infini. 

204.  Il  eft  aifé  de  voir  que  la  fource  des  changemens  qui 
arrivent  à  A2  par  rapport  à  A  ,  eft  que  A2  vers  fon  origine  ne 
prend  que  des  termes  qui  font  dans  A ,  mais  qu’elle  en  prend 
peu,  &  en  faute  toujours  de  plus  en  plus.  A  1  dès  fes  deux 
1ers  termes ,  qui  font  1  &  4 ,  faute  deux  termes  de  A ,  entre 
4  &  9  elle  en  faute  quatre  ,  entre  9  6c  1 6  fix ,  &  toujours 
ainfi  félon  la  Suite  des  Pairs  ;  &  enfin  comme  on  vient  de 
voir,  elle  en  a  fauté  un  nombre  infini ,  lorfqu’elle  n  eft  encore 
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arrivée  qu’à  une  difiance  finie  de  fon  origine  *  ou  n’a  eu 
qu’un  cours  fini. 

2 o y.  Quoique  A 2  faffe  de  plus  grands  pas  que  A  >  elfe 
ne  les  fait  que  proportionnés  à  ceux  de  A>&l  comme  ceux-ci* 
qui  ne  font  que  la  différence  confiante  i  ,  font  d’une  grande 
lenteur  pour  aller  de  i  à  CO*  A1  dont  on  fait  que  les  diffé¬ 
rences  font  la  Suite  des  nombres  impairs  3*  j ,  7  j  ôcc.  ne 
peut  pas  aller  de  1  à  oc2  en  faifant  des  pas  infinis*  c  eft-à-dire  * 
fauter  de  1  à  oc2  fans  palier  par  00.  Donc  Az  a  des  termes 
de  l’ordre  déco*  ôc  elle  en  doit  avoir  de  cet  ordre,  lorfque  A 
n’en  a  encore  que  de  correfpondans  finis  ;  ce  font  les  Finis 
indéterminables  de  A  *  qui  devenus  infinis  dans  Az  *  font  les 
termes  de  l’ordre  de  00  par  lefquels  A%  paffe  du  Fini  à  CO2* 
ôc  ils  font  en  nombre  infini  (202), 

1 06.  Mais  il* y  a  encore  plus  :  la  gradation  lente  de  A1 * 
fondée  fur  celle  de  A  *ne  permet  pas  que  tous  les  Infinis  de  A 
deviennent  dans  Ar  des  Infinis  de  l’ordre  de  oc2.  D’ailleurs  * 
puifqu’il  y  a  des  Finis  fi  grands  *  qu’étant  quarrés  ils  forte  ne 
de  leur  ordre*  ôc  deviennent  infinis,  l’analogie  demande  qu’il 
y  ait  des  Infinis  fi  petits  *  qu’étant  quarrés  ils  ne  fortent  point 

de  leur  ordre  *  ôc  fi  cela  peut  être  *  cela  efi.  Or  CG  r  efi  tel  * 
qu’étant  quarré  il  ne  fort  point  de  l’ordre  potentiel  de  oc 

dont  il  étoit  *  donc  ou  oc  T  *  s’il  efi  dans  A  *  ôc  des  Infinis 

d’une  grandeur  approchante  *  ou  fi  oc 1  n’eft  pas  dans  A  *  ces 
Infinis  feuls  d’une  grandeur  approchante  feront  tels*  qu’étant 
quarrés  ils  ne  fortiront  point  de  l’ordre  de  00  *  ôc  ils  fe  join¬ 
dront  dans  Az  aux  Finis  indéterminables  devenus  de  cet  or¬ 
dre  *  ôc  moindres  qu’eux. 

207.  En  un  mot  *  l’élévation  au  quarré  doit  agir  de  la 
même  maniéré  fur  les  Finis  ôc  furies  Infinis  de  A .  Elle  éleve 
à  l’ordre  fupérieur  un  nombre  infini  de  Finis  *  ôc  11’en  laide 
qu’un  nombre  fini  indéterminable  dans  leur  premier  ordre. 
Donc  elle  éleve  à  co2  un  nombre  infini  des  00  *  ôc  en  laide 
un  nombre  fini  indéterminable  dans  l’ordre  des  co  *  ôc  cela 
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ajoute  à  l’art,  precedent  que  le  nombre  des  00  de  A ,  qui  ne 
fortent  point  de  cet  ordre  dans  A1 ,  ne  Toit  que  fini. 

208.  Donc  le  nombre  infini  des  Finis  indéterminables 
de  A ,  devenus  de  l’ordre  de  co  dans  Ax ,  n’eft  augmenté  que 
d’un  nombre  fini  par  le  nombre  des  Infinis  de  A  qui  demeu¬ 
rent  de  l’ordre  de  00  dans  A1. 

20p.  Donc  le  nombre  infini  des  Finis  de  A  étant  beau¬ 
coup  moindre  que  celui  de  fies  Infinis  (  1 93)  ,&c  tous  les  Finis 
de  A  n’étant  pas  devenus  infinis  dans  A %  &  le  nombre  infini 
de  ceux  qui  le  font  devenus  n’étant  augmenté  que  d’un  nom¬ 
bre  fini  (  208  )  ,  il  fuit  que  le  nombre  des  termes  de  l’ordre 
de  GO2  dans  A 2  eft  plus  grand,  non  feulement  que  le  nombre 
des  termes  finis  qui  eft  fini  ,  mais  que  le  nombre  des  termes 
de  1  ordre  de  00  ,  qui  efl:  infini» 

210.  Donc  A 2  eft  formée  io  de  termes  Finis  en  nombre 
fini  ,  1°  de  termes  de  l’ordre  de  00  en  nombre  infini ,  30  de 
termes  de  Tordre  de  GCr  en  nombre  infini  beaucoup  plus 
grand. 

21  1.  Donc  la  Tomme  de  A%  eft  un  Infini  du  3m2  ordre, 
ôc  tous  les  termes  Finis  y  font  inutiles  (  17  y  ). 

212.  Le  nombre  des  oo2  de  Ar  eft  moindre  que  le  nom¬ 
bre  des  co  de  A  (20 6).  D’un  autre  côté  tous  les  Finis  de  A% 
font  inutiles  à  fa  Tomme;  ce  qui  fait  le  même  effet  par  rap¬ 
port  à  la  fournie,  que  fi  A 2  étoit  compofée  d’un  moindre 
nombre  de  termes  que  A .  Enfin  il  faut  faire  encore  une  ob- 
(ervation.  Ce  qui  fait  que  la  Tomme  de  A  n’eft  qu’une  partie 
de  oc2 ,  &  non  pas  go2  entier,  c’eft  que  tous  Tes  termes  11e 
Tont  pas  chacun  =  go,  mais  tous  inégaux  depuis  1  jufqu’àoo. 
D’ailleurs  ils  font  les  moins  inégaux  dans  leur  total  qu’il  Te 
puiffe  (72).  Donc  s’ils  étoient  plus  inégaux,  comme  ils  le 
Tenaient  effectivement  dans  une  progreifion  géométrique 
correfpondante  où  ils  feroient  les  plus  inégaux  qu’il  fe  puiffe 
(  72  ) ,  leur  Tomme  feroit  moindre  (  67  )  ;  &  fi  dans  une  Suite 
quelconqae  comprife ,  comme  A ,  entre  1  &  oo,  ils  étoient 
plus  inégaux  que  dans  A ,  &  que  leur  Tomme  fut  de  Tordre 
de  GO2,  ilfaudroit  du  moins  que  cette  Tomme  fût  une  moindre; 
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partie  de  oc1  que  n’eft  celle  de  A ,  c’eft-à-dire ,  |  ou  \>  ôcc. 
puifque  celle  de  A  en  eft  Or  le  même  raifonnement  fub- 
fifte  à  l’égard  de  A 1  comparé  à  A .  Les  termes  de  A1  étant 
viliblement  plus  inégaux  dans  leur  total  que  ceux  de  A ,  la 
fomme  de  A 1  qui  eft  de  l’ordre  de  cc  doit  être  une  moin¬ 
dre  partie  de  oc3,  que  celle  de  A  n’eft  de  oc1.  Donc  par  les 
trois  raifons  énoncées  dans  cet  article  >  la  fomme  de  A  étant 

ou  \  de  cc1  ,  la  fomme  de  A~  fera  une  moindre  par¬ 


Confédéra¬ 
tion  de  AK 


/ 


tie  de  oc3,  c’eft-à-dire,  par  ex.  ôcc. 

213.  A~  tend  ôc  arrive  à  Légalité ,  car  les  termes  de  A  y 
tendent  ôc  y  arrivent ,  &  par  conféquent  aufli  ceux  de  A1 , 
qui  en  font  les  quarrés. 

214.  Soit  maintenant  A1 ,  ou  A  élevée  au  cube  ,  qui  eft 

1.  8.  27.  ,  ôcc.  oc5. 

Puifqu’il  y  a  dans  A  des  Finis  indéterminables  >  ôc  en 
nombre  infini ,  qui  par  l’élévation  au  quarré  deviennent  In¬ 
finis,  il  eft  évident  que  non  feulement  ils  ne  cefferont  pas  de 
l’être  par  l’élévation  au  cube  ;  mais  que  fi  on  cube  A, d’autres 
Finis  indéterminables  qui  n’avoient  pas  été  affez  grands  pour 
devenir  infinis  par  l’élévation  au  quarré ,  le  deviendront  par 
l’élévation  au  cube.  De  même  d’autres  Finis  indéterminables 
encore  moindres  qui  n’étoient  pas  devenus  infinis  par  l’é¬ 
lévation  au  cube ,  le  deviendront  par  l’élévation  au  quarré- 
quarré ,  ôc  toujours  ainfi  de  fuite.  Donc  ce  fera  la  propriété 
ou  le  caraâere  général  des  Finis  indéterminables  de  devenir 
infinis  par  l’élévation  à  quelque  puiflance  finie. 

215.  Dans  Ai  les  premiers  Finis  indéterminables  qui 
par  l’élévation  au  cube  feront  devenus  infinis,  ne  feront  que 
de  l’ordre  de  oc.  Donc  A 3  aura  des  termes  finis  à  fon  ori¬ 
gine,  enfuite  des  oc ,  ôc  à  fon  extrémité  des  oc3,  ôc  comme 
elle  ne  peut  aller  de  oc  à  cc3  fans  pafler  par  oc2 ,  elle  aura 
donc  des  termes  des  4  ordres ,  des  Finis ,  des  oc ,  des  oc2 , 
ôc  des  oc5. 


2 1  6.  Il  eft  très-aifé  de  voir  que  le  nombre  des  Finis 
de  A 3  ne  fera  que  fini ,  ôc  moindre  que  celui  des  Finis  de  Az  y 
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mais  toujours  Fini  indéterminable.  Le  nombre  total  des  In¬ 
finis  de  /P  fera  donc  plus  grand  que  celui  des  Infinis  de  /P  : 
mais  il  ne  fera  plus  grand  que  de  la  quantité  dont  le  nombre 
des  Finis  de  A 2  furpaffe  le  nombre  des  Finis  de  A 3  :  or  cette 
quantité  ne  peut  être  que  finie ,  ces  deux  nombres  étant  finis  ; 
donc  le  nombre  total  des  Infinis  de  A 5  ne  furpaffera  que 
d’une  quantité  finie  celui  des  Infinis  de  Az. 

217.  La  différence  finie  du  nombre  total  des  Infinis  de 
A1  ôc  de  Az  étant  nulle  par  rapport  à  ces  deux  nombres 
infinis  ,  &  par  conféquent  ces  deux  nombres  pouvant  être 
pris  pour  égaux  ,  d’un  autre  côté  le  nombre  total  des  Infinis 
de  A 5  étant  compofé  d'infinis  de  3  ordres  différens  (  21  ç  ) 
au  lieu  que  le  nombre  des  Infinis  de  A 1  n’eft  compofé  que 
d’infinis  de  2  ordres,  il  fuit  que  dans  A'  le  nombre  des  In¬ 
finis  de  chaque  ordre  fera  moindre  que  n’étoit  le  nombre  des 
Infinis  de  chaque  ordre  dans  A \ 

218.  Donc  le  nombre  des  00  dans  A 1  fera  moindre  que 
dans  Az ,  mais  de  plus  il  ne  fera  que  fini.  Car  fi  A%  qui 
éleve  A  à  la  puilfance  immédiatement  fupérieure,  faitl’effet 
de  changer  en  00  un  nombre  des  Finis  de  A  >  tel  que  le 
nombre  de  ces  Finis  devenus  00  ,  eft  infini  par  rapport  au 
nombre  des  Finis  qui  demeurent  Finis  ,  à  plus  forte  raifon  A 3 
qui  fait  de  plus  grands  pas  que  A 1  doit-elle  changer  en  00* 
une  infinité  des  oc  de  A1 ,  &  n’en  laiffer  qu’un  nombre  fini 
dans  l’ordre  de  oc.  Donc  A 3  11’aura  qu’un  nombre  fini  de 
OC,  ôc  un  infini  de  oc2. 

21p.  Le  nombre  infini  des  oc2  de  A 3  fera  encore  aug¬ 
menté  par  des  oc2  de  Az  qui  demeureront  de  l’ordre  de  oc2 
dans  A 3  :  mais  ils  ne  feront  qu’en  nombre  fini  par  la  même 
raifon  que  les  oc  de  A  qui  font  demeurés  de  l’ordre  de  00 
dans  A 2  n’ont  été  qu’en  nombre  fini  (  207  ). 

220.  De-là  il  fuit  aufli  que  le  nombre  des  oc3  de  A 3  eft 
infini. 

221.  Donc  A 5  eft  compofée  i°de  Finis  en  nombre  fini. 
20  De  oc  en  nombre  fini.  30  De  GO2  en  nombre  infini. 

De  ocJ  en  nombre  infini. 
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222.  A  qui  a  des  termes  de  2  ordres ,  a  le  nombre  des 
termes  de  l’ordre  du  Fini  beaucoup  moindre  que  celui  des 
termes  de  l’ordre  de  00  (  ip 3  ).  Et  par  conféquent  le  nombre 
des  termes  de  ces  différens  ordres  eft  croiffant,  à  compter  de 
l’origine  de  A.  De  même  A2  qui  a  des  termes  de  3  ordres > 
a  le  nombre  des  termes  de  fes  différens  ordres  croiffant  de¬ 
puis  l’origine  (2  1  o).  Donc  pour  conferver  l’analogie  qui  doit 
être  entre  A  j  A2  ôc  A 3  ,  il  faut  que  dans  X/3 ,  qui  a  des  termes 
de  4  ordres ,  le  nombre  des  termes  de  chaque  ordre  foit  auüi 
croiffant  ;  c’eft-à-dire  ,  que  le  nombre  des  termes  finis  étant 
fini.,  celui  des  co  foit  un  Fini  plus  grande  &  que  celui  des  co* 
étant  infini ,  celui  des  cc3  foit  un  Infini  plus  grand. 

223.  A1  a  une  fournie  de  l’ordre  de  oc4 ,  à  laquelle  tous 
les  Finis  ôc  tous  les  cc  font  inutiles.  Ses  00 4  qui  y  font 
utiles  font  en  moindre  nombre  que  les  co3  (211),  Ôc  enfin 
les  termes  de  A 5  font  plus  inégaux  que  ceux  de  A\  Donc 
en  fuivant  le  raifonnement  de  fart.  212  ,  la  fournie  de  A 3 
fera  une  moindre  partie  de  cc4  ,  que  la  fomme  de  A2  n’écoit 
de  00  h 

-  224.  A 3  tend  &  arrive  à  l’égalité  auffi-bien  que  A2 ,  & c 

par  la  même  raifon  (213). 

225*.  On  voit  par  tour  ce  qui  a  été  dit  ^  que  quand  011 
change  A  en  A2  >  il  n’y  a  qu’un  nombre  fini  des  termes  finis 
de  A  qui  ne  s’élèvent  point  d’ordre ,  quoiqu’ils  s’élèvent  de 
grandeur ,  &  qui  demeurent  immobiles  quant  à  l’ordre,  ôc 
qu’il  y  a  un  nombre  infini  de  ces  mêmes  termes  finis  qui 
font  mobiles  ,  ou  qui  s’élèvent  d’ordre.  En  même  temps ,  ou 
dans  le  même  changement  de  A  en  A2 ,  il  n’y  a  qu’un  nom¬ 
bre  fini  des  cc  de  A  qui  demeurent  immobiles ,  ôc  tous  les 
autres  co  en  nombre  infini  font  mobiles.  De  même  quand 
A2  fe  change  en  As ,  du  nombre  infini  des  cc  de  car 
les  Finis  de  A2  n’étant  qu’en  nombre  fini ,  ils  ne  peuvent 
donner  lieu  à  cette  comparaifon  qui  demande  un  nombre 
infini  de  termes  d’un  même  ordre ,  de  ce  nombre  infini  , 
dis-je  ;  des  co  de  A2 ,  il  n’y  en  a  qu’un  nombre  fini  d’immo¬ 
biles,  ou  qui  demeurent  des  oc-,  ôc  tous  les  autres  en  nombre 

infini 
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Infini  deviennent  des  oc1*  ou  font  mobiles,  &  pareillement 
du  nombre  infini  des  oc1  de  A~  il  n’y  en  a  qu’un  nombre 
fini  d’immobiles  *  &  tous  les  autres  font  mobiles.  Or  il  eft  à 
remarquer  qu’un  ordre  étant  compofé  d’une  infinité  de  ter¬ 
mes  *  les  immobiles  *  qui  font  toujours  en  nombre  fini  *  font 
toujours  à  l’origine  de  l’ordre  *  ôc  les  mobiles  en  nombre  in¬ 
fini  *  toujours  vers  l’extrémité  ôc  jufqu’à  l’extrémité. 

Cela  répond  à  une  difficulté  qu’on  auroit  lieu  de  faire  dans 
le  Sifteme  commun  de  l’Infini *  pourquoi  le  Fini  élevé  à 
quelque  puiflance  finie  que  ce  foit  *  demeure-t’il  toujours 
dans  fon  ordre,  au  lieu  que  l’Infini  pareillement  élevé*s’éleve 
toujours  d’ordre  ?  Car  le  Fini  n’étant  à  l’égard  de  00  que  ce 
qu’eft  00  à  l’égard  de  ooffil  eft  contre  cette  analogie*  que  CO* 
dès  qu’il  eft  quarré *  s’élève  d’ordre  *  tandis  que  le  Fini  quarré 
demeure  dans  le  fien.  La  réponfe  eft*que  le  fait  fuppofé  n’eft 
pas  vrai,ôc  que  c’eft  parfaitement  la  même  chofe  pour  le  Fini 
ôc  pour  l’Infini.  Dès  que  le  Fini  eft  à  une  certaine  diftance 
finie,  mais  indéterminable,  de  l’origine  de  fon  ordre,  il  s’élève 
d’ordre  étant  quarré,  ôc  jufque  là  il  ne  s’en  éleve  point  ;  de 
même  00  étant  quarré  ne  s’élève  point  d’ordre *  tant  qu’il 
n’eft  qu’à  une  certaine  diftance  finie  indéterminable  de  l’ori¬ 
gine  de  fon  ordre  ,  ôc  paffé  cela  il  s’élève.  Mais  ce  qui  nous 
jette  dans  l’erreur  fur  la  comparaifon  du  Fini  ôc  de  l’Infini  à 
cet  égard  *  c’eft  que  nous  ne  connoiffons  le  Fini  qu’à  l’origine 
de  fon  ordre ,  nous  n’operons  fur  lui  qu’en  le  prenant  à  fa 
naiffance  ;  ôc  au  contraire  l’Infini  à  l’origine  de  fon  ordre  nous 
eft  abfolument  inconnu  *  ôc  le  peu  de  connoiffance  que  nous 
en  avons*  roule  fur  un  Infini  plein  *  pour  ainfi  dire  *  ôc  qui  a 
franchi  un  paffage  immenfe  pour  être  devenu  ce  qu’il  eft. 
De  là  vient  que  nous  ne  connoiffons  que  des  Finis*qui  élevés 
à  une  puiffance  finie  *  ne  s’élèvent  point  d’ordre,  ôc  des  Infi¬ 
nis  au  contraire  qui  s’en  élevent. 

226.  Si  l’on  prend  A4 ,  1.  16.  81.  *  ôcc.  oo4.  Il  eft 

aifé  de  voir  par  l’application  de  tout  ce  qui  a  été  dit*  1  Q.  que 
A4  aura  des  Finis  en  nombre  fini ;  des  oc  en  nombre  fini* 

K 


Confident* 
ÙQïi  de  À4. 
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deOCiennombre  fini,  des  oc  en  nombre  infini,  ôcdesoc4 
en  nombre  infini. 

2°.  Que  le  nombre  des  termes  de  ces  cinq  différens  ordres 
fera  croiflant  depuis  l’origine. 

3°.  Que  A 4  aura  une  fomme  de  l’ordre  deoc3,  à  laquelle 
les  Finis,  les  oc ,  ôc  les  oc2-  feront  inutiles. 

4°.  Que  le  oc*  qui  exprimera  cette  fomme ,  fera  dans  fon 
ordre  un  moindre  Infini  que  n’étoit  dans  le  fien  le  oc4  qui 
exprimoit  la  fomme  de  A\ 

confiera-  227.  En  général  n  étant  un  Expofant  fini  toujours  croif- 

t  ion  de  h?  en  .  ,  1 . 

général,  fant,  dont  la  ile  valeur  eft  1 ,  A  fera  toujours  telle  qu  elle 
aura  un  nombre  d’ordres  n  i  ;  le  nombre  des  ordres  , 
qui  auront  un  nombre  de  termes  infinis,  toujours  =  2  ,  ce 
qui  donnera  le  nombre  des  ordres  où  le  nombre  des  termes 
fera  fini  ;  le  nombre  des  termes  des  différens  ordres  croiflant 
depuis  l’origine  ;  le  nombre  des  termes  de  chaque  ordre  tou¬ 
jours  moindre ,  à  mefure  que  n  fera  plus  grand  ;  une  fomme 

de  Torde  de  oc  à  laquelle  les  deux  derniers  ordres  feuls 

feront  utiles  ;  &  toujours  un  moindre  oc  *  1  qui  exprimera 

cette  fomme ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  oc  1  divifé  par  un 
plus  grand  nombre. 

confidéra-  228.  Si  enfin  l’expolànt  n  =  oo ,  on  a  A 00  .  1  00  .  2  00  ; 

tkn  de  A00.  3 00  ,  ôcc.  oc00.  Suite  qu’il  faut  confidérer  plus  particu^ 
lierement, parce  qu’elle  contient  les  puiflances  infinies  de  tous 
les  nombres  de  A ,  ôc  qu’il  eft  important  de  connoître  les 
rapports  que  ces  nombres  élevés  à  oc  ont  foit  au  Fini,  foit 
entr’eux. 

2  00 , 2e*  terme  de  A 00  ,  feroit  le  dernier  terme  de  la  pro-; 
greflion  géométrique  infinie ,  21 , 2'-,  23,  &c.  2  00  ,  que  j  ap¬ 
pelle  P.  Si  l’on  compare  P  à  AL,  on  a  d’un  côté  21. 2 \  23. 
24.  2\  26  ?  &c.  &  de  l’autre  iz,  2Z,  ÿ ,  4",  y1,  ,  &c. 

ôc  l’on  voit  que  2'  >  i1, 2%  =  2?,  23  <  31,  24=4Z,  2*  >  g 
z‘>  6lj  ôcc.  ôc  que  depuis  2*  =====  3* ,  tous  les  termes  de  F 
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font  plus  grands  que  les  correfpondans  de  Ax *  ôc  fort  croif- 
fans  par  rapport  à  eux.  Donc  fi  A x  n’a  qu’un  nombre  fini 
de  ternies  finis ,  à  plus  forte  raifon  P  n’en  a-t’elle  qu’un  nom¬ 
bre  fini,  &  même  elle  n’en  a  qu’un  nombre  fini  beaucoup 
moindre.  Donc  P  après  un  nombre  de  termes  fini  *  mais  in¬ 
déterminable  y  arrive  à  l’Infini.  Donc  2  n’ayant  qu’un  expo* 
fant  x,  fini  indéterminable *  efb  infini;  ou2*eft  de  l’ordre 
de  00. 

22p.  Il  fuit  de  la  que  non-feulement  2  00  *  dernier  terme 
de  P *  eft  plus  grand  que  00%  dernier  terme  de  Ax  ;  mais  qu’il 
doit  être  d’un  grand  nombre  d’ordres  au-deflus  de  oc1 *  puif- 
qu’après  qu’on  a  eu  dans  P*  2%  il  refte  encore  un  nombre 
infini  d’expofans  à  donner  à  2  *  avant  qu’il  foit  2  00  . 

230.  Pour  le  voir  plus  en  détail*  ôc  plus  fûrement ,  je 

compare  P  aux  A*  qui  fuivent  A1  *  ôc  pour  plus  de  facilité 

du  calcul  *  aux  feules  A  ou  n  eft  un  nombre  pair. 

Le  iéme  terme  de v^4,  qui  eft  i^4*  efl  égal  au  i^medeP 


qui  efl  2* 6  :  car  1 6’4=  2  4  X4=  216*  ôc  après  cela  le  1  ymz 
terme  de  P  efl  plus  grand  que  le  de  A* }  ôc  toujours 
ainfi  de  fuite.  Donc  2 00  >  oc4.. 

De  même  en  comparant  P  à  A6 ,  on  a  pour  le  ier  terme 
de  P ,  plus  grand  que  le  correlpondant  de  A*  *  après  lequel 
tous  les  termes  de  P  font  plus  grands  *  le  3©me  terme  de  P 
qui  efl  de  2JO  >  30*  fon  correfpondant  :  car  tirant  de  part  ôc 

d’autre  le  on  a  2*  >  30*.  Donc  2 00  >  oc<v 

Si  l’on  prend  A 8 ,  le  44me  terme  de  P  qui  efl  244  efl  plus 

grand  que  44®  :  car  en  tirant  de  part  ôc  d’autre  la  V  >  on  a  2” 
=2048,  plus  grandque441==ip  3<5.  Donc  2  00  >  oc8. 
Ilréfulte  de  ces  quatre  comparaifons  que  le  icr  terme  de  P* 

plus  grand  que  le  correfpondant  de  An  *  ôc  après  lequel  P 

croît  toujours  plus  que  An  >  efl  le  fmc  fi  P  efl  comparée  à  A1 
le  1 7mc  fi  P  efl  comparée  à  A 4 ,  le  3ome  fi  P  efl  comparée 
à  A6  *  le  44me  fi  P  efl  comparée  à  A 8„ 

K  ij 
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Or  en  confidéranc  ces  4  nombres  ,  5* ,  ji  ,  30 , 44 ,  011 
les  trouve  très-réguliers  ,  puifque  leurs  différences  font  la 
progreffion  arithmétique  naturelle  12  j  13,  14,  &  cette 
extreme  régularité  pourroit  fuffire  pour  perfuader  qu’elle  fe 
foutiendra  toujours  ,  mais  de  plus  on  le  trouvera  par  le  calcul 

pour  les  ^fuivantes.  Donc  la  progreffion  arithmétique  des 
différences,  qui  a  commencé  par  12  ;  1 3  ,  14,  continue  par 
13  j  16 ,  17  y  ôcc.  ôc  les  termes  dont  ces  nombres  font  les 
différences  ,  ôc  qui  étoient  5* ,  1 7 ,  3  o  ,  44 ,  continueront  par 
être  5*p ,  7  y  ,  p2 ,  ôcc.  c’eft-à-dire ,  que  F  à  fon  ypmc  terme 
commencera  à  croître  toujours  au-deffus  de  yp°,  à  fon  75*mc 
au-deffus  de  à  fon  p2U;C  au-deffus  de  A1* ,  ôcc.  Donc 

2  00  >OCH  ,  &C. 

231.  où  n  eft  pair ,  étant  exprimée  en  général ,  il  eft 
aifé  de  trouver  en  général  le  quantieme  terme  fera  dans  P 

celui  où  elle  commencera  à  croître  au-deffus  de  A 

La  Suite  de  ces  quantièmes  eft ,  5*  ,  17 , 30  ,  44  y  5*9  y  ôcc# 
&  celle  de  leurs  différences  ,  12,13,14,15*,  ôcc.  progref* 
fion  arithmétique ,  dont  la  différence  eft  1  ,  le  Ie  1  terme  1 2  > 

le  nombre  des  termes  correfpondant  à  une  An  quelconque, 

!f— .  Car  le  nombre  des  termes  de  la  fuite  des  quantièmes 

z 

pour  An  eft  toujours  -7  ;  fi  An  =  A 1 ,  f  =  1  ,  ôc  5*  ,  pre¬ 
mier  terme  de  la  Suite  des  quantièmes  eft  celui  qui  défigne 

à  quel  terme  P  croît  pour  toujours  au-deffus  de  Az.  Si  An 
■ — -  A 4 ,  —=-=  2 ,  ôc  17 ,  fécond  terme  de  la  Suite  des  quan¬ 
tièmes,  défigne  le  terme  où  P  croît  au-deffus  de  A*P  ôcc.1 
Donc  Jr  eft  toujours  le  nombre  des  termes  de  la  Suite  des 
quantièmes ,  dont  le  dernier  eft  celui  dont  on  a  befoin  pour 
VAn  propofée.  Donc  le  nombre  des  termes  de  la  Suite  des 
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différences  des  quantièmes  efl:  - - i  =  ~ .  Donc  la 

femme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  de  cette  Suite  des 
différences  efl;  41 

8 

Cette  fomme  efl:  égale  au  dernier  terme  correfpondant  de 
la  fuite  des  quantièmes ,  moins  j  ,  premier  terme  de  cette 
Suite.  Donc  — ” ” ~-8—  -+-  eft  le  der- 

S  J  8 

nier  terme  de  la  Suite  des  quantièmes  ^  ou  celui  que  l’on  cher¬ 
che  pour  X An  propofée.  Ainft  fi  w  =  ona-^p  =  yp  ; 
c’eft-à-dire  ^  que  fi  on  compare  P  à  A10  yP  commence  pour 
toujours  à  furpaffer  Axo  à  fon  ypme  terme. 

231.  par  cette  expreffion  ;  on  voit  que  tant 

que  n  efl;  Fini  déterminable  y  P  commence  à  furpaffer  A  à 
un  terme  qui  n’eft  qu’à  une  diftance  finie  déterminable  de 

l'origine  de  P ,  ôc  que  par  conféquent  P  furpaffe  durant 

un  cours  infini.  Donc  2  00  >  oc"  &  même  plus  élevé  de 
plufieurs  ordres  y  quelque  grand  nombre  fini  déterminable 
que  foit  n . 

23  3.  Mais  lorfque  n  efl:  devenu  un  Fini  indéterminable  x 
qui  par  l’élévation  au  quarré  efl:  infini  ;  c’eft-à-dire ,  quand  011 

rnmnare  P  h  A*  41  —  4g  devient41*"4" ** 48 _ fl 

CUHipalC  JL  a.  ./J.  y  “  UCYICUL g  * . .  g 

=  — ,  xx  étant  alors  un  Infini  y  donc  P  commence  à  fur- 

8 

paffer  Ax  à  un  terme  dont  le  quantieme  efl;  exprimé  par  — • 

Or  ce  terme  efl;  bien  éloigné  d’être  le  oomc  ou  dernier.  Donc 

2 00  eft  beaucoup  au-deffus  de  00*  y  dernier  terme  de  Ax * 
quelque  grand  nombre  fini  indéterminable  que  foit  x. 

2.34.  Donc  enfin  2 00  ne  fauroir  être  égal  qu’à  00  » 

G  eft-  à-dire  ,  à  oc  élevé  à  quelque  puiffance  infinie ,  moindre 

Kiij 
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que  OO  )  mais  dont  le  rapport  à  oc  eft  abfolument  inconnu? 

30  2  $f.  Donc  2CO=oooC  eft  d’une  infinité  d’ordres  anf 

if'  deflfus  de  oc. 

de  i  3  6.  P  a  donc  des  termes  d’un  nombre  infini  d’ordres  , 
mais  non  pas  ==  oc.  Et  en  effet  il  eft  impofïible  qu’elle  ait 
ce  nombre  de  différens  ordres  =  oc ,  puifque  le  nombre  de 
fes  termes  n’eft  que  ==  oc,  &  quelle  ne  change  pas  d’ordre 
à  chaque  terme  :  car  elle  en  a  d’abord  un  nombre  fini  indé¬ 
terminable  dans  le  feul  ordre  du  Fini.  Enfuite  elle  en  a  dans 
l’ordre  de  oc  y  de  oc1  ôte.  mais  toujours  un  moindre  nom¬ 
bre  ,  ce  qui  eft  vifible  par  la  grandeur  des  pas  qu’elle  fait. 

237.  Quand  une  Suite  a  plufieurs  termes  dans  un  même 
ordre ,  j’appelle  cela  y  féjourner  ;  fi  elle  a  des  termes  confé- 
cutifs  dans  des  ordres  confécutifs ,  elle  pajfe  par  ces  ordres  ; 
fi  elle  a  des  termes  confécutifs  dans  des  ordres  non  confé* 
cutifs ,  elle  faute  quelques  ordres.. 

Il  s’agit  de  favoir  fi  P  ayant  féjourné  à  fon  origine  paffe 
ou  faute  à  fon  extrémité ,  ôc  pour  le  déterminer  il  faut  obfer- 
yer  qu’une  Suite  croiflante  ayant  une  gradation  régulière  ,  fi 
elle  doit  féjourner  plufieurs  fois  Ôt  paffer  >  elle  fé)ourne  avant 
que  de  paffer  9  ôt  féjourné  toujours  moins;  ôt  que  fi  elle  doit 
paffer  &  fauter  >  elle  paffe  avant  que  de  fauter  ;  ôt  que  fi  elle 
doit  après  cela  faire  plufieurs  fauts  y  elle  les  fait  toujours  plus 
grands  *  ou  croiffants.  Donc  fi  P  arrivé  à  fes  deux  derniers 
termes  ne  fait  que  paffer >  elle  n’a  point  fauté  précédemment.. 
Or  fon  dernier  terme  étant  2°%  îc  pénultième  qui  en  eft  f  >, 

eft  - —  =  2  e0  \  où  il  faut  remarquer  que  - —  1  ne  dif- 

paroît  point  dans  cet  expofant  devant  co  :  car  on  auroit 

z  oo  &0 

- — =  2  ,  ce  qui  eft  abfurde.  Donc  l’expofant  oc  - —  r 

lignifie  que  le  terme  qui  en  eft  affedé*  eft  de  l’ordre  immé- 

0° - i; 

diatementinférienràcelui  quieftaffedédeoc.  Donc  2 
&  2  00  font  de  deux  ordres  confécutifs  ;  ôt  P  à  fon  extrémité; 
fait  que  paffer  fans  fauter  jamais.. 
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2L‘3  8*  Donc  z00  eft  feul  de  Ton  ordre  dans  P,  6c  il  fait 
feul  la  fomme  de  P. 

239.  Il  eft  clair  que  tout  ce  qui  acte  dit  de  P  y  ou  de 
77-  21.  2Z  y  ôcc.  200  s’applique  de  foi-même  à  la  $\  3*. 

35>  ôcc.  3 00  ;  mais  qu’à  caufe  que  cette  2 de  progreflion  eft 
beaucoup  plus  croiffante  que  la  ire  ,  3  00  fera  beaucoup  au 
deffus  de  2 00  . 

Pour  le  voir  plus  précifément  y  foit  la  —  1 00  .  2  00  .  4e0  , 
puifque  2  00  eft  d’un  nombre  infini  d’ordres  au-delfus  de  1 
( 1  3  y);  4°°  eft  de  ce  même  nombre  d’ordres  au-deffusde  2  e0  * 

Donc  3  00  qui  partage  en  deux  parties  y  quoiqu’inégales,  l’in¬ 
tervalle  qui  eft  entre  2  00  ôc  4e0  *  ne  peut  être  que  d’un  nom¬ 
bre  infini  d’ordres  au-delfus  de  2  00  ,  ôc  d’un  autre  nombre 
infini  moindre  d’ordres  au-delfous  de  4  00  . 

240.  Donc  3  00  7^  2  e0  =  3  00  y  ôc  4  00  7Î7  3  00  =  4e0  .  ^ 

24 1 .  On  prouvera  aifément  la  même  chofe  pour  te  us  les  * f  ^  une[  ^ 
autres  nombres  par  le  moyen  de  la  progreflion  double  ,2,4,  au-dejfu$  de 
8  y  1 6 ,  ôcc.  élevée  à  00  :  car  tous  les  autres  nombres ,  tels 

que  3  y  5*  j  6 ,  7 ,  &c.  élevés  à  00  y  ne  pourront  que  fe  placer  au-dejfus  de 
dans  fes  intervalles  infinis  &  égaux.  Mais  il  s’y  placera  tou-  a<K » 
jours  un  plus  grand  nombre  de  ces  nombres  intermédiaires , 

&  comme  ce  nombre  croilfant  ne  fera  que  fini,  tant  que  les 
termes  de  la  progreflion  double  qu’on  affeêtera  de  l’expo- 
fant  00  ne  feront  que  finis  en  eux-mêmes ,  on  aura  toujours, 

- 00 

quelque  nombre  fini  déterminable  que  foit  n  9  n  -4-  1  élevé 
d’un  nombre  infini  d’ordres  au-deffus  de  n°°  ,  mais  toujours  . 
d’un  moindre  nombre  d’ordres  à  mefure  que  n  fera  plus 
grand.  Cela  vient  vifiblement  de  ce  que  le  rapport  géomé¬ 
trique  des  nombres  naturels  n  eft  toujours  décroiffant ,  &  pat 
conféquent  aufli  celui  de  leurs  puiffances  quelconques. 

242.  Si  entre  deux  nombres  finis  confécutifs  de  la  Suite 
naturelle  on  introduit  un  nombre  moyen  quelconque ,  6c 
qu’on  les  éleve  tous  trois  à  00 ,  ce  moyen  fera  d’une  infinité 
d’ordres  au-deflus  de  l’un  des  extremes ,  ôc  d’une  autre  infi¬ 
nité  au-deffous  de  l’autre,  quelque  peu  diftant  qu’il  foit  de 
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l’ün  ou  de  l’autre.  Ainfi  11  entre  i  &  2  011  introduit  1  -4-  ~  5 

1 00  * 

. - 00 

1  H—  1  fera  d’une  infinité  d’ordres  au-deffus  de  1 00  ==  1 * 

100  - - 00 

&  d’une  autre  infinité  au-deffous  de  2  e0.  Car  1  -4—  To0 
- 00  •  - - OO  - 00“ - 00 

— 1 ==733—  «  qui  eft  à  1 00  —  1  —  100  ::  101.  100* 

100  100 

- 00 

Or  n  -4—  1  eft  d’une  infinité  d’ordres  au-deffus  de  nœ  (241)* 
A  plus  forte  raifon  l’autre  partie  de  iapropofition  eft-eîle  vraie. 
Pour  faire  que  le  nombre  moyen  élevé  à  00  fût  du  même 

- —  00 

ordre  que??00  ou  n  -4-  1  ,  il  faudroit  qu’il  eût  été  pris  infi¬ 
niment  proche  de  l’un  ou  de  l’autre  ,  ce  qu’il  efl:  impofiible 
dans  le  Fini. 

243.  Voilà  tout  ce  qui  étoit  nécefiaire  pour  être  en  état 

de  raifonner  fur  la  Suite  /?°°  ^quiefti^  ,  2  e0  ,3  e0  ,ôcc  oo°°* 
Elle  faute  donc  de  fon  1e1  terme  au  2^  une  infinité  d'or¬ 
dres,,  du  au  3me  une  autre  infinité  moindre ,  ôc  toujours 
ainfi  tant  que  n  ,  nombre  naturel  quelconque  eft  Fini  (  2  3  9  , 
240  ôc  241  ).  Mais  comme  elle  a  fauté  un  nombre  infini 
d’ordres  ,  que  par  conféquent  elle  ne  contient  point,  que  le 
nombre  total  des  ordres  ,  tant  de  ceux  qu’elle  contient  que 
de  ceux  qu’elle  ne  contient  point ,  eft  =====  00  ,  ôc  qu’elle  a  un 
nombre  de  termes  ==  00 ,  il  faut  néceffairement  qu’elle 
vienne  à  féjourner  dans  des  ordres,  ôc  y  faffe  autant  de  féjours 
ôc  aufli  longs  qu’il  eft  befoin,  pour  avoir,  malgré  l’infinité 
d’ordres  fautes ,  un  nombre  de  termes  =====  oc.  D’un  autre 
côté, ayant  commencé  par  fauter ,  elle  ne  peut  féjourner  fans 
avoir  paffé  (237).  Donc  elle  faute  ,  paffe  ,  &  féjourne  ,  fait 
des  fauts  toujours  décroiffans paffe  par  moins  d’ordres  qu'il 
n’y  en  a  ou  elle  féjourne,  &  enfin  fait  des  féjours  toujours 

eroiffans. 

244.  H  faut  qu’à  fon  extrémité  elle  faffe  ou  une  infinité 
de  féjours  finis  ,  ou  un  nombre  fini  de  Finis  ,  ôc  un  dernier 
Infini  :  car  elle  n’en  peut  faire  une  infinité  d’infinis ,  puifque 
par-là  le  nombre  de  lés  termes  fèroit  de  l’ordre  de  oc2*.  Mais 

”  . . ""  p 
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je  dis  qu’elle  en  fait  une  infinité  de  Finis  >  car  dans  les  A  ou 
n  eft  fini ,  le  nombre  des  termes  de  chaque  ordre  étant  tou¬ 
jours  moindre  à  mefure  que  n  efl:  plus  grand  (  227  )  ;  ôc  par 
conféquent  le  nombre  des  termes  du  dernier  ordre  toujours 
moindre ,  ôc  ce  nombre  ayant  commencé  par  être  infini ,  il 
fautqu’enfin  il  devienne  fini  dans  A00  ,  oUj,  ce  qui  efl  le  même* 
que  le  dernier  féjour  de  Aœ  ne  foit  que  fini  5  ce  qui  ne  l’em¬ 
pêche  pas  d’être  plus  grand  que  tous  les  précédens  (  227). 

245*.  Donc  la  fomme  de  A 00  efl  fon  dernier  terme  00  00 
multiplié  par  quelque  nombre  fini  inconnu  ,  ou  x  go  00  . 

24 6,  Il  efl  aifé  de  voir  en  quoi  A 00  convient  avec  les  **- 
où  n  étoit  fini  5  ou  en  diffère  *  ôc  pourquoi. 

Les  A n  ayant  toujours  réduit  le  nombre  des  termes  finis 
de  leur  origine  à  être  moindre ,  A™  le  réduit  à  n  être  que  1  ^ 
terme  inébranlable,, 

A00  tend  ôc  arrive  à  l’égalité  aufïi-bien  que  les  ^  ôc  pat 
la  même  raifon. 

Mais  il  étoit  impoffible  que  Aœ  eût  un  nombre  d’ordres 
ï=co  1  >puifqu’elle  n’en  peut  avoir  qu’un  nombre  =3  oc, 

ôcqu’elle  n  en  a  effeélivement  qu’un  nombre  beaucoup  moin¬ 
dre  à  caufe  des  ordres  fautés  à  fon  origine  ;  de -là  naiffent  fes 

différences  avec  les  A. 

7t 

Elle  faute  j  palTe,  ôc  féjourne  y  au  lieu  que  les  A  ne  font 
que  féjourner. 

Mais  dès  qu’elle  féjourne  >  elle  doit  reprendre  fon  analogie 
avec  les  A*  9  ôc  faire  des  féjours  croiffans,  ôc  elle  n’en  doit 

\  H 

faire  un  dernier  que  fini ,  parce  que  les  A  font  leur  dernier 
féjour  infini  décroilfant. 

Cela  fait  que  le  dernier  ordre  lèul  de  A™  efl:  utile  à  fa 

fomme }  au  lieu  que  les  deux  derniers  des  A  font  utiles  à 
la  leur. 

L 


Conjîdéra- 

i 

tien  de  AI 
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Les  fommes  des  An  ayant  toujours  été  décroiffantes  dans 
l’Infini  immédiatement  fupérieur  à  leur  dernier  terme,  la  fo mi¬ 
me  de  A^°  n’eft  que  fon  dernier  terme  infini  infiniment  mul¬ 
tiplié. 

247.  Dedà  on  doit  conjedurer  qu’il  y  a  eu  entre  les  A* 

où  n  étoit  Fini  déterminable,  &  A^  ,  quelque  Suite  A  > 
x  étant  Fini  indéterminable,  qui  11’a  eu  qu’un  nombre  d’or¬ 
dres  égal  à  fon  expofant ,  qui  a  paffé  d’abord  par  les  ordres  , 
&  enfuite  a  féjourné,  &  féjourné  infiniment  dans  fon  dernier 
ordre  feul,  &  dont  par  conféquent  la  fomme  a  été  fon  der¬ 
nier  terme  infiniment  multiplié ,  qu’immédiatement  après  elle 
eft  venue  une  Suite  qui  n’a  fait  qu’un  faut  d’un  feul  ordre  , 
enfuite  a  paffé ,  &c.  &  dont  la  fomme  a  été  fon  dernier  terme 
multiplié  par  un  moindre  nombre ,  ce  qui  enfin  a  amené  par 
degrés  Aœ  . 

248.  Après  avoir  examiné  la  Suite  A  ,  élevée  à  la  puif- 
fance  quelconque  w,  &  en  avoir  tiré  toutes  les  connoiflances 
que  nous  avons  pu,  voyons  maintenant  la  même  A  dont  on 

n  .  i_  1  L  L 

tire  la  V  quelconque  ,  ou  A  n  ,  qui  fera  A'- ,  AA  A*  ,  &c» 
A~^ ,  félon  les  différentes  valeurs  fucceffives  de  n. 

K 

Il  eft  clair  d’abord  en  général  que  l’extradion  de  la  V' 
étant  précisément  le  contraire  de  l’élévation  à  la  puiffance  n? 

1 

on  doit  trouver  dans  A ,  devenue  An  ,  le  contraire  de  ce 
qu’on  a  trouvé  dans  -^devenue  A*.  Donc  tout  ce  qui  en 
paffant  de  A  dans  A*  étoit  élevé ,  eft  abaiffé  en  paffant  de  A 

i_ 

dans  A”. 

1  JL  S  1  JL 

24p.  Soit  Æ j  qui  eft  iT  =  x.  2*.  31.  q.1  s=  2 

51  6T  7*  8t  pT  t=  3  ,  &c.  ooT. 

Il  n’y  a  dans  A  aucun  nombre  fini  déterminable ,  qui  ne 

foit  îa  V'  de  quelque  nombre  fini  déterminable  de  A  y  or  A* 
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Contient  le  V'  de  tous  les  nombres  de  A  >  donc  elle  contient 
fous  les  Finis  déterminables  de  A,  Mais  de  plus  entre  deux 
nombres  confécutifs  de  A  >  tels  que  i  6c  i ,  i  &  3  ,  &c. 

A1  introduit  de  nouveaux  nombres  qui  n’étoient  point  dans  A . 

Donc  A1  a  plus  de  nombres  finis  déterminables  que  A . 

25*0.  introduit  deux  nombres  nouveaux  entre  1  &  2, 
4  entre  z  &  3  ,  entre  3  ôt  4  ,  &  toujours  ainfi  félon  la 
fuite  des  Pairs ,  d’où  il  fuit  qu’outre  les  Finis  déterminables 

de  A  y  A1  prend  autant  de  termes  nouveaux  que  A1  en  fautoit 
dans  A  (204)  ^  &  par  conféquent  comme  A  fautoit  dans  A 
un  nombre  de  termes  infini  par  rapport  au  nombre  des  ter- 

Dr  i_ 

mes  qu’elle  y  prenoit,  A 1  prend  un  nombre  de  termes  finis 
nouveaux  qui  eft  infini  par  rapport  au  nombre  des  Finis  dé¬ 
terminables  de  A  qu’elle  prend.  Et  comme  le  nombre  des 
Finis  déterminables  de  A  n’eft  que  fini ,  le  nombre  des  Finis 

_i_ 

déterminables  de  A 1  eft  infini. 

£ 

251.  Si  A1  continuoit toujours  ainfi,  c’eft-à-dir.e  ,  fi  elle 
prenoit  tous  les  termes  des  A  finis  &  infinis ,  ôc  qu’elle  intro¬ 
duisît  entr’eux  des  termes  nouveaux  en  nombre  toujours 
croiflànt ,  le  nombre  total  de  les  termes  ne  pourroit  être 
qu’infiniment  plus  grand  que  celui  des  termes  de  A.  Mais 

1 

Ax  fe  termine  par  oc1  &  par  conféquent  ne  prend  aucun 
terme  de  A  plus  grand  que  oc1 ,  ou  qu’un  Infini  fort  appro- 

L  L 

chant,  fi  co1  n’eft  pas  dans  A .  A 1  prend  donc  tous  les  ter- 

1 

mes  de  A  depuis  1  jufqu’à  co2, ,  en  introduifant  toujours 
entr’eux  des  termes  nouveaux.  Et  comme  le  nombre  des 
termes  nouveaux  introduits  entre  deux  termes  confécutifs 
de  A  eft  toujours  croilfant  félon  la  Suite  des  Pairs  pendant  le 

-  cours  infini  de  A1  >  il  fuit  que  le  nombre  de  ces  termes  in¬ 
troduits  entre  les  deux  derniers  termes  que  Az  prend  dans  A 

L  ij 
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eft  infini.  Donc  ce1 * * * V  étant  néceffairement  précédé  dans  A 

i 

d’un  autre  Infini  moindre  ,  ôc  A%  les  prenant  tous  deux  >  elle 
introduit  entr’eux  un  nombre  infini  d’infinis.  Donc  Az  fe 


termine  par  un  nombre  infini  d’infinis. 

Cette  démonftration  demande  feulement  qne  dans  A, oo1 
foit  précédé  d’un  Infini  ;  mais  comme  il  eft  vifible  qu’il  l’eft 
de  beaucoup  d’autres  ,  &  que  la  Suite  des  Pairs  fe  termine  par 


plus  d’un  Infini ,  le  nombre  infini  des  Infinis  de  Az  en  eft 
d’autant  plus  grand. 

r  / 

25*2.  Le  nombre  des  Finis  déterminables  de  A 1  par  où 
elle  commence  eft  donc  infini  (2J0),  &  le  nombre  des  In¬ 
finis  par  où  elle  fe  termine  infini  aufii.  Mais  tous  les  Finis 
indéterminables  de  A  qui  font  en  nombre  infini  demeurent 


L  2 

Finis  dans  Az  ,  puifque  l’extraction  de  leur  V  ne  peut  pas 

les  rendre  infinis,  &  de  plus  Az  ne  peut  introduire  entr’eux 
qu’un  nombre  infini  de  termes  nouveaux.  Donc  voilà  le 


1 

nombre  infini  des  Finis  de  Az  beaucoup  augmenté. 

25*  3.  De  plus  ,  puifqu  il  y  a  dans  A  des  Infinis  fi  petits , 
que  l’élévation  à  la  puiffance  2  ne  les  éleve  pas  d’ordre  dans 
A  (20 5) ,  il  faut  que  par  la  raifon  contraire  l’extradion  de 

2  1 

la  K"  les  abaifie  d’ordre  dans  Az,  ou  les  faffe  devenir  Finis* 
Mais  comme  ils  ne  font  qu’en  nombre  fini  (207),  ils  n’aug- 

V  ■ 

menteront  que  Animent  l’infinité  des  Finis  de  AT« 

254.  La  préemption  eft  donc  grande  que  le  nombre 

r_ 

infini  des  Finis  de  Az  fera  plus  grand  que  le  nombre  infini 
de  fes  Infinis  ;ou,  ce  qui  eft  le  même,  que  le  nombre  des 

i 

termes  des  deux  différens  ordres  dont  A1  eft  formée, fera 
decroiflfantde  1  origine  vers  l’extrémité.  Mais  on  le  voit  (Tire- 


ment  par  1  analogie  d’oppofition  qui  doit  être  entre  A1  &  A 
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eu  A 1 ,  dans  lefquelles  le  nombre  des  termes  des  différens 
ordres  eft  croiffant  (  193  ôc  2,10»  ) 

2 ;  3.  Puifque  A 1  eft  comprife  entre  r  ôc  ccT>  deux 
extremes  infiniment  moins  éloignés  que  1  &  oo;  extremes 

1 

de  ôc  que  A 1  introduit  toujours  des  termes  nouveaux 
entre  deux  confécutïfs  de  A  quelle  prend ,  &  toujours  un 

nombre  croiffant  de  ces  termes  ,  les  termes  de  A 1  pris  dans 
leur  total  ont  de  moindres  rapports,  ou  font  moins  inégaux 

que  ceux  de  A  y  ôc  de  plus  c’eft  vers  l'extrémité  de  AT-  quils 

ont  de  moindres  rapports.  Donc  ^  tend  ôc  arrive  à  l’éga¬ 
lité.  On  le  prouvera  auffi  par  le  même  raifonnement  qui  Ta 

prouvé  de  Az  ôc  de  A  2  en  général. 

256.  Puifque  le  nombre  des  Finis  de  A 1  eft  infini,  ils 

uSw  P 

font  tous  utiles  à  fa  fomme  >  ôc  tous  les  termes  A'1 excepté 
le  Ier  ^  étant  plus  grands  que  i ,  la  fomme  eft  plus  grande  que 
celle  de  la  Suite  infinie  des  Unités  qui  eft  —  oc,  Ôc  elle  doit 
être  de  quelque  ordre  au-deffus  de  oo,  puifqu’il  y  entre  une 

infinité  d’infinis.  D’un  autre  coté  la  fomme  de  A î  eft  moin¬ 
dre  que  celle  de  A  qui  eft  de  l’ordre  de  oo* ,  ôc  moindre  de 
quelque  ordre  ,  puisqu'elle  n’a  pas  d’infinis  plus  élevés  que 

oc  ^  Donc  elle  eft  de  quelque  ordre  moyen  entre  oo  ôc 
OC1 ,  c’eft-à-dire ,  qu'elle  eft  quelque  Infini  radical  qui  eft  de 

l’ordre  de  oc2-  incomplet,  comme  ooz,  ou  oo4,  ôcc. 

i 

237.  Comme  dans  A  oo1  eft  précédé  par  ocT -  i  $ 

&  qu’entre  ces  deux  Infinis  A 1  en  a  introduit  une  infinité 
de  nouveaux  qui  ne  peuvent  être  que  de  l’ordre  deoor,  iî 

r  5  t 

y  a  dans  A1  un  nombre  oC  de  termes  de  l’ordre  de  oo**’ 
mais  non  pas  égaux  à  oci  >  d’où  il  fuit  que  leur  fomme  ell 

—  T  •  •  • 

L  nj 
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oC  x  coi  divifé  par  quelque  nombre  fini  d’autant  plus  grand 

que  l’inégalité  des  Infinis  de  l’ordre  déco*  fera  plus  grande  * 
car  c’eft  cette  inégalité  qui  empêche  leur  fomme  d  être  —  oC 

xoC*.  Après  cela  les  Infinis  de  A *  qui  précédent  GQ* - i 

n’étant  pas  en  nombre  infiniment  plus  grand  que  ceux  de 

l’ordre  de  QQ~ ,  ôt  étant  même  d’ordres  inférieurs  >  &  plus 
inégaux  entr’eux ,  ils  ne  peuvent  élever  d’ordre  la  fomme 

des  oo^  mais  feulement  Faugmenter.  Les  Finis  en  nombre 
infini  ne  peuvent  que  l’augmenter  encore  d’un  terme  infini 

d’autant  moindre  que  leurdnégalité  ,  plus  grande  que  celle 
des  Infinis  *  eft  plus  grande.  Donc  la  fomme  de  A^  eft  fixée 
à  être  de  l’ordre  de  oC  x  ooi.  Et  comme  oC  eft  de  l’ordre 


de  oc  y  elle  eft  de  l’ordre  de  ooL 

25S,  Selon  le  raifonnement  de  l’art.  212  y  mais  renverfé * 

tous  les  termes  de  A t  étant  utiles  à  fa  fomme  (  25  <5  )  y  ôc 
d’ailleurs  étant  tous  moins  inégaux  que  ceux  de  A  (  25*  j  )  la 

fomme  de  A*  doit  être  une  plus  grande  partie  de  fon  Tout 

ou  de  00*  que  la  fomme  de  A  n’eft  du  fien  y  ou  de  00 *. 

3.  ± 

1  11 

Donc  la  fomme  de  Ar  eft5  par  ex.  L2L  y  ou  .  ôcc. 

1  s  4 


^An  3  & 


Confiera-  2$$.  Aj  eft  U  =  1,23.  33.45,  y  3  .  3  .  73,8s 

ùonde  at,  —2y  ôcc.  GO?.  Et  il  eft  aifé  devoir  que-^ï  eft  comprife 

&  en  général  .  .  .1  „ 

entre  deux  extremes  moins  éloignés  que  ceux  de  A  * ,  &  que 
par  conféquent  tous  les  termes  moyens  font  plus  petits  que 

ceux  de  A*?  qu’elle  prend  dans  A  tous  les  termes  qui  étoient 

entre  i  &  oo^  ;  ôc  par  conféquent  un  moindre  nombre  de 

1 

ternies  que  n’en  prenoit  A'- }  qu’elle  introduit  entre  deux 


de  A 
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termes  confécutifs  de  A  un  plus  grand  nombre  de  termes 

nouveaux  que  n’en  introduifoit  A 1 ,  &  un  nombre  toujours 
croilTant ,  qu’elle  a  un  nombre  infini  de  Finis  plus  grand  que 

J 

celui  des  Finis  de  A &  un  nombre  infini  d’infinis  moindre, 
que  fes  termes  pris  dans  le  total  font  moins  inégaux  que  ceux 

de  A*  j  qu’elle  tend  &  arrive  à  l’égalité  ,  que  fa  fournie  eft  de 

Tordre  de  CO*'  >  moindre  que  oo * ,  &  une  plus  grande  partie 

de  oct  y  que  la  fomme  de  A i  n’étoit  de  og^. 

z6o.  Il  en  ira  toujours  de  même  de  A 4 ,  At  ,  &  en 

1  1 

général  de  ,  deforte  que  la  dernière  A  n  n’aura  plus 
que  des  nombres  finis  ou  égaux  y  ou  très-approchans  d’être 
égaux ,  &  une  fomme  de  Tordre  de  00  y  &  même  égale  à 
ce  00  ;  puifqu’elle  n’en  fera  plus  du  tout  une  partie.  En  effet 

t  I  1  Î  X 

la  dernière  A~  eft  A  00  qui  eft  1  ==  1.  2  00 . 3  00 

1 

&c.  00  00  ,  &  il  eft  aifé  de  prouver  en  détail  quelle  a  toutes 
les  propriétés  annoncées. 

Quelque  nombre  que  foit  n>  fini  ou  infini ,  2  ;>  n.  Donc 

1  n 

a  >  n~+  Donc  tout  nombre  n  par  l’extra £tion  de  fa 
tombe  au-deffous  de  2  ,  ou  entre  2  &  1  ;  car  il  ne  peut  tom¬ 
ber  plus  bas  que  1  ,(8).  Donc  n  étant  fini,  il  refte  encore 

n  OO 

après  la  V  une  infinité  de  V  à  tirer  jufqu’à  la  V .  Donc  tout 
nombre  fini  a  une  infinité  de  v7  entre  2  &  1 ,  &  comme  cha¬ 
cune  Tabaiffe  toujours  ou  rapproche  toujours  de  1 ,  il  en  eft 

t  00  1 

donc  infiniment  approché  par  la  V  y  &  vient  à  fe  confondre 

1 

avec  1.  Donc  n  étant  fini,  t?00  =  1*  Donc  tous  les  nom- 

X 

bre3  finis  de  A  w  font  les  plus  petits  qu’il  fe  puifle  ôc  égaux, 
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26 1.  Cette  démonftration  n’eft  que  trop  forte ,  car  il  n’y 

n 

a  point  de  nombre  n  >  excepté  2  ,  qui  attende  fa  V  pour 
tomber  au-deffous  de  2. 3 ,  par  exemple ,  y  tombe  avant  fa  V 

7 

&  dès  fa  V ,  4  dès  fa  V ,  &c.  100  dès  fa  V  très  -  éloignée 

100  _  9 

la  i 000  dès  fa  V  >  ôcc. 

En  général  fi  un  nombre  efl  une  puiffance  de  2  >  comme 

9 

5  1 2  —  2 9  ,  il  efl;  vifible  que  fa  V'"  étant  2 ,  toutes  fes  autres  V' 
font  au-deffous  de  2.  ôc  fi  le  nombre  n’eft  pas  une  puiffance 
de  2  y  il  ne  peut  avoir  de  fes  V  au-deffus  de  2  qu’autant  que 
la  plus  grande  puiffance  de  2  qui  efl:  au-deffous  de  lui  a  de 
dimenfions.  Ainfi  parce  que  la  plus  grande  puiffance  de  2  qui 
foit  au-deffous  de  1000  efl  y  12  y  1000  ne  peut  avoir  que 

1  3  9 

fes  y  ,  Scc.  jufqu’à  V r  au-deffus  de  2  y  Sc  toutes  les  autres 
font  au-defïbus  >  ôc  il  efl  bien  éloigné  d  attendre  pour  cela 

1009 

fa  V  .  Et  comme  du  nombre  infini  des  puiffances  de  2  il 
n'y  en  a  qu’un  nombre  fini  de  finies  (  228  ) ,  il  n'y  a  point 
de  nombre  fini,  quelque  grand  quil  foit  >  qui  ait  au-deffous 
de  foi  une  puiffance  de  2  fi  grande  qu  elle  ne  foit  plus  finie, 
Sc  par  conséquent  il  ne  peut  avoir  qu’un  nombre  fini  de  fes  J/’ 
au-deffus  de  2 ,  ôc  il  en  a  un  nombre  infini  entre  2  ôc  1 . 

1 

262*  Puifque  n  étant  fini  ou  infini y  2  >  n  ~  (260),  on 

r  1 

a  2  >  00  ~ôô ,  dernier  terme  de  A  00  ,  comme  on  fa  déjà 

r 

trouvé  dans  fart*  j  67.  Donc  tous  les  termes  de  A  00  font 

finis  y  puifque  fon  plus  grand  terme  feft ,  auffi-bien  que  le 
premier  ôc  le  plus  petit. 

i 

263.  ri ST  étant  =====  1  tant  que  n  efl  fini  (260),  cela 

Z 

jn’eft  plus  vrai  quand»  ==oo.  Car  on  a  déjà  vûque  ooôôT 

>  1 
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OO 

î>  i  (  1 66).  On  peut  confidérer  de  plus  >  que  quoique  la  V' 
d’un  grand  nombre  fini  le  confonde  avec  i  >  auffi-bien  que 

oo  oo 

la  V  d?un  petit  nombre  le  confond  avec  i ,  la  du  grand 
nombre  ne  le  confond  pas  fi  abfolument  &  fi  pleinement 

i  i 

avec  i.  Ainfi  quoique  ioo  00  =  i ,  &  2  00  =  i  ;  100  00 

1 

n’efi:  pas  fi  abfolument  1  que  2  00  .  Car  fi  cela  e'toit,  on  au- 

1  1 

roit  abfolument  100  w  =2  w  ,  ouioo  =  2;ce  qui  feroit 

1 

abfurde.  n  00  —  1  n’eft  donc  pas  une  égalité  abfolue  >  mais 

1 

feulement  telle  que  la  différence  de  n  00  à  1  n’efi:  pas  à  comp¬ 
ter  y  tant  que  n  eft  fini.  Mais  quand  n  =  00 ,  cette  différence 

00 

fera  à  compter  y  parce  que  fi  la  V  d’un  plus  grand  nombre 

00 

le  confond  toujours  moins  abfolument  avec  1 ,  la  de  00 
ne  l’y  confondra  plus  du  tout.  Cela  fera  encore  beaucoup 

1 

plus  éclairci  dans  la  fuite.  Donc  00  œ  tombe  entre  1  &  2 
fans  fe  confondre  avec  i,  ôc  il  y  a  quelque  différence  finie 

1 

dont  00  00  furpaffe  1* 

1  * 

264.  Donc  les  deux  extremes  de  A  00  étant  1  6c  00  00 
<  2  ôc  >  1  y  les  termes  moyens  qui  font  en  nombre  infini 
ne  peuvent  être  qu’infiniment  approchans  d’être  tous  égaux 
chacun  à  fon  antécédent  ou  à  fon  conféquent ,  ôt  les  plus 
égaux  de  tous  font  vers  l’extrémité  félon  la  propriété  de  toutes 

1  1 

les  A  00  (255*  &:  25*9).,  deforte  que  00  00  Ôc  fon  antécé¬ 
dent  feront  abfolument  égaux  ;  ce  qui  confirme  que  les  ter- 

1  00 

mes  qui  font  à  l’origine  d  e/l»  ou  les  V  des  nombres  finis 

'  '  “  *  M 
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ne  font  pas  abfolument  =  i  >  car  elles  feroient  abfolument 

égales  entr’elles. 

i 

3.6$.  A  oo  eft  une  Suite  croiffante  comme  toutes  les 
1  1 

A  ~  y  puifque  oo  00  >  i  :  mais  c’eft  une  fuite  auffi  peu 

i 

croiffante  qu’il  foit  poffible  >  ôc  en  effet  toutes  les  A  »■  pré-* 
cédentes  Pétoient  toujours  de  moins  en  moins* 

i  i 

2.66.  oo  00  n’efl:  pas  dans  A,  mais  feulement  2  >oo°o  ; 

1 

&  par  conféquent  A  00  introduit  fon  infinité  de  termes 

r 

moyens  entre  1  ôc  00  00  dont  le  fécond  n’efl:  pas  dans  A  r 

.  i 

mais  feulement  2 ,  nombre  approchant.  Mais  quand  A  00 
auroit  introduit  fon  infinité  de  termes  entre  1  ôc  2,  ce  feroit 
toujours  la  même  chofe,  quant  à  la  nature  de  la  Suite  y  à  fa 
maniéré  d’être  croiffante  y  ôc  à  l’égalité  de  fes  termes.  Donc 

1 

il  n’efl:  pas  néceffaire  en  général ,  que  les  A~  n’introduifent 
des  ternies  moyens  qu’entre  des  termes  qui  foient  précifé- 
ment  dans  A ,  il  fuffit  quelles  les  introduifent  entre  des  ter- 

1 

mes  approchans.  .Cela  n’efl:  néceffaire  dans  les  A~  que 
quand  n  eft  fini  y  ôc  de  plus  vers  l’origine  de  ces  Suites  ;  de- 

forte  que5  comme  nous  Pavons  dit  y  00  z  y  co  3  *  Ôcc.  der¬ 
niers  termes  d ^A^y  A  T  ^  ôcc.  pourroient  n’être  pas  dans  Af 
mais  feulement  des  termes  approchans  y  ce  qui  ne  change 
rien  à  la  nature  de  ces  Suites. 

T 

26 j.  Tous  les  termes  de  A  ~oô~  ne  font  prefque  que  des 

1 

Unités  5  puifque  00  ,  le  plus  grand  de  tous  ^  ÔC  infiniment 

1 

diflant  de  ï  dans  A  qo  y  eft  moindre  que  2  ?  ôc  ne  furpaffe  t 
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qued’une  différence  finie.  Donc  la  fournie  de  A  00  ne  peut 
furpafler  celle  de  la  Suite  infinie. des  Unités  eue  d’une  diffé¬ 
rence  finie.  Or  la  fomme  de  la  Suite  des  Unités  ell  —  00  ^ 

1 

donc  celle  de  A  <*>  eft  00  plus  un  nombre  fini  xy  c’eft-à-dire 
OO  entier  ,  ôc  fans  divifeur. 

168.  Donc  en  difpofant  félon  leur  ordre  les  femmes  de 

1 

toutes  les  A  n  ,  elles  font  comprifes  pour  l’ordte  entre  00  r 
ôc  00;  d’où  il  fuit  quelles  vont  toujours  en  s’abaiffant,  & 
tendant  à  légalité,  ôc  y  arrivent. 

1 

269.  Puifque  n  étant  un  nombre  fini  ,  n  00  —  1 ,  & 

» 

rjue  n°  —  1  (  5*0  )  ,  n  00  eft  =  n° ,  c’eft-à-dire  ,  qu’élever  un 
nombre  à  la  moindre  puiffance  poifible ,  ou  en  tirer  la  plus 
grande  V  poffible *  c’eft  également  le  rendre  le  moindre 
nombre  poffible  ou  1. 

270.  Quand  on  voit  d’un  même  coup  d’œil  toutes  les  A  n 
qui  en  partant  de  A  y  où  le  nombre  des  Finis  eft  infini  ,  de¬ 
viennent  fucceflivement  ôc  par  une  infinité  de  degrés  A 00  , 
où  il  ne  refte  que  1  de  nombre  fini,  il  eft  impoflible  de  ne 
pas  conclurre  que  le  changement  des  Finis  en  Infinis  a  com¬ 
mencé  dès  A 2 ,  fur- tout  parce  qu’il  eft  très -certain  que  le 
nombre  des  Finis  a  diminué  dès  A\  De  même ,  ôc  par  la 

I 

raifon  contraire ,  quand  on  voit  toutes  les  A  n  qui  partant 
de  A  9  où  le  nombre  des  Infinis  eft  infini ,  deviennent  enfin 

1 

A  00  y  où  il  n’y  a  plus  aucun  Infini ,  mais  feulement  des  Uni¬ 
tés  ,  il  eft  impoflible  de  ne  pas  conclurre  que  le  changement 

1 

des  Infinis  en  Finis  a  commencé  dès  A 1  :  car  fi  tous  les  Finis 
&  Infinis  de  A  étoient  fixes  dans  leur  état ,  ôc  immuables,  le 

1 

changement  de  A  en  A00  ou  eit  A  <*T neferoitplusfucceflîf 

M  ij 
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&  gradué ,  comme  on  voit  très-certainement  qu’il  l’eft.  C’eft 
de-là  que  naît  toute  la  Théorie  fi  paradoxe  des  Finis  indéter - 
minables > qui  eft  auffi  celle  des  Infinis  indéterminables .  Les  uns 
&  les  autres  font  des  nombres  de  A  ,  placés  dans  le  paffage 
incompréhenfible  du  Fini  à  l’Infini,  6c  qui  font,  pour  ainfi 
dire ,  les  nuances  d’un  ordre  à  l’autre.  Us  exiftent,  quoiqu’on 
ne  puifife  ni  les  déterminer,  ni  les  comprendre  ,  6c  il  eft  im¬ 
portant  de  connoître  qu’ils  exiftent,  parce  que  c’eft  de  leurs 
changemens  que  dépendent  fouvent  les  diftérens  ordres  des 
femmes  des  Suites. 


Z 


1  **  - 
confident-  27  i .  Soit  A  élevée  à  A  * ,  ce  qui  donne  A  T ,  qui  eft  t  * 

lion  de  A'  ,  —  I#  2  T  .  3  T,  6CC.  8^  =  4,  &C-OO  L 

a4  5  ^r‘  Ou  foit  A  4 ,  qui  eft  i  4  œ  i  .  2  4 . 3  4 ,  6c c.  164=  8  * 


n  —  î 


T- 


&  de  A  n  0  1 

'  '  -  &C.  OQ  4.. 


€»  général. 


n  —  r 


Et  en  général  ”  .  On  peut  confidéter  ces  Suites ,  ou 


comme  partant  de  A  £ ,  la  première  6c  la  moindre  de  toutes , 
déjà  connue ,  auquel  cas  n  aura  toutes  les  valeurs  poffibles 

1 

depuis  2  ,  ou  comme  étant  les  A  ~  déjà  connues  ,  que  l’on 
éleve  à  la  puiffance  n —  1 ,  auquel  cas  la  plus  petite  valeur 
de  n  fera  3  ,  car  fi  n  étoit  =  1 ,  la  puiffance  n  —  1  =  1  ne 
donneroit  rien  de  nouveau  ,  6c  l’on  aura  pour  la  première  de 

1  1 

ces  Suites  A  T  qui  fera  A  ï  élevée  au  quarté ,  pour  la  fécondé 

A  4,  qui  fera  A  4  élevée  au  cube  ,  6cc.  la  ire  maniéré  de  les 
confidérer  fera  la  plus  commode. 

»■-  i  2.  i'  1  ± 

J  Les  A  n  étant  fucceffivement  A  2 ,  A  3 ,  ^4,/^s,6cci 


ou  Ton  voit  que  l’expofant  n-^L  approche  toujours  d’autant 

n  —  t. 

plus  d’être  ==  1  que  n  eft  plus  grand ,  la  derniere  A  ” 

Aéra  A1  ~  A ,  6c  il  eft  bon  de  remarquer  qu’alors  dans 
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Fexpofant  ^  —  1  ^u  numérateur  difparoît 

devant  oo  ,  quoiqu'il  foit  dans  un  expofant ,  ainfi  que  dans 
Fart.  237,  ôt  qu  apparemment  il  n’y  a  point  de  Réglé  abfo- 
îument  générale  de  Calcul  pour  négliger  i  ou  ne  le  pas  né¬ 
gliger  devant  l’Infini ,  mais  qu’il  faut  fè  régler  fur  la  nature 
&  les  circonftances  du  fujet  dont  il  s’agit. 

n —  x 

272.  L’expofant  des  A  n  croiffant  donc  toujours  de- 

n  —  1 

vpuis  \  jufqu’à  1 ,  1  es  A  n  croiffent  toujours  aufli,  c’eft-à- 
dire,  ont  toujours  chacune  de  plus  grands  termes  que  les 
correfpondans  dans  la  précédente ,  &  en  effet  leurs  derniers 

I  Tl_ 

termes  font  00  1 ,  oo  3  ,■  co  &c.  00.  Infinis  toujours 

n  —  I 

croiffans.  Les  A  n  vont  donc  toujours  s’élevant  depuis; 
A 1  jufqu’à  A . 

273.  A 1  a  un  nombre  infini  de  termes  finis  &  un  infini 
d’infinis  ,  mais  moindre  (  234  ).  A  a  un  nombre  infini  de 
finis,  ôc  un  infini  d’infinis  beaucoup  plus  grand.  Donc  toutes 

n  —  1  -  ..... 

les  A  n  moyennes  ont  un  nombre  infini  de  termes  finis, 
&  un  infini  d’infinis ,  mais  le  nombre  des  finis  eft  toujours 

décroiffant  à  mefure  qu’elles  s’élèvent  de  A  1  vers  A ,  &  le 
nombre  des  infinis  eft  croiffant. 

»  —  r 

274.  Puifque  toutes  les  A  n  ont  un  nombre  infini 

n —  i 

d’infinis  ,  leur  fomme  eft  de  l’ordre  de  00  x  00  =3 

n  —  1  .  ^  zn —  1  _i 

00  ”  =  00  W  .  Et  en  effet  la  fomme  de  A 2 ,  où 

4  —  1 

n  — z,  eft  de  l’ordre  deoo  1  —  oo  1  (2;  7),  &  la  fomme- 

z  OO 

de.  A  y  où  n  =  00 }  eft  de  l’ordre  de  00  00  =  oc*.  Donc 

M  uj 
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la  fomme  de  A  3 ,  où  w  =  3  ,  eft  de  l’ordre  de  oo  celle 

3  7 

de  A  4  de  l’ordre  de  00  4  >  ôcc. 

1 

2.7.5*  La  fomme  de  A 2  étant  la  moindre  de  toutes  ,  & 

»  •—  1 

celle  de  A  la  plus  grande  ,  toutes  les  fommes  des  A  n 
moyennes  font  comprifes  entre  Tordre  de  oc  2  ôc  celui  de 

4 

00 a  =  00^  Donc  elles  a  ont  toutes  à  partager  entr’elles 
qu’un  intervalle  ^oo1. 

27 6.  Comme  elles  font  en  nombre  infini  ,  elles  11e  peu¬ 
vent  partager  cet  intervalle  en  un  nombre  infini  de  parties 
infinies ,  mais  feulement  en  un  nombre  infini  de  finies  ,  ou 
en  un  nombre  fini  d’infinies  ,  ôc  un  infini  de  finies.  Or  les  pre- 

*  — 1  ii  1  j 

mieres  A  *  ,  telles  que  A1&cA5,ouAi&cA4,  &c. 

il  1  z 

ont  des  fommes  001  ôc  00  3 ,  ou  co  3  ôc  00  *  (  274)  &c. 
qui  different  de  quelques  ordres  radicaux  d’infini,,  ôc  par 

conféquent  infiniment.  Donc  il  y  a  depuis  A  *  un  nombre 

n  —  1 

feulement  fini,  mais  indéterminable,  de  A  n  ,  dont  les  fom¬ 
mes  s’élèvent  les  unes  au  deffus  des  autres  de  quelques  ordres 
radicaux ,  ôc  enfuite  il  y  en  a  un  nombre  infini  du  même 
ordre  qui  eft  celui  de  o©\ 

»  —  * 

277.  Puifque  toutes  les  A  n  ont  un  nombre  infini  de 
Finis,  tous  leurs  termes  font  utiles  à  leurs  fommes,  ôc  elles 
doivent  être  cenfées  avoir  toutes,  à  l’égard  de  ces  fommes, un 

nombre  de  termes  égal.  D’ailleurs  la  fomme  de  A  *  eft  une 
plus  grande  partie  de  l’Infini  qui  défigne  fon  ordre ,  que  la 
fomme  de  A  n’eft  de  l’Infini  qui  défigne  le  lien,  ôc  cela  parce 

f  1 

que  les  termes  de  A^  pris  dans  leur  total ,  font  moins  inégaux 

n  —  1 

entr’eux  que  ceux  de  A  (258  ).  Donc  les  A  ~  qui  fuivent 
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jr 

A  1  ,  &  tendent  à  devenir  A ,  ayant  toujours  leurs  termes 
plus  approchans  d’être  aufli  inégaux  que  ceux  de  A  ,  &  par 

conféquent  toujours  plus  inégaux  entr’eux  que  ceux  de^  * , 
leurs  Tommes  feront  toujours  de  moindres  parties  de  l’Infini 
qui  defignera  leur  ordre. 


278.  Et  comme  la  Tomme  de  A  efl:  \  de  Ton  Infini  ,  & 
que  la  Tomme  de  A'1  efl:  une  partie  du  fien  plus  grande  que  ~  ? 


H  -  I 

les  Tommes  des  A  n  feront  des  parties  de  leur  Infini  >  tou¬ 
jours  décroiilantes  depuis  un  nombre  plus  grand  que  x-,  de¬ 
puis  par  exemple,  ou  & c.  jufqu’à  7.  Et  comme  elles 
font  en  nombre  infini,  il  n’efl:  pas  poffible  qu’elles  11e  vien¬ 
nent  à  être  égales, non  feulement  quant  à  l’ordre  (27 6) ,  mais 
encore  quant  à  la  grandeur ,  même  après  qu’elles  n’auront 
été  encore  qu’en  nombre  fini. 

On  tireroit  toutes  les  mêmes  conclurions,  en  confidérant 


les  A  n  déjà  connues ,  comme  élevées  à  n  —  1 . 

n  2. 

27p.  Il  efl  aifé  de  voir  que  les  A  ”~I ,  qui  font  A  1  >  ConM' 

3  I  3_  3-3/ 

—  A% ,  Ai ,  ou  1  1  t=5  1 ,  = 

44  44  4  4 

A  3 ,  ou  1 5  —  1 ,  2  5  ,  3  5  ,  &  c.  8  3  =  16  j  &c.  00  3 


00  -  des  A 

8  ,  &c.  00  - . 


3  »  —  1 

A  4,  &c.  font  le  contraire  de  A  n  . 

n  —  1  | 

Au  lieu  que  les  A  *  s’élèvent  depuis  ^Tqui  en  efl:  la 

n 

ire  jufqu’à  A ,  les  A  r7"“~*  defcendent  depuis  A 2  qui  en  efl:  la 
iie  jufqu’à 


La  ire  A  n  a  un  nombre  infini  de  termes  Finis ,  &  un 

n  —  I 

infini  d’infinis  moindre ,  &  dans  les  A  0  fuivantes  le  nom¬ 
bre  des  Finis  efl  toujours  décroiflfant ,  ôt  celui  des  Infini? 


Elemens  de  la  Ge'ome'trïe 
çroiffant ,  jufquà  ce  qu’enfin  dans  A  le  nombre  infini  des 
Finis  foit  beaucoup  moindre  que  celui  des  Infinis*  Tout  au 

n 

contraire  dans  la  ire  des  An—1  le  nombre  des  Finis  n’ell 

n 

que  fini  j  ôc  celui  des  Infinis  infini,  ôc  dans  les  A  fui- 
vantesjle  nombre  des  Finis  eft  croifiant,  ôc  celui  des  Infinis 
décroiffant,  jufqu’àce  qu’enfin  dans  A  le  nombre  des  Finis 
foit  infini  auffî-bien  que  celui  des  Infinis,,  quoique  beaucoup 
moindre* 

il  —  I  il 

Au  contraire  des  A  n  les  A.  décroiffent ,  aufli  bien 
que  leurs  expofans  qui  décroiffent  depuis  2  jufqu’à  1  y  c’eft- 

•  n 

à-dire ,  que  les  termes  d’une  A  n~l  font  toujours  moindres 
que  leurs  correfpondans  dans  la  précédente. 

280.  Puifque  la  fomme  de  Az  eft  de  Tordre  de  oc*  j  &C 

n 

celle  de  A  de  l’ordre  de  00%  les  fommes  de  toutes  les  An~t 
moyennes  font  comprifes  dans  l’ordre  potentiel  qui  eft  entre 
00 3  ôc  00%  ôc  par  conféquent  elles  font  de  l’ordre  de  ocJ 
incomplet  y  ôc  fe  terminent  à  celui  de  oo2  complet.  Ainfi 

n 

puifque  toutes  les  A  ”-rT  ont  une  infinité  d’infinis  >  la  fomme 

i  -  ?  il. 

de  A  1  eft  de  l’ordre  de  co  x  00  1  =:  00  1 ,  qui  eft  oo* 

4  7 

incomplet  ;  celle  de  A  3  eft  de  l’ordre  de  00  *  y  ôcc.  Mais 
comme  ces  fommes  font  en  nombre  infini ,  qu’elles  n’ont  à 
partager  entr’elles  que  l’intervalle  =  00  qui  eft  entre  oo5 
ôc  oo2 ,  ôc  que  les  premières  different  entr’elles  de  quelques 
ordres  radicaux  d’infini ;  il  s’enfuit  qu’il  n’y  a  que  ces  pre¬ 
mières  en  nombre  fini  indéterminable  qui  aient  de  pareilles 
différences ;  ôc  que  toutes  les  autres  en  nombre  infini  font  de 
l’ordre  de  cç2  complet;  ôc  par  conféquent  qu’elles  ont  tendu 

&  font  arrivées  à  l’égalité  d’ordre.  En  effet  tend  autant 

h  l’égalité }  ôc  y  tend  par  la  même  raifon  que 

a8î. 
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*8i.  tant  que  les  A ”  'n’ont  qu’un  nombre  fini  de 
Finis  comme  la  i re  A1,  ce  qui  doit  être  dans  un  nombre  fini 

n 

indéterminable  de  A  "1  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  -,  tant 
que  n  eft  fini  déterminable ,  tous  leurs  Finis  font  inutiles  aux 
fomrnes  :  mais  après  cela  elles  viennent  à  avoir  une  infinité 
deFinis,&  par  conféquent  elles  doivent  être  cenfées,à  l’égard 
des  fommesj  avoir  un  plus  grand  nombre  de  termes.  De  plus 
elles  partent  de  A 1  qui  a  des  termes  plus  inégaux  entr’eux 
que  ceux  de  A,  &  elles  tendent  à  devenir  A ,  d’où  il  fuit  que 
les  termes  de  chacune  font  toujours  d’autant  moins  inégaux 
quelles  approchent  plus  de  A.  Donc  leurs  fomrnes  font  tou¬ 
jours  une  plus  grande  partie  de  l’Infini  qui  défigne  leur  ordre. 

Et  comme  la  fomme  de  A *  eft  une  partie  de  oo  ’  moindre. 

.  -  *  / 

n 

que  7(212)  y  les  fomrnes  des  An  ~ 1  font  toujours  de  plus 
grandes  parties  de  leur  Infini  y  ôc  font  croiflantes  à  cet  égard 
depuis  j  y  par  exemple  ,ou^;  &c.  jufqu  à  \  qui  eft  le  coëffi- 

n 

cient  de  l’Infini  de  la  fomme  de  A .  Donc  toutes  les  An~~ 1 

n  —  i 

aufii-bien  que  les  A  n  tendent  &  arrivent  à  des  fomrnes 
égales  tant  en  grandeur  qu’en  ordre. 

282.  Si  Ton  éleve  chaque  terme  de  Ah  la  puiffance  de 
fonnomy  ce  qui  donnera  la  Suite  i'x====i.  2*==4*  3  *=27. 

OO  a 

44=25  6  y  &c.  oc  y  que  j’appelle  A  ÿ  il  eft  clair  d’abord 

a 

que  fi  A 1  n’a  qu’un  nombre  fini  de  termes  Finis  y  A  en  a 
encore  beaucoup  moins  y  &  un  nombre  infini  d’infinis. 

a  (  OO 

285.  Puifque  A  fe  termine  par  co  y  elle  a  une  infinité 
de  differens  ordres  d’infini  :  mais  elle  n’en  a  pas  un  nombre 
s==  oc  >  puifqu’elle  féjourne  d’abord  dans  l’ordre  du  Fini. 
Enfuite  elle  peut  faire  de  moindres  féjours  dans  les  premiers 
ordres  d’infini:  mais  11e  fît-elle  qu’y  paffer ,  il  faut  absolu¬ 
ment  quelle  vienne  à  fauter  des  ordres  vers  fa  fin.  Donc  fon 

N 


Côtijî de  ra¬ 
tion  de  Aa. 


ConfitUrx - 

i 

« 

tien  de  A  a  . 


pS  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

"  1m 

dernier  ternie  oo  00  fait  feul  fa  fournie..  On  voit  par-là  que  A , 
eft  le  contraire  d qA°°  trouvée  dans  les  art.  228  >  243  > 
244,  &c.  ôc  comprife  entre  les  mêmes  extremes. 

28^4.  Si  de  chaque  terme  de  A  on  tire  la  v7  de  fon  nom> 

1  1  1  i  1 

ce  qui  donne  A  a  ,  1  1  =  1 9  2  z  >  3  3  y  &c.  oc  °°,  oiï 
voit  que  tous  fes  termes  font  finis  *  puifque  les  deux  extremes 

1 

le  font.  De  plus  on  a  toujours  2  >  n~ ,  quelque  nombre 

-  _i 

que  foit  n  (  260  ).  Donc  tous  les  termes  de  A  a  ,  qui  ne  font 

1 

que  des  n  ~  >  font  moindres  que  2 ,  &  il eft  clair  quils font 
tous  plus  grands  que  1. 

11  faut  obferver  maintenant  que  n  ayant  fucceffivement 

n 

tous  les  nombres  naturels  pour  valeur,  2  >  n  eft  de  plus 
d’autant  plus  grand  par  rapport  à  n ,  que  n  eft  plus  grand,  fous 
cette  condition  que  n  ait  de  plus  grandes  valeurs  que  1  &c 
que  z.  Car  quand  »= 1,  21  eft  double  de  1,  &:  quand  w^=2* 
z  J  eft  encore  double  de  2  ,  ce  qui  fait  le  même  rapport  de 

n 

2  à  n  pour  ces  deux  valeurs  de  n  :  mais  paffé  cela ,  le  rapport 

n 

de  2  à  n  eft  toujours  d’autant  plus  grand  que  n  eft  plus  grand, 

1 

ce  qu’il  eft  aifé  de  voir.  Donc  le  rapport  de  2  à  n  ~ >  quoi¬ 
que  différent  de  celui  de  211  à  n  y  eft  auffi  croiffant  fous  cette 

1 

même  condition^  &  par  conféquent  dans  y^T^pafféles  deux 
icls  termes^  où»=  1  >  &  w=2,tous  les  termes  depuis  le 

3 

3  n-  ;  qui  eft  3  3  ,  font  toujours  plus  petits  par  rapport  à  2,  ou 
abfolument  plus  petits  ,  &:  décroilfans  :  &  comme  c’eft  à  ce 
3me  terme  qu’il  fe  fait  un  changement ,  ils  ont  dû  jufques-là 
être  ou  égaux  oucroiffans,  or  il  eft  vifible  qu’ils  ne  font  pas 

1. 

égaux ,  donc  ils  font  croiffans.  Donc  A  ~T  eft  croiffante  j ufi 
qu’à  fon  3  iiC  terme  y  &  de* là  toujours  décroiffante. 
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90 


On  le  peut  voir  en  détail.  Il  efl  clair  d’abord  que 


1  >  i. 

£  £ 

3*  >  21.  Car  3 


t 

7 


=  3«>  &  21  ==  2«,  or  élevant  de 
part&d’autreàlapuiflance<5,ona31>  25, puifque  31 — ? 
&2  «8. 


Mais  4  4  <  3 s .  Car  44 


41  t 

9 


&  3 


_4 

3  ll9  or 


64 


élevant  de  part  &  d  autre  à  la  puiflance  12  >  onaf 
<81=3  .  On  le  peut  voir  tout  d’un  coup,  car  4* — z* 
<  3  T* 


£ 

y1°<44:=4ï°,  puifque  J+  =  62? 


£ 
1  O 


De  même  çT— 
ôc  4*  =  1024. 

I  _L  £  <_ 

6  6  =  6  \°  <  y  s  =====  y 30 >  puifque  6 *  =  777^ *  &  5* 


1562$ >  &  ainfi  des  autres. 


28  j.  Tous  les  termes  de  A  a  étant  décroiflans  depuis 

L  1 

3  5  y  il  fuit  que  non-feulement  00  00  eft  plus  petit  que  2  > 

£ 

mais  qu’il  l’eft  plus  que  3 5  <  2  ,  comme  on  l’a  déjà  trouvé 
(  169  ).  De-là  fuit  3  5  >  00  00  . 3  3  =  3  >  00  00  y  &  en 

»  77  00  00 

general  3  T  >  00  cô~.  Donc  3~  >  oo~ôo“==  00. 

i_  1 

Puifqu’entre  3  3  <  2  ,  &  00  00  <2&>  1  ^  il  y 
a  une  infinité  de  termes  toujours  décroiflans  >  il  faut  qu’ils 
foient  tousprefqu’égaux ,  &  nefoient  guere  que  des  Unités  9 
ce  que  l’on  verra  plus  diftinélement  dans  la  fuite. 

X 

287.  Non-feulement  les  termes  de  A  a  font  prefque 
égaux  y  mais  ils  approchent  toujours  de  plus  en  plus  d’être 

1 

entièrement  égaux.  Car  deux  termes  confécutifs  de  A  a  étant 


«  "  1  ,  ils  approchent  d’autant  plus  de  l’égalité 

N  ij 


Conjidéi 
lion  de  A 


ïoo  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
&  par  eux-mêmes  ,  &  par  leurs  expofans  ,  que  n  eft  plus 

i 

grand.  Donc  enfin  A  ~  arrive  à  deux  termes  entièrement 
égaux. 

r 

288.  Tous  les  termes  de  A  *  ,  horfmis  le  ier,  font  plus 
grands  que  1  ,  ce  qui  eft  vifible  d'abord  dans  fes  trois  iers 
termes  où  elle  eft  croiffante  ,  &  enfuite  dans  tous  les  autres 

1' 

où  elle  eft  décroiffante  ,  puifque  cc  le  moindre  de  tous, 
eft  >  1.  Son  2d  ôt  fon  3me  terme  ont  des  différences  finies 
à  1 ,  &  tous  les  autres  du  cours  décroiffant  ont  chacun  une 

1 

différence  finie  à  1  y  puifque  telle  eft  la  différence  de  00 , 

1 

le  moindre  de  tous  ,  à  1  {26 3  ).  Donc  la  fomme  de  A  a  eft 
plus  grande  d’une  différence  infinie  que  celle  de  la  fomme 
des  Unités,  qui  eft  =  oc.  D’un  autre  côté  chaque  terme. 


1  1 

de  A  *  eft  moindre  que  2.  Donc  la  fomme  de  A  *  eft  un 
Infini  moyen  entre  00  &  200. 

r 

Il  eft  aifé  de  voir  en  quoi  A  a  ,  comprifes  entre  les  mêmes. 

a  a  ^ 

extremes  que  A  00  j  lui  eft  contraire,  commet  l’était  à  A 
(  283  )• 

*  n- 

r-  1S9.  Si  de  A  on  tire  la  K"  ,  n  ayant  fucceflivemenr 

1  T  a  a  a 

'toutes  les  valeurs,  ce  qui  donnerai  '=A,A  1  qui  eft 


1  .  2 


15 .2  5  .  3 

r  i.  4 
2  4  4 

%  *3  •  4 


-  i  4 

i- _  _  1  2 

- - -  2  •  ^  .  q 

2  Y  4 

3  3 


1  00  a 

lé.  5  2  j  ôcc.  00  A  3 

00  l 


3.4  ,  &c.  00  j  .A  *  x  1  4.  2 


1 

4 


=  4.  y  4,&c.  00  4  ,  &c.  on  voit  d’abord 

a 

que  chacune  de  ces  Suites  A  "  a  des  termes  toujours  croif- 
fans  >  mais  que  d’une  Suite  à  Pautre  ils  font  toujours  moim 
idreSv  puifque  n  eft  toujours  croiffant. 
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290.  Elles  ont  toutes  vers  leur  origine  un  terme  égal  au 
terme  correfpondant  de  la  Suite  naturelle  A  ;  par  exemple  * 

a  a  a 

A  ~  a  fon  2d  terme  2  ~  égal  au  2d  de  A  *  A  T"  a  fon  3 me 
terme  égal  au  jmc  de  A *  &c.  ce  qui  arrive  néceflairement^ 

et  et 

lorfque  dans  l’expofant  “  >  a  =====  n.  Et  comme  dans  A  ~~T 

a 

on  dès  le  2 1  terme  y  dans  A  T  au  3me  >  &  toujours 

.  ••  . 

a 

ainfi  de  fuite  ,  le  terme  de  A  ~  égal  au  correfpondant  de  A  y 
avance  toujours  d’une  place  à  niefure  que  n  croît  dune  unité* 
&  le  nombre  qui  exprime  la  quantieme  eft  cette  place  y  eft  n. 

a 

D’un  autre  côté  il  efl:  vifible  que  dans  les  A  ~  tous  les  ter¬ 
mes  y  horfmis  le  ier>  qui  precedent  le  terme  égal  au  corref¬ 
pondant  dans  A  ,  font  moindres  que  leurs  correfpondans 
dans  A y  &  tous  les  termes  qui  le  fuivenr*  plus  grands.  Donc 

a ' 

plus  n  efl:  petit  >  plus  les  A~  ont  un  grand  nombre  de  ter¬ 
mes  plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  :  à c  au 

a' 

contraire  plus  n  eft  grand  ,  plus  les  A  ~  ont  un  grand  nom¬ 
bre  de  termes  plus  petits  que  leurs  correfpondans  dans  A. 

Il  faut  encore  ajouter  que  plus  n  eft  petit  *  moins 

a. 

les  termes  de  plus  petits  que  leurs  correfpondans  dans 

jr  .  *  ^ 

A  font  petits  y  &  plus  les  termes  de  A  ~  plus  grands  que 
leurs  correlpondans  dans  A  font  grands.  Au  contraire  plus  n 

a 

eft  grand ,  plus  les  termes  de  A  “T  plus  petits  que  leurs  cor- 

a 

refpondans  dans  Afo nt  petits;  &  moins  les  termes  de  A  « 
plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  font  grands. 
Il  eft  aifé  de  le  voir. 

292.  De  tout  cela  il  fuit  que  quand  ^==:00  5  ce  qui 

A  —  _  T  •  •  * 

N  uj. 


102,  El  E  MENS  DE  LA  Ge'OME'tRIE; 

a  i  2  3  1 

donne  A  ocT",  i  “ôcT  ==  i.  2  ccT.  3  00  ,  &c.  oc  °°^ 
s=  00  ,  le  terme  égal  à  un  terme  correfpondant  dans  A*,  qui 
a  toujours  avancé  d’une  place  à  mefure  que  n  croiffoit  ( 290 ) , 

a 

eft  enfin  venu  à  la  derniere  place  dans  A  «T,  que  ce  ternie 

a 

eft  00  ,  &  que  tous  les  termes  de  A  05“  moyens  entre  1  &  00 
font  moindres  que  leurs  correfpondans  dans  A ,  ôc  que  de 
plus  n  étant  alors  le  plus  grand  qu’il  puifle  être  ,  tous  ces  ter¬ 
mes  font  les  plus  petits  qu’il  foit  poflible  par  rapport  à  ces 

a 

correfpondans  félon  les  conditions  des  A  ~(  2.9  1  ).  En  effet 

2  1 

ces  termes  moyens  commençant  par  être  2 
3  JL 

3  OO  =  27  GO  =====  1  j  4 CO  ===  2$6  GO  =====  I  ,  &  tOUJOUrS 

.  n 

ainfi  de  fuite  tant  que  les  nombres  n  font  finis  (  260  ) ,  on 

a 

voit  que  tous  ces  termes  de  A~ôô~  defcendent  le  plus  bas 
que  des  nombres  puiffent  tomber  par  des  extradions  de  V. 

a 

293.  A  00  n’a  donc  que  des  termes  prefque  abfolument 

n 

égaux  à  1 ,  tant  que  n  eft  fini  ,  c’eft-à-dire ,  qu’elle  en  a  un 
nombre  fini  indéterminable ,  ou  qu’elle  féjourne  dans  le  feul 
nombre  1  pendant  une  étendue  finie  indéterminable  de  fon 
cours.  Mais  il  eft  vifible  quelle  féjourne  beaucoup  moins 

1  •  , .  .  •'  ..  ..  *  j. 

1 

dans  1  que  ne  faifoit  A  «>  ;  après  cela  elle  féjourne  dans  2 , 
mais  moins  que  dans  1  ;  dans  3  ,  moins  que  dans  2 ,  &c.  Il 
faut  donc  que  la  Suite  vers  fon  extrémité  faflTe  des  fauts,  non 
d’ordres ,  mais  de  nombres  confécutifs  de  A ,  pour  réparer  les 
longs  féjours  quelle  a  faits  dans  d’autres  nombres  confécutifs; 
&  avant  que  de  fauter,  il  faut  qu’elle  paffe.De-là  il  fuit  qu’elle 
fera  fes  féjours  ou  fes  pafiages  dans  le  Fini ,  &  fes  fauts  dans 
l’Infini, ôcqu’elle  aurabeaucoup  plus  de  termesFinis  que  d’in¬ 
finis.  Or  je  dis  quelle  n’en  aura  qu’un  nombre  fini  d’infinis,, 
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car  il  faut  que  tous  fes  termes  foient  les  plus  petits  qu’ilfoit 
pofîible  par  rapport  aux  correfpondans  dans  A  (  29 1  ) ,  or 
de  cette  maniéré  cela  eft  ainfi. 

a  a  a 

En  effet  A  doit  être  le  contraire  de  A=>  A~  Or 
* 

dans  A  le  nombre  des  Finis  eft  fini  ^  êc  celui  des  Infinis 
infini  (  282  ). 

a  a 

294.  La  1 re  des  A  ~ ,  qui  eft  A  a  fon  4me  terme 

4  Z 

4  2  5*6”  égal  au  4me  terme  de  A 1  ,  qui  eft  1 5 ,  &  en- 

fuite  tous  fes  termes  beaucoup  plus  grands  que  leurs  corref¬ 
pondans  dans  A  y  ce  qu’il  eft  aifé  de  voir.  Donc  fi  A z  11’a 

a 

qu’un  nombre  fini  de  termes  Finis ,  à  plus  forte  raifon  A~~T 
n’en  a-t-elle  auffi  qu’un  nombre  fini.  Donc  le  nombre  de 
fes  Infinis  eft  infini. 

A 

29$.  Puifque  dans  A'T'Iq  nombre  des  Finis  n’eft  que 

a 

fini  ,  6c  le  nombre  des  Infinis  infini  ,  ôc  que  dans  A  ôôT  la 

a 

dernière  des  A  ~  >  c’eft  le  contraire  (2  93)  >  dans  toutes  les 

a 

A  V  moyennes  ,  à  mefure  que  n  croît ,  le  nombre  des  Finis 
augmente ,  &  celui  des  Infinis  diminue. 

a 

2 9 $.  Mais  comme  d’une  A~  à  la  fuivante  ,  le  nombre 
desFinis  n’augmente  qu’à  proportion  de  l’augmentation  de??* 
qui  ne  croît  que  d’une  unité,  le  nombre  des  Finis  n’augmente 
que  Animent,  tant  que  n  eft  Fini  déterminable,  &  par  confe- 

a 

quent  dans  toutes  les  A~  où  n  eft  un  Fini  déterminable  «, 
le  nombre  des  Finis  n’eft  que  fini ,  mais  croiffant. 

00  ‘t 

2.9 7.  00  1  ,  dernier  terme  de  A  1  ,  étant  prefque  de 

a 

l’ordre  de  00  00 , 6c  A  *  féjournant  dans  l’ordre  du  Fini ,  où 


Conjîdértt- 

n 

tion  des  A  a . 
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elle  a  beaucoup  plus  de  termes  qu’il  ne  manque  d’ordres 

CO  a. 

00  1  pour  être  égal  à  00  e0  >  il  faut  néceffairement  que  A  * 
faute  quelques  ordres  d’infini ,  &  comme  elle  a  commencé 
par  féjourner  dans  fon  premier  ordre ,  il  faut  qu’enfuite  elle 
palfe  par  les  ordres  y  &  n’en  faute  qu’à  fon  extrémité.  Donc 

00 

C>o  1  eft  feul  de  fon  ordre  y  &  il  fait  feul  la  fomme, 

a 

2 S*  8.  Il  en  va  de  même  de  toutes  les  A  V  fuivantes  y  tant 
que  n  eft  fini. 

a 

299.  Au  contraire  dans  A  00  tous  les  termes  font  utiles 
à  la  fomme.  Elle  11’eft  que  de  l’ordre  de  00  y  puifqu  il  n  y 
a  qu’un  nombre  fini  d’infinis  de  cet  ordre  y  mais  elle  eft 
plus  grande  que  00 ,  fomme  des  Unités  y  ôc  plus  grande 
d’une  différence  infinie. 

1 

300.  Si  on  éleve  A  a  à  la  puiffance  n  qui  aura  fucceflî- 

I  2-  2 

vement  toutes  fes  valeurs  y  ce  qui  donne  A  «  y  A  a  y  1  1  • 

a  1  2  a  1  5  1  1 

2  1  ==  2.  3  ’  y  q  4  =  2.  J  'y  &C.  OO  00  .  A~  y  l\  2  Z. 

3  _4_  ±4  ±  ± 

3  5  =  3.  4  >  &c.  ooôT.  ^  -  >  1  .  2  1  =  4.  3  \  4  4 

4  w 

c==4  j  &c.  00  00  y  &c.  on  voit  d’abord  que  ces  Suites  ~ 

a 

ont  comme  les  ^  n  un  terme  égal  au  terme  correfpondant 
dans  /^jlorfque  n=ay& c  que  ce  terme  avance  toujours  d’une 
place  à  mefure  que  n  croît  d’une  unité  y  mais  qu’au  contraire 

a  n 

des  A  n  ,  tous  les  termes  des  A  a  jufqu’à  ce  terme  égal  font 

plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  y  ôc  tous  en^ 
fuite  plus  petits.  La  raifon  en  eft  claire. 

n-  00 

301.  Donc  dans  la  derniere  des  A  y  a  y  qui  eft  A  «  ,  le 
terme  égal  eft  à  la  derniere  place  ;  &  tous  les  termes  qui  le 

précèdent  | 
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précédent  ,  hormis  i  ,  le  i er  de  la  Suite  y  font  plus  grands  que 

OO  00 

leurs  correfpondans  dans  A .  En  effet  A  ~eft  i  ~  =  i . 


z  *  ,  3  —  y  &c.  oo  oo  =>  oo  y  ou  2  2  eft  non-feulement 

plus  grand  que  2  y  fon  correfpondant  dans  A  y  mais  infiniment 

00 

plus  grand  y  de  même  3  *  infiniment  plus  grand  que  3  y  &cc. 

n  ^  x 

3 02.  Comme  les  A  *  nefontquedespuiffancesde^T , 

1 

&  que  dans  A  ~  le  jmc  terme  eft  le  plus  grand  de  tous  y  & 
quelles  font  croiffantes  jufqu’à  lui y  &  de-là  décroiffantes 

n 

(284),  il  fuit  qu’il  en  va  de  même  dans  toutes  lesA~. 


» 


Donc  tant  que  le  3me  terme  de  A  *  eft  fini,  elles  n’ont  que 
des  termes  finis. 


n 


n 


303 .  Le  troifieme  terme  de  toutes  les  A  *  eft  3  s  ,qui 

1  r  OO  00 

dans  A  *  eft  3  T ,  &  dans  A  ~  y  3  c’eft-à-dire,  que 


n 


3  ?  eft  élevé  fucceiïivement  dans  les  A  *  à  toutes  les  puif- 
fances  depuis  la  puiffance  1  jufqu’à  la  puiffance  00.  Or  tant 


n 


que  n  eft  fini,  3  *  eft  une  puiffance  finie  de  3  1  ,ouun 


n 


nombre  fini  ;  donc  tant  que  n  eft  fini ,  les  A*  n’ont  que  des 
termes  finis. 


n 


304.  Donc  les  fommes  des  A  *  ne  font  alors  que  de 
l’ordre  de  00 ,  mais  croiffantes  dans  cet  ordre. 


H 


303.  Puifque  n  étant  fini ,  tous  les  termes  des  A  «  font 


n 


finis  ;  les  derniers  de  chaque  A  *  difpofés  de  fuite ,  qui  font 
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f  .v  .  f*  ,•  i  , 

t  z  1  3 

OC'  oo  j  oo~w  ,cc  “j  &c.  font  donc  finis,  &  en  général  les 

n 

OC  ‘ôô~  font  des  nombres  finis  tant  que  n  eft  fini. 

r  ^  r  n  .  n  .  ’ -  * 

306’.  Lorfque  n  efl:  devenu  quelque  nombre  Fini  indé- 

X  X 

terminabie  x  tel  que  le  3rae  terme  de  A~7 ,  qui  efl  alors  3  7  * 
foit  infini  pour  la  première  fois ,  tous  les  termes  fuivans 

n 

moindres  que  lui  font  encore  finis  ,  &  quand  dans  les  A  T 
fuivantes  quelques-uns  de  ces  Finis  deviennent  Infinis, ce  font 
îes  plus  proches  du  3me  terme ,  le  4me  d'abord,  enfuite  le 
5me,  &c.  deforte  que  c’eft  à  l’extrémité  de  ces  Suites  qu’il 
fubfifte  plus  long-temps  des  termes  finis.  Et  comme  dans  la 

00 

derniere  de  ces  Suites ,  qui  efl  A  «  ,  tous  les  termes  font  in- 

'  -  X 

(  * 

finis  ,  il  faut  que  depuis  la  ire  A  a  y  où  le  3me  terme  a  com¬ 
mencé  à  être  infini  ,  il  y  ait  infiniment  plus  de  Suites  qui 
aient  des  termes  finis  à  leur  extrémité ,  qu’il  n’y  en  a  qui 
ont  tous  leurs  termes  infinis ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  •> 
le  nombre  des  Suites  qui  ont  des  termes  finis  à  leur  extrémité 
efl  infini  ,  &  le  nombre  de  celles  qui  n’ont  que  des  termes 
infinis ,  n’eft  que  fini. 

*  *  n 

307.  Donc  les  derniers  termes  de  toutes  les  A  ~  étant 

Il  3  CO  ' 

ccoô’jCO  00  ,  co^"  ,  &c.  co  00  =  00  ;  qui  font  la  Suite 

1  • 

des  puiffances  de  oc  «T,  il  y  a  un  nombre  infini  de  ces 
puiffances ,  qui  font  finies  ,  &  un  nombre  feulement  fini  d’in¬ 
finies  5  ce  qui  efl  le  contraire  de  la  Suite  des  puiffances  de  2  <> 
de  3  ,  &c.  (228,232,  ôcc.  )  Et  cela  même  fait  voir  l’ana¬ 
logie  qui  efl  entre  la  Suite  des  puiffances  de  1  &  de  2 ,  & 

1 

celle  des  puiffances  de  ooôcT,  nombre  moyen  entre  1  &  2, 
Car  toutes  les  puiffances  de  1  en  nombre  infini  font  finies  > 
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ï 

OC  ocT  a  un  nombre  infini  de  puifiances  finies  >  6c  un  nombre 
fini  d'infinies,  2  a  un  nombre  fini  de  puifiances  finies ,  ôc  un 
infini  d’infinies.  D’ou  l’on  peut  même  conjeêturer  quentre 

\  t  t  \ 

1 

OO  cô"  ôc  2  il  y  a  quelque  nombre  qui  a  un  nombre  infini 
de  puifiances  finies ,  ôc  un  nombre  infini  égal  d’infinies.  Tou- 

1 

jours  il  réfulte  des  puifiances  de  1 ,  de  00  ôT*  &  de  qu’une 
très-petite  différence  entre  deux  nombres  fait  une  grande  dif¬ 
férence  d’ordres  entre  leurs  puifiances  00,  comme  il  a  été  dit. 

00  00 

3  o S.  Dans  A  *  le  2 d  terme  2  z  eft  infiniment  plus 
grand  que  le  ier  terme  1  ,  ôc  d’une  infinité  d’ordres  au-deflus. 

OO  L  V  _i  . 

Car  2  i  eft  2  2  élevé  à  oc;  or  2 2  eft  le  moyen  géométrique 

CO 

entre  1  ôc  2 ,  ôc  par  conféquent  2  %  •  partage  également  le 
rapport  de  1  à  2  e0  .  Or  2 00  eft  d’une  infinité  d’ordres  au- 

OO 

deflusde  1  (2 3 y),  donc  2  1  eft  de  la  moitié  de  ce  nombre 

OO  OO 

infini  d’ordres  au-deflus  de  1.3  3  ,  3me  terme  de  A  4  ,  eft 
encore  infiniment  grand  par  rapport  à  2  *  ,  mais  moins  au 

00  00  ^  ^ 

deflus  de  2  z  que  2  *  n’étoit  au-deflus  de  1.  Carj  i°.  3* 

ôc  2  1  font  deux  nombres  moyens  entre  1  &  z  ,  d’où  il  fuit 

qu’étant  élevés  à  oc  3T  >  2  2  (  242  )  eft  infiniment  plus 
grand ,  &  d’autant  plus  qu’ils  font  pris  tous  deux  dans  le  plus 
grand  de  tous  les  intervalles  géométriques  de  A ,  qui  eft  celui 

1  j 

de  1  à  2.  20.  3  t  n  eft  pas  fi  grand  par  rapport  à  2  2 ,  que 
2 1  par  rapport  à  1  ,  d’où  il  fuit  que  3  3  îfteft  pas  fi  élevé 

OO  OO 

au-deflus  de  2  *  >  que  2  au-deflus  de  1 .  Donc  dans  le 

cours  croiflântde  A  «  qui  n’eft  compofé  que  de  3  termes, 

O  ij 
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chaque  terme  difparoît  devant  fon  conféquent  y  &  le  rapport 
des  termes  eft  décroiflant. 

oo 

30p.  De  même  dans  le  cours  décroiflant  de  A  *  ,  qui 
eft  compofé  d’une  infinité  de  termes ,  leur  rapport  eft  décroît 

1 

fant ,  puifque  A  *  doit  avoir  des  rapports  décroiflans  >.ou 

1  00 

tendre  à  l’égalité  aufli-bien  que  A  «  (  287  ).  3  3  ier  terme 

00 

du  cours  décroiflant  de  A  *  étant  infiniment  plus  grand 


OQ 

que  2  »  qui  eft  d’une  infinité  d’ordres  au-deflus  de  r  (  308)* 
il  eft  donc  d’une  infinité  d’ordres  au-deflus  de  1  y  &  au-deffus 


de  00  y  dernier  terme  de  A  ~  Mais  ce  nombre  infini  d’or¬ 
es 

dres  dont  3  5  furpafle  OO  3  eft  beaucoup  moindre  que  00  , 

00 

&  doit  être  diftribué  dans  tout  le  cours  décroiflant  de  A  «  y 
qui  a  un  nombre  de  termes  =  00  —  3  =  00.  Donc  la! 
Suite  féjournera  dans  quelques  ordres  d’Infini^ôt  les  rapports 
de  fes  termes  étant  décroiflans^  ce  fera  vers  fon  extrémité 
qu’elle  féjournera  >  &  à  fon  extrémité  même  qu’elle  fera  Ion 
plus  longféjour qui  fera  dans  l'ordre,  de  oo»  Et  quand  même 
ce  féjour  feroit  infini ,  ce  qui  éleveroit  à  Tordre  de  00 1  la 
fomme  des  termes  de  ce  dernier  ordre  ,  elle  difparoîtroit  de¬ 
vant  des  Infinis  fupérieurs  *  qui  difparoîtront  devant  d’autres 
Infinis  fupérieurs  &  précédens,  &  toute  la  fomme  du  cours 

00 

décroiflant  de  A  *  y  aufli-bien  que  celle  du  cours  croiflanî 

00 

(  308  )  y  ne  fera  que  3  3  y  3me  terme  de  la  Suite. 


Confîdéra - 
iion  de  la  pro - 
grejfton  géo¬ 
métrique  G 
correfpon— 
dmte  k  A» 


310.  Soit  maintenant  entre  1  &  00  y  termes  extremes 
de  A  y  la  progreflion  géométrique  G  y  compofée  du  même 

1  i. 

nombre  de  termes ,  &  qui  eft  -11  i ,  oo  lô,.  oo  >  &c. 
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'  60 

CO  00  =  oc  On  fçait  déjà  quil  n’y  a  aucun  de  fes  termes 
qui  foit  infiniment  grand  par  rapport  à  fon  antécédent  (  1 6 5), 

r 

&  que  G  ,  qui  eft  la  Suite  des  puififances  de  00  00  n’a  qu’un 
nombre  fini  d’infinis  à  Ton  extrémité ,  &  un  nombre  infini 
de  Finis  depuis  fon  origine  (307).  On  peut  voir  auffî  dune 
autre  maniéré  cette  derniere  vérité.  G  partage  le  plus  inéga¬ 
lement  qu’il  fe  puiffe ,  Fintervalle  entre  1  &  00  que  A  par- 
tage  également  (  7 1  ) ,  donc  G  n’introduit  pas  dans  cet  inter¬ 
valle  une  infinité  tant  de  Finis  que  d’infinis,  car  elle  le  par- 
tageroit  comme  fait  A .  Elle  n’y  introduit  pas  non  plus  un 
nombre  fini  de  Finis ,  &  un  infini  d’infinis;  car  alors  elle 
auroit  au  moins  quelques  termes  moyens  plus  grands  &  infi¬ 
niment  plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A ,  ce  qui 
eft  impoflible  (  66).  Donc  elle  introduit  dans  cet  intervalle 
une  infinité  de  Finis ,  &  un  nombre  feulement  fini  d’infinis* 
ce  qui  eft  la  feule  maniéré  pofiible  de  le  partager  le  plus  in¬ 
également  par  rapport  à  celle  dont  A  le  partage. 

3  î  1.  On  fait  que  dans  toute  Suite  croiffante  le  dernier 
terme  moins  le  premier  eft  la  fomme  des  différences  de  tous 
les  termes  de  la  Suite  /donc  dans  A  ôc  dans  G  00  —  1  ,  où 
00  eft  la  fomme  des  différences  de  A  ôc  de  G,  &  à  caufe  de 
l’oppofirion  de  ces  deux  progreffions,  il  doit  être  cette  fomme 
des  deux  maniérés  les  plus  oppofées  qu’il  fe  puiffe,  où  étant 
la  fomme  d’une  infinité  de  différences  finies  égales ,  ce  qu’il 
eft  certainement  dans  A ,  ou  étant  la  fomme  de  différences 
croiffantes ,  les  unes  finies  en  nombre  infini,  les  autres  infi¬ 
nies  en  nombre  feulement  fini,  ce  qu’il  doit  donc  être  dans  G. 
Or  les  différences  finies  ne  feront  qu’entre  des  termes  Finis 
du  côté  de  l’origine  ^  &  les  infinies  entre  des  Infinis  à  l’ex¬ 
trémité.  Donc  >  &c» 

312.  La  fomme  des  différences  de  A  &  de  G  étant  la 
même  ^  il  faut  que  puifqu’il  entre  des  Finis  dans  l’une  &  dans 
l’autre ,  &.  des  Infinis  dans  celle  des  différences  de  G  feule¬ 
ment,  il  y  ait  en  récompenfe  dans  celle-ci 


des  Finis  beaucoup 

n  •  ••  ** 

0  uj, 
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plus  petits  que  dans  celle  des  différences  de  A.  Et  comme 
les  plus  petits  Finis  de  la  progreffion  des  différences  de  G 
font  à  fon  origine  *  ôc  que  toutes  les  différences  de  A  font 
des  Unités  *  il  faut  que  les  premières  différences  de  G  foient 
beaucoup  plus  petites  que  i.  En  effet  on  a  toujours  trouvé 

i  _  _ i 

CO  ^beaucoup  moindre  que  2  ,  ôc  par  conféquent  00  00  de 

1 

bien  peu  plus  grand  que  1.  Donc  ocœ" —  1  y  première 
différence  de  Gy  eft  une  fra&ion  ;  dont  1  étant  le  numérateur, 
le  dénominateur  doit  être  un  fort  grand  nombre *  mais  in- 

1 

connu  ,  qu’on  peut  appeller  x ,  &  la  fraêtion  fera  T. 

313.  La  fomme  de  G  ne  peut  donc  être  qu’un  Infini  de 
l’ordre  de  00 ,  &  tous  les  Finis  y  feront  utiles.  En  effet  félon 

n  1 

la  Formule  / m.~JLp  a  étant  ici  =  1  y  m  =  ce  "ST,  n  —  OC* 

m  —  1 

v  00  1 
on  a  pour  la  fomme  de  G  — ^ - .  c=  00  divifé  par  "T  * 

CO 

00  — 1 

Rapport  des  (3 1 2 )  =  x  CO,  x  étant  un  grand  nombre  fini. 

fomme  s  de  A.  ^  i 

&deG,  314.  Donc  la  fomme  de  A  eft  à  celle  de  G  :  :  T . x  OO  . 
:  :  oc.  2  x . 

315*.  O11  voit  par-là  la  confirmation  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  l’art.  8r  ,  que  l’augmentation  de  b  par  rapport* à  a  * 
augmente  plus  le  rapport  de  la  fomme  de  la  progreffion  arith¬ 
métique  à  la  fomme  de  la  progreffion  géométrique  y  que  ne 
fait  l’augmentation  de  n.  Car  ici  n  étant  =  co  auffi-bien 
que  b  y  f i  n  augmentoit  infiniment  le  rapport  de  la  fomme 
de  A  à  celle  de  G ,  auffi-bien  que  b  l’a  augmenté  infiniment , 
la  fomme  de  A  feroit  de  deux  ordres  au-deffus  de  celle  de  G , 
or  elle  n’eft  que  d’un  ordre  au-deffus. 

31 6.  Il  eft  bon  d’approfondir  davantage  cette  matière* 
dont  la  connoiffance  confirmera  des  chofes  qui  ont  été  dites  * 
ôc  fervira  pour  d’autres  qui  viendront. 

En  général  les  fouîmes  des  deux  progreffions  correfpon- 


de  l’Infini.  Partie  I.  Seci.  III.  j  ;  j, 
dantes , l’une  arithmétique ,  l’autre  géométrique ,  font 


b»  —  i - —a  n  1 


Si  b  eft  infini  par  rapport  à  a ,  n  étant  fini ,  ces  deux 

n 

fommes  fe  réduifent  à  ~  &  £ll  ==  b.  Donc  elles  font 

i 

b™ 

:  :  hn  .  b  :  :  n.  1* 

"  •»  v  ■ 

t 

Si  alors  n  —  3  ,  ce  qui  eft  fa  moindre  valeur  poffîble ,  & 
a  —  i  ,  comme  on  l’a  toujours  fuppofé ,  on  a  pour  la  pro-, 

CO  3  OQ 

grelfion  A  ~  i.  co ,  dont  la  Tomme  eft  a  y  &  pour  G 

on  a  -TT-  i.  ooT.  oo  >  dont  la  Tomme  eft  oc.  Or  ces  deux 
Tommes  font  ::  3.  2  ::  w.  2. 

CO  lOO  ;  00 

Si w  t=  4  j  on  a  ~  1  •  3  •  3  .  3  ^  dont  la  Tomme 

1  1  1 

eft  200 ,  &  G  1.  co3.  co3.  00  3  ,  dont  la  Tomme  eft 
CO  ,  &  ces  deux  Tommes  font  :  :  2.  1  :  :  n  =>  4.  2. 

Il  en  ira  de  même  de  toutes  les  valeurs  fucceffives  de  n 
fini.  Dans  toutes  les  A  >  tous  les  termes  feront  utiles  à  la 
fomme  ,  horTmis  le  premier  >  &  dans  toutes  les  G  le  dernier 
terme  Teul  fera  la  Tomme  ,  ce  qui  confirme  toute  la  Théorie 
des  Infinis  radicaux ,  car  s’ils  ne  difparoiffoient  pas ,  comme 

il  a  été  dit ,  devant  les  Infinis  potentiels  ,  le  rapport  des 
deux  fommes  Teroit  faux ,  quoique  démontré  par  le  calcul. 

317.  Il  n’eft  pas  poffible  que  fi  n  continue  de  croître  juC 
qu’à  devenir  infini  ^  le  rapport  des  Tommes  de  A  &  de  G  ne 
devienne  infini  >  lorfque  n  fera  =  co ,  mais  il  ne  devient  pas 
celui  de  00  à  z  *  comme  on  pourroit  le  conjecturer  d  abord. 

X 

La  raifon  en  eft  que  tant  que  n  eft  fini ,  la  grandeur  a  * 

: 

s=  1  difpatoît  devant  b  ~dans  le  dénominateur  de  la  fomme 


A  12 

w 


Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

I 

de  G,  car  alors  bn~l  eft  quelque  Infini  radical,  mais  dès 
que  n  eft  le  plus  petit  oC  poffible ,  on  a  pour  la  fomme  de  G 


où  i  ne  difparoît  plus  devant 


OC  —  1 

CO  — * 

 00 

1 

I 

OC  J 

ce 

00  — 1 

I 

00  — 1 

oc  oc  qui  eft  fini,  &  plus  grand  que  oo00.  Car  fi  l’on 

I  T 

conçoit  que  dans  oc  n  ,  n  augmente  toujours ,  OC n  ne  fera 

j.  i 

infini  que  tant  que  n  fera  fini,  &  qu’on  aura  oc  1 ,  ou  oc5  &C. 

i 

&  tous  les  oc00  feront  finis.  Le  rapport  de  la  fomme  de  A  à 
celle  de  G,  qui  étoitle  rapport  déterminé  d  en  à  2,  tant  que» 
étoit  fini ,  change  donc  quand  n  =  oÇ. 

1 

cc^eft  donc  un  nombre  fini,  toujours  décroiflant  à  me- 
fure  que  n  eft  un  plus  grand  oC  ,  &  la  fomme  de  G  en  eft 
toujours  d’autant  plus  grande ,  ce  qui  doit  être ,  ôc  n’empêche 
pas  qu’elle  ne  foit  toujours  moins  grande ,  ôc  même  infiniment 
moins  grande  que  celle  des  correfpondantes  A . 

r  s 

Quand  oc°c  en  décroiflant  toujours  devient  =====  2  ,  on 

1 

a  pour  la  fomme  de  G  ~  ===  oo ,  mais  après  cela  ©O  °c 

z 

continuant  à  décroître  pour  devenir  oc00  prefque  égala  1  * 
les  fommes  des  G  font  oc  divifé  par  des  fra&ions  ,  ou  mul¬ 
tiplié  par  les  dénominateurs  de  ces  fraâions  ,  ôt  par  confé- 
quent  ces  fommes  font  encore  croilfantes ,  ce  qui  donne  enfin 

- ^ - =*00. 

CO 

[00  —  I 

3 1 8  Le  rapport  de  la  fomme  de  A  à  celle  de  G  ayant 
été  celui  de  n  à  2  ,  tant  que  n  a  été  fini ,  deforte  que  fi  cela 
eût  continué ,  le  rapport  de  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  à 
la  fomme  diç  la  progreflion  géométrique  correfpondante  eût 

ét£ 


de  l’  I N  F  i  N  î.  Partie  I.  Seff.  HL 
été  celui  decoà2(5i7),ôcce  dernier  rapport  n'étant  que 
celui  de  CO  à  2  x  (  3  1 4)  ,  moindre  que  celui  de  OO  à  2  *  il 
s’enfuit  que  le  rapport  de  la  fomme  de  A  à  celle  de  G  a  été 
d’abord  en  croiflant  comme  n ,  qu’enfuite  il  a  crû  moins  que  n, 
que  dans  un  certain  endroit,  ou  pour  une  A  ôc  une  G  corres¬ 
pondante  ,  il  a  été  le  plus  grand  qu’il  pût  être,  ôc  qu’alors  il 
a  été  celui  de  00  à  2 ,  lî  cela  a  été  pollible.  Or  cela  l  a  été  7 

00  00 

quand  la  fomme  de  A  a  été  en  général  7 “,ôc  celle  de  G 
c’eft-à-dite ,  quand  la  fomme  de  A  a  été  une  certaine  partie  m 

t  ce z  n  r  lt  ,  A 

de  T" ,  fomme  de  la  Suite  naturelle,  &  quand  en  même- 

1 

temps  dans  la  fomme - ^ - ,  co  00  —  i  a  été  =  m.  Or 

CO  00  — ï 

m  étant  un  nombre  indéterminé ,  il  a  une  infinité  de  valeurs 
qui  donneroient  ce  rapport  de  GO  à  2  ,  ôc  il  arriveroit  une 
infinité  de  fois  que  les  Sommes  de  A  ôc  de  G  auroient  ce 
rapport  :  mais  certainement  cela  n’arrive  qu’une  fois ,  ÔC  il 
faut  déterminer  quelle  eft  alors  la  valeur  de  m. 

Quand  cela  arrive  ,  le  rapport  des  Sommes  de  A  ôc  de  G 
eft  le  plus  grand  qu’il  fe  puilfe ,  Ôc  par  conféquent  la  fomme 

CO1 

de  la  progreftion  arithmétique ,  qui  eft  77" ,  eft  la  plus  appro¬ 
chante  qu’il  fe  puifle  de  la  fomme  de  la  Suite  naturelle ,  ou , 
ce  qui  eft  le  même ,  m  eft  le  moindre  nombre  poflible.  Or  il 

00 1  00 

ne  peut  être  moindre  que  1  >  donc  alors  on  a  ~ ,  ôc  i  ,çc 
qui  donne  pour  les  deux  Sommes  le  rapport  de  CO  à  2. 

31p.  Quand  la  fomme  de  A  eft  =  elle  eft  la  fomme 
de  la  progreftion  arithmétique  des  Pairs  ou  des  impairs ,  qui 

eft—.  Donc  le  nombre  des  termes  eft  alors  n  =  ~  y  Ôc 
c’eft  quand  n  a  cette  valeur ,  ou  qu’il  eft  à  la  moitié  de  toutes 
fes  valeurs  fucceftives ,  que  l’on  a  pour  les  deux  Sommes  de  A 


ii4  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
&  de  G  le  rapport  de  oo  à  2  ?  qui  eft  leur  plus  grand  rap¬ 
port  poftible. 

320.  On  voit  que  la  Suite  naturelle  A  ôc  la  correfpon- 
dante  G  font  d’une  nature  toute  oppofée  *  non-feulement  en 
ce  que  l’une  eft  une  progreffion  arithmétique ,  &  l’autre  une 
géométrique  ?  mais  en  ce  que  i°  A  a  une  infinité  tant  de 
termes  Finis  que  d'infinis  ,  &  G  une  infinité  de  Finis ,  ôc  un 
nombre  feulement  fini  d’infinis  >  20.  tous  les  Finis  de  G  > 


n 


horfmis  1 ,  font  des  \A  de  CO  abfolument  inconnues  ^  <3e 
par-là  même  les  Infinis  de  G  font  encore  plus  inconnus  que 
ceux  de  A . 

321.  Les  numérateurs  des  expofans  des  termes  de  G 
étant  la  Suite  des  nombres  naturels  ,  il  y  a  de  ces  numérateurs 
de  trois  efpeces >  des  Finis  déterminables  n,  des  indétermina- 

n 

blés  x  >  &  des  oC.  O11  a  donc  outre  les  OC  00  une  infinité 

OC 


tant  de  oc  00  que  de  00  ,  qui  font  des  nombres  finis  ;  & 

cC 

il  n’y  a  qu’un  nombre  fini  de  00  00  qui  foient  Infinis.  On 
verra  encore  mieux  par  le  raifonnement  fuivant ,  comment 
cela  fe  fait,  oc  élevé  à  une  puiffance  dont  fexpofant  foit  une 
fradion  pure ,  comme  toutes  celles  dont  il  s’agit  ici ,  eft  élevé 
autant  de  fois  qu’il  y  a  d’unités  dans  le  numérateur  de  la  frac¬ 
tion  ,  &  abaiffé  autant  de  fois  qu’il  y  a  d’unités  dans  le  dé¬ 
nominateur  :  car  le  numérateur  exprime  une  puiffance  par¬ 
faite  ,  &  le  dénominateur  une  V .  Si  00  eft  Animent  élevé 
par  le  numérateur  de  fon  expofant  >  &  Animent  abaifié  par 
le  dénominateur  3  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  fi  le  nombre  des 
imités  tant  du  numérateur  que  du  dénominateur  >  n’eft  que 
fini  y  quelque  différens  que  foient  ces  deux  nombres  entr’eux, 
oc  n’a  point  reçu  de  changement  quant  à  l’ordre  ,  &  il  refte 

dans  celui  dont  il  étoit.De-là  vient  que  tous  les  oc1  >  ocT  > 
&c.  font  des  Infinis.  Mais  li  00  eft  Animent  élevé  par  le 


de  L5 In  fini.  Partie  /.  Seâï.  ITL  1 1 y 

numérateur  de  Ton  expofant  *  &  infiniment  abaiffé  par  le  dé¬ 
nominateur,  il  fort  de  fon  ordre,  ôc  tombe  dans  celui  du  Fini, 

n  x 

donc  tous  les  co  00  &  les  oo  00  font  des  nombres  finis  >  ôc 

oc 

même  tous  les  00  00  ,  tant  que  oC  a  une  différence  infinie 
à  co  y  Ôc  que  par  conféquent  il  a  une  infinité  d’unités  moins 
•que  00.  Or  il  y  a  une  infinité  de  oC  qui  ont  une  différence 
infinie  à  00 ,  ôc  il  ny  en  a  qu’un  nombre  fini  qui  aient  à  CO 
une  différence  finie  (184).  Donc*  ôcc. 


Pij 


lis 
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K?ent  petit. 


SECTION  IV. 

De  la  Grandeur  infiniment  petite* 

ce  quec'efl  322  J  |  ^  O  ute  grandeur  a  infiniment  moins  grande 
que  nnfim -  Jp  que  ^  ^  eft  infiniment  petite  par  rapport  à  elle. 

Ainfi  i  ou  tout  nombre  fini  eft  infiniment  petit  par  rapport 

à  co,  oo  l’eft  par  rapport  à  oc2,,  &c.  oc^ par  rapporta 

OC'  ?  y  ôc  c.  Mais  ce  ne  font  pas  là  les  grandeurs  que  l’on  appelle 
proprement  ou  abfolument  infiniment  petites.  Ce  ne  font  que 
celles  qui  le  font  par  rapport  au  Fini ,  ôc  il  faut  que  nous  en 
prouvions  l’exiftence. 

323.  La  preuve  de  fart.  82  porte  également  fur  la  pofli- 
bilité  de  la  diminution  infinie  de  la  grandeur  finie  >  ôc  fur  la 
poffibilité  de  fon  augmentation  infinie ,  ôc  tout  ce  qui  a  été 
dit  enfuite  fur  l’augmentation  y  s’applique  de  foi-même  à  la 
diminution.  Donc  puifque  la  grandeur  infiniment  grande  efl: 
ia  grandeur  finie  que  Ton  a  conçue  comme  infiniment  aug¬ 
mentée  >  f  infiniment  petite  doit  être  la  même  grandeur  finie 
que  l’on  concevra  comme  infiniment  diminuée. 

I  3  24.  1  érant  pris  pour  reprefenter  en  général  la  grandeur 
fin  ie  j  plus  le  nombre  par  lequel  je  le  divife  efl:  grand ,  plus 
je  le  diminue  ^  deforte  que  \ }  ôcc.  font  des  grandeurs 

toujours  décroisantes.  Donc  à  la  fin^“  fera  une  grandeur 
infiniment  petite  ;  ou  ?  ce  qui  efl  la  même  chofe^f  Infiniment 
|>etit  efl  une  partie  du  Fini  réfutante  d’une  divilion  pouflTée 
a  l’infini ,  ou  une  partie  infinitieme  du  Fini;  comme  1  efl  une 
partie  infinitieme  de  oc. 

327.  Donc  l’Infiniment  petit  efl  eiTentiellement  une 
fraêtion;  mais  infiniment  petite ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même; 
Une  fradion  dont  le  numérateur  efl  fini  ;  ôc  le  dénominateur 
infini.  Et  l'Infini  efl  un  entier  infiniment  grand;,  dont  le  Fini 
n’eft  qu’une  partie  infinitieme. 

1 

326,  Donc  — 


O.Ol 


QO  4 


X .  OO.». 
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327.  Et  puifque  1  ,  quoiqu' in  fini  ment  petit  pat  rapport 

1 

à  CO ,  eft  grandeur  en  lui-même ,  9  quoiqu’infiniment 

petit  par  rapport  à  1  ^  eft  aufti  grandeur  en  lui-même. 

•  1 

328.  Donc  ^  peut  être  encore  infiniment  divifé,  ce 

1  .  1 

qui  donnera  — repartie  infinitieme  de  £7-,  ou  infiniment 


Que  V Infi¬ 
niment  petiû 

oh  2-  e[i 
00 

grandeur» 

Ordres  h 
V Infini  a  Infi¬ 
niment  petits» 


petit  de  Pinfiniment  petit  ,  &  Pon  aura  encore  — 
1.  OC2'. 


3251.  Et  comme  cela  n’a  point  de  fin,  on  aura  r. 

1  r  i  1 

ooW.^  9  &c.  oo00  ,  c’eft-à-dire ,  autant  d’ordres  d’in¬ 
finiment  petits  qui  s’abaififeront  à  l’infini  au-  deffous  de  1 ,  que 

l’on  a  vu  d'ordres  d’infinis  qui  s’élevoient  à  l’infini  au-deffus 

de  1 . 

1  11 

330.  Toutes  ces  grandeurs  oT  ,  9  ^  9  &c.  quoique 

toujours  infiniment  plus  petites  ,  feront  toujours  grandeurs 
(327&328  )>  &  même  — l — ,  quoiqu’une  infinité  de  fois 

00 

infiniment  plus  petite  que  1. 

3  z  1.  Il  eft  vifible  que  la  Suite  — .  — ; ,  &c.  53“  eft  la 

j  j  x  00  9  00  *  '  00 

1 

Suite  des  puifiances  de  êc  par  conféquent  progrefiion 
géométrique. 

332.  Dans  le  Fini  les  élévations  aux  puifiances  augmen¬ 
tent  de  grandeur  les  nombres  entiers.,  ôc  diminuent  les  frac¬ 
tions.  Dans  l’Infini  ces  mêmes  élévations  doivent  augmenter 
ou  diminuer  les  grandeurs  de  grandeur  Ôc  d’ordre  en  même- 
temps.  Mais,  dans  Pinfiniment  grand,  elles  augmentent  les 
grandeurs  de  grandeur  6c  d'ordre ,  parce  que  les  grandeurs 
infinies  font  des  entiers,  ôc  dans  l’Infiniment  petit  elles  dimi¬ 
nuent  les  grandeurs  de  grandeur  6c  d’ordre  ,  parce  que  les 
Infiniment  petits  font  des  fradions  (  3  2  y.  ) 

333.  Donc  auffi,  pourfuivre  cette  analogie ,  puifque  les 
extradions  de  racines  diminuent  de  grandeur  les  entiers  dans 

P  11; 


I 


Comment 
different  ~ 
&  o. 


1 1  8  Elemens  de  la  G  e'o  m  e't  r  i  e 
le  Fini ,  &  augmentent  degrandeurles  fractions  ,  &  que  dans 
l’infiniment  grand  elles  diminuent  les  grandeurs  de  grandeur 
&  d’ordre ,  il  faut  que  dans  rinfiniment  petit  elles  augmen¬ 
tent  les  grandeurs  de  grandeur  &  d’ordre.  Mais  ces  ordres  ne 
font  que  radicaux. 

33^.  Tout  cela  fe  conclura  encore  de  ce  que  l’on  aura 


toujours 

’  GO 


00 


m  n 

m  :  :  OC  .  co  .  m  &  n  étant  des  nombres 


quelconques  entiers  ou  rompus.  Ainfi  les  rapports  de  tous 
les  Infinis  ,  foit  potentiels ,  foit  radicaux  ;  ayant  été  traités ,  il 
feroit  inutile  de  s’arrêter  à  ceux  des  Infiniment  petits  quel¬ 
conques  ,  qui  ne  font  que  la  mêrçie  chofe  renverfée. 

3  3  y.  De  tout  ce  qui  a  été  dit ,  il  fuit  que 


O.  I  + 


GO 


1  j  ou«+^- 


a. 


2°. 


n 


00 


00 


n  -j—  I 


00 


- i - 1 - L--  = - i - . 

•f  1  j _  1 

n-\—  1  °C  n  w  4—  1 

OO  CO 

33  6.  Si  Ton  change  la  Suite  naturelle  des  nombres  en¬ 
tiers  en  une  Suite  de  fra&ions ,  qui  auront  toutes  1  pour 
numérateur,  ôc  pour  dénominateurs  les  nombres  naturels, ce 
qui  donnera  la  progreflion  harmonique  \  y  ~9  ôcc.  on 

voit  que  cette  Suite  toujours  décroiffante  aboutira  à  ^  ,  qui 

1 

pourra  être  pris  pour  zéro  >  non  pour  zéro  abfolu ,  carier  efl: 
toujours  grandeur  en  lui-même,  mais  pour  zéro  relatif ,  c’eft- 
à-dire ,  par  rapport  à  toute  grandeur  finie ,  quelque  petite 
qu’elle  foit. 

337.  En  prenant  o  pour  abfolu  ,  on  ne  peut  dire  ni  \  > 
ni  h  >  car  le  pur  rien  &  la  grandeur  n’ont  nul  rapport  géo¬ 
métrique  ,  ni  même  | ■  =  1 ,  car  il  n’eft  point  vrai ,  exactement 
parlant,  que  le  pur  rien  foit  une  fois  dans  le  pur  rien.  Mais 

en  prenant  o  pour  relatif,  ou  o  =  on  peut  dire  ce 

qui  eft  le  rapport  géométrique  de  JL  à  1  ,  ou  d’une  partie 


de  l’Infini.  Partie  I.  SeÏÏ.  ÎV.  j  i  p 
infiniment  petite  à  fon  Tout.  On  peut  dire  *  ,  ce  qui  eft  le 

rapport  de  i  à  ~ ,  ou  d’un  T out  à  fa  partie  infiniment  petite  , 
ôc  enfin  | ,  ce  qui  eft  le  rapport  d’un  Infiniment  petit  à  lui- 
même^  ou  i. 

338.  Donc  o  étant  pris  pour  relatif  ,  7  —  y  &  ~ 
=  00.  Et  en  effet  f  eft  — ■  divifé  par  i,  ou  &  Jeft  1 

OO 

divifé  par  ce  qui  eft  ~  —  GO. 

335).  On  peut  exprimer  \  Amplement  par  o,  &  alors 

ce  o  ,  puifqu’il  eft  relatif,  &  =^>efteflentiellement  une 
fraélion ,  quoiqu’il  n’en  ait  pas  la  forme,  &  ^ ,  qui  ne  peut 
être  exprimé  autrement,  en  faifant  entrer  o  dans  l’expreftion* 
eft  un  entier  =  00  quoiqu’il  ait  la  forme  d’une  fraction. 

340.  o  abfolu ,  &  o  relatif  =  peuvent  par  une  efpece 

d’accident  venir  à  faire  le  même  effet,  quoiqu’ils  foient  en 
eux-mêmes  effentiellement  différens.  Ainfi  dans  a°  l’expo- 

T 

fant  o  étant  abfolu,  aQ  —  1  ,  &  d’un  autre  côté  a~ôô  —  1 
(  2  60). 

341.  A  plus  forte  raifon  o  abfolu  &  o  relatif  =  — 
feront-ils  des  effets  différens,  comme  ils  en  font  dans  oo° 

1  1 

s=  1  (  1 10) ,  &  dans  00  00  grandeur  finie  plus  grande  que  1 
(1 66).  oo°  eft  une  grandeur  qui  n’a  été  ,  ni  n’a  pu  être 
absolument  formée  par  aucune  multiplication  ,  &  par  confié- 

1 

quent  1 ,  &  co  «T  eft  l’Infini  dont  on  tire  une  racine  infini¬ 
ment  petite  par  rapport  à  lui ,  mais  non  pas  nulle. 

o 

342.  Si  l’on  veut  favoir  ce  que  ce  feroit  que  a,  il 

o 

faut  confidérer  que  Va  ne  peut  être  que  la  derniere  d’une 
Suite  infinie  de  /  décroifiantes  de  ay  qui  feroient  par  confié- 

i_  1  1 

quent  ai  , æ4,&c.  Or  la  Suite  de  ces  expofans  aboutit 
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à  ^(356)  qui  eft  un  o  relatif.  Donc  dans  Texpreffion  V  a , 

0 

o  ne  peut  être  que  relatif  Donc  V'  a  z=z  a  =  i. 

n  * 

343.  Dans  le  calcul  V  a  eft  toujours  =  a  ~  ,  &  de-là 

0  1 

il  femble  qu’il  devroit  s’enfuivre  V'  a  •=>  a  Mais  ce  qui 

1  1 

fait  que  cela  ne  s’enfuit  pas,c’eft  que  dans  a  ~ eft 

toujours  une  fra&ion ,  or  ^  n’en  eft  pas  une  {339)  y  &  au 
contraire  o  relatif  en  eft  une. 

344.  Par  la  même  raifon  a  z  —  a°°  . 

t 

345'.  La  fuite  infinie  de  toutes  les  confécutives  deôô“> 

qui  eft  — —  ,  ~^—r  y  ôcc.  eft  croiffante  (  3  3  3  )  y  &  elle  aboutit 

—  — . 

00  \  00 3 

1 

à  — Or  oc^  eft  une  grandeur  finie  plus  grande  que  r } 

00  v 

&  moindre  que  2.  Donc  — eft  une  fraêtion  finie  ,  &C 

"oo 

00 

I 

toute  la  Suite  des  KSTeftcomprife  dans  le  feul  ordre  poten¬ 
tiel  qui  eft  entre  i;  comme  celle  des  V  oc  eft  con> 
prife  dans  Tordre  correfpondant  qui  eft  entre  1  ôc  oc. 

Quelles  font  34^*  Tout  ce  qui  a  été  dit  depuis  l’art.  \  6i  jufqu’au 

les  parties  fur  la  divifion  d’un  Tout  infini,  ou  en  général  d’un  Tout 

'd^unTout  quelconque  en  un  nombre  infini  de  parties  égales  ou  inégales, 
fini.  s’applique  ici  de  foi-même  à  la  divifion  d’un  Tout  fini.  Ainli 
fi  un  Tout  fini  eft  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales  y 
elles  font  toutes  infiniment  petites  &  de  Tordre  de  J__  ;  files 

unes  font  finies ,  &  les  autres  infiniment  petites ,  il  n’y  en  a 
qü^un  nombre  fini  de  finies ,  ôc  une  infinité  d’infiniment  pe¬ 
tites.  Il  en  iroit  de  même  d’un  Tout  qui  feroit  ~  ou  &c, 

347* 


Confident* 


de  l’Infini.  Partie  1.  Seti.  IV.  ntf 
347.  Le  rapport  arithmétique  de  1  à  -j-  étant  1  }  puifque 

.  n  1.  ,r  .  n  ,  tlon  de  lapro- 

I  - —  J_=  I  (  335  )  y  fi  on  divile  ce  rapport  en  une  infinité  greffon arûh- 

00  /  • 
î  .  /  1  f  rr  •  \  '  mettauc  com<* 

de  parties  égalés,  on  aura  donc  une  progrefiion  arithmétique  pufe  emr* 
comprife  entre  -L  ôc  i ,  dont  toutes  les  différences  feront  &  l- 

infiniment  petites  ,  ôc  qui  fera  ~  .  --  ,  &c.  — 


00  00 


c’eft-à-dire ,  que  ce  feront  tous  les  termes  de  la  Suite  natu¬ 
relle  divifés  chacun  par  oc  ,  ou  dont  on  prendra  la  partie 
infinitieme.  Donc  tant  que  les  termes  de  la  Suite  naturelle 
feront  finis, ceux  de  la  nouvelle  progrefïion  feront  infiniment 
petits;  ôc  quand  les  termes  de  la  Suite  naturelle  feront  infinis  , 
ceux  de  la  nouvelle  progrefiion  feront  finis. 

34S.  11  y  aura  donc  dans  cette  nouvelle  progrefiion  une 
infinité  de  termes  finis  ,  qui  n’auront  chacun  à  celui  qui  le 
fuivra  ,  qu’une  différence  infiniment  petite  ôc  ==  ~  ,  & 

comme  cette  différence  ne  fera  pas  à  compter  par  rapport  à 
eux  y  ils  feront  égaux  à  cet  égard ,  &  ne  le  feront  pourtant 
pas  à  la  rigueur ,  puifqu’ils  feront  termes  d’une  grogrefïïon 
toujours  croiffante.  C’eft  ainfi  que  des  grandeurs  peuvent  être 
égales  en  un  fens  y  ôc  inégales  en  un  autre ,  félon  ce  qui  avoit 
été  entrevu  dans  l’art.  26  3.  Cela  fe  trouve  toujours  en  géné¬ 
ral,  quand  elles  font  croi  fiant  es  ou  décroiflfantes,  ôc  que  leurs 
différences,  qui  font  leurs  accroiffemens  ou  décroiffemens, 
font  d’un  ordre  inférieur  à  elles. 

349.  Les  termes  de  la  Suite  naturelle  étant  des  n  finis 
déterminables,  des  x  finis  indéterminables ,  6c  des  oC 5 tous 
les  —  ôc  JL  de  la  —  -JL  ,  —  ,  6cc.  feront  infiniment  petits , 

00  00  •  00  00  L 

&  tous  les  —  finis  6c  des  fraêlions  moindres  que  1  (  188  ) 

00  A 

jufqu’à  ce  qu  enfin  la  progrefiion  fe  termine  par  1.  Et  eu 
effet  félon  la  formule  2a  -4-  r$Ên  — - 1  x  JL  (  77  ) ,  la  fomme 


de  cette  progrefiion  eft 


00 


-4-  —  x  cc  x 

QO 


OO 


-H  ï 


00 


Conjidértt- 
lion  de  la 
frcgrejfîon 
géométrique 
comprife  en - 
ire  JL  &  i . 

O© 
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x _ c—J*L9  ce  qui  marque  bien  que  cette  progreffion  a  une 

infinité  de  termes  finis  ,  ôc  moindres  que  i  ,  puifque  la  Suite 
infinie  des  Unités  a  une  fomme  =  oo. 

3  yo.  Il  faut  donc  concevoir  que  comme  dans  cette  pro¬ 
greffion  une  infinité  de  termes  finis  font  égaux  &  croiffans, 
parce  qu’ils  croiffent  infiniment  peu  ,  ainfi  les  termes  de  la 


Suite 


00 


00 


J  00  ,  ôte.  oo00  de lart.  260,  Sa  ceux 


*  *  00 

de  la  Suite  1  00  y  2  00  ,  3  œ  ,  ôte.  oc 00  ==  oc  de  l’art. 
291.  font  égaux  ôt  croiffans  tant  qu’ils  n’ont  que  des  diffé¬ 
rences  infiniment  petites  par  rapport  à  eux  ,  ce  qui  leve  toute 
la  difficulté  de  fart.  263.,  ôc  explique  pleinement  fart.  18  6* 

1 

3  ji.  Donc  a^°  =3  i  ne  l’eft  pas  exaflement  ôc  à  la 
rigueur ,  mais  feulement  parce  que  fa  différence  à  1  eft  infi¬ 
niment  petite,  ôc  plus  a  eft  grand,  plus  cette  différence  infi¬ 
niment  petite  efl  grande ,  de  forte  que  quand  a  =====  co ,  cette 
différence  doit  devenir  fini  e,ôc  en  effet  on  a  toujours  trouvé 

2 

que  00 00  - i  étoit  une  grandeur  finie. 

332.  Le  rapport  géométrique  de  1  à  —  étant  =  00  5 

fi  on  le  divife  en  une  infinité  de  parties  égales ,  on  aura  la 

O  ï  2  00 

progreffion  —  —  =  JïlI  ,  -£?— ,  .  &c.  -°° 

ro  •  •  oo  oo  7  co  oo  7  oo 

.g?- =====  i  ,  dans  laquelle  tous  les  rapports  font  égaux  ôc 
00 

finis ,  c’eft-à-dire ,  qu’aucun  terme  ne  fera  infiniment  grand  9 

ou  petit ,  par  rapport  à  fon  antécédent ,  ou  à  fon  conféquent* 

Il  eft  vifible  que  cette  progreffion  eft  la  progreffion  i. 

*  *  00 

oo  00  •  co 00  ,  ôte.  oo°°  =|§  oo  de  l’art.  310,  correfpon- 
dante  à  la  Suite  naturelle ,  mais  dont  chaque  terme  eft  divifé 
par  00 ,  enforte  que  chaque  terme  de  cette  nouvelle  progref¬ 
fion  eft  la  partie  infinitieme  de  fon  correfpondant  dans  la 
première.  Or  la  partie  infinitieme  d’un  nombre  fini  eft  un  —  , 
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&  la  partie  infinitieme  d’un  infini  eft  un  nombre  fini  ;  ôc 
d’un  autre  côté  la  première  progrefiion  a  un  nombre  infini 
de  termes  finis ,  ôc  un  nombre  feulement  fini  d’infinis  (310), 
donc  la  nouvelle  a  une  infinité  de  termes  infiniment  petits , 


&  un  nombre  feulement  fini  de  finis.  En  effet  puifque  00 


CO 


a 

__  co  j  00 

eft  fini  * - eft  un  ,  de  même  J* _ ,  ôcc. 

00  00  • 

3  5*  3.  Si  Ton  prend  la  fomme  de  cette  progrefiion ,  où 


a 


QQ  ) 


m 


OO 


00 


n 


OO,  on  a 


OO 


OO 
OO 

X  00  — 


00 

CO 


00 

00  — 1 


00 


00 


CO 

00  — - 1 


00 

00  — 


00 

CO  — 


1  x  at  (  3 1 2  }  grandeur 


finie,  ce  qui  fait  voir  qu’il  n’y  a  dans  la  progrefiion  qu’un 
nombre  fini  de  termes  finis. 

3  5'4.  Les  différences  de  cette  progrefiion  étant  aufii  en 
progrefiion ,  ôc  en  même  progrefiion  ,  il  y  en  a  une  infinité 
d’infiniment  petites ,  ôc  un  nombre  fini  de  finies.  Et  en  effet 

leur  fomme  eft  1 - ~  =  1. 

3  y  y.  En  général  de  ce  que  les  différences  des  termes 
d’une  progrefiion  géométrique  font  en  même  progrefiion ,  il 
fuit  que  les  différences  font  d’autant  d’ordres  différens  que  les 
termes,  ôc  en  nombre  pareillement  fini  ou  infini  dans  chaque 
ordre.  Car  la  progrefiion  des  différences  a  le  même  multi¬ 
plicateur  perpétuel  que  la  progrefiion  primitive  (68),  ôc  c’eft 
uniquement  de  la  grandeur  de  ce  multiplicateur  que  dépend 
celle  des  pas  d’une  progrefiion;  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  c’eft: 
en  vertu  de  la  grandeur  de  ce  multiplicateur  qu’elle  séleve  à 
des  ordres  fupérieurs  à  ceux  de  fon  origine  ,  ôc  y  féjourne 
plus  ou  moins  ,  d’où  il  fuit  que  dans  la  progrefiion  primitive 
Ôc  dans  celle  des  différences ,  tout  fera  le  même  à  cet  égard. 

Cela  n’emporte  pas  que  dans  la  progrefiion  primitive, ôt 
dans  celle  des  différences ,  les  ordres  différens  foient  les 

Q  ïj 
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mêmes  dans  chacune  >  car  les  différences  peuvent  être  d’un 
ordre  inférieur  aux  termes  de  la  progreffion  primitive  *  par 
exemple  infiniment  petites  >  les  termes  étant  finis  :  mais  il  y 
aura  autant  d’ordres  différens  dans  une  progreffion  que  dans 
l’autre ,  ôc  les  mêmes  féjours  ;  ôc  s’il  n  y  a  qu’un  ordre  dans 
la  primitive  >  il  n’y  en  aura  qu’un  *  mais  inférieur  dans  celle 
des  différences.  Àinfi  dans  la  progreffion  des  puiffances  de 

l  _0__  •?  I  00 

2.  00  y  qui  eft  —  2  00  =  ï.  2  00 .  2  00  *  ôcc.  200  =  2  , 

&  qui  n’a  que  des  termes  finis  *  la  progreffion  des  différences 
n’a  que  des  termes  de  l’ordre  de  — . 

x  00 

35  6.  De-là  même  fuit  encore  ce  qu’on  a  dit  tant  de  fois, 

1 

que  00  00  • —  1  eft  une  grandeur  finie  :  car  fi  elle  n’étoitpas 
fmie  y  elle  feroit  infiniment  petite  *  or  elle  ne  l’eft  pas.  C’eft  la 

<  I  4 

différence  des  deux  Iers  termes  de  la  -fr  i*  oc  00  *  oo  00  ,  ôcc. 
00, qui  n’a  des  termes  que  de  l’ordre  du  Fini  ôc  de  00.  Donc 
la  progreffion  des  différences  n’a  des  termes  que  de  deux 
ordres.  Certainement  elle  en  a  à  fon  extrémité  qui  font  de 
l’ordre  de  00,  car  l’intervalle  qui  eft  entre  1  ôc  ce  eft  divifé 
le  plus  inégalement  qu’il  fe  puifïé  (72  )  ,  donc  elle  n’a  des 

1 

termes  que  de  Tordre  de  00  ôc  de  celui  du  Fini.  Donc  00  00 

1 

moins  fon  ier  terme  ï  *  ou  00  e0  —  1  ,  n’eft  pas  un  Infini¬ 
ment  petit y  mais  une  grandeur  finie. 

3  5*7.  Mais  je  dis  en  même-temps  que  cette  grandeur  finie , 
qui  eft  une  fraêtion  *  eft  fi  petite  >  qu’élevée  au  quarré  elle 

devient  infiniment  petite* c’eft- à-dire  ^  que  ï - 2X00  + 

*  14 

00  00  =  —  ,  ou  *  ce  qui  eft  le  même  *  20c  00  —  00 00  =? 

CQ 

1  ocT* 

_j _  g  >  » 

2  oc  00  - 00  e0  eft  la  différence  du  double  de  00  e0  à 

fon  quarré  :  or  tout  nombre  compris  entre  1  ôc  2  ,  comme 
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OC00  ,  eft  tel  que  fon  double  eft  plus  grand  que  fon  quatre * 
cette  différence  allant  toujours  en  décroiffant  jufqu’à  2  ,  qui 
a  fon  double  êc  fon  quatre  égaux. 

Soit  en  générai  ce  nombre  moyen  entre  1  &  2  y  1  -I — i-  , 

la  différence  de  fon  double  &  de  fon  quarré  eft  1  - — .  Or 

X 

1 

fi  on  détermine  1  -H  —  à  être  00  00  ,  la  différence  1 - - 

X  XX 

devient  1  « - — ,  ce  que  je  prouve  a  in  fi. 

1  00 

oc  00  eft  tel j  qu’élevé  à  la  puiffanceoc,  il  eft  =  oc  y  donc 

- 00 

suffi  1  -h  —y  ou  Donc  —.U  =  oc.  Pour  cela  il 

X  X  X 40 

r  f  .  - 00  ♦  , 

faut  neceffairement  que  x-h  1  ne  foit  que  d’un  ordre  au 
deffus  de  a;00  .  Mais  tant  que  dans  x  fera  un  Fini 

- - 00 

déterminable  ,  x  -4-  1  fera  d’une  infinité  d’ordres  au-deffus 


de  x 00  ;  &  au  contraire  fi  x  étoit  =====  co^  ^  +  1  &  x  00 

feroient  du  même  ordre  (  241  &  242  ) ,  ce  qui  approche 

infiniment  plus  de  ce  qu’il  faudroit.  Donc  afin  que  ,ï+i 
ôc  x  00  ne  different  que  d’un  ordre  précifément  ,  il  faut  que  x- 
foit  le  plus  grand  Fini  indéterminable  polfible.  Or  les  plus 
grands  Finis  de  cette  efpece  font  ceux  qui  dès  l’élévation  au 
quarré  deviennent  infinis.  Donc  tel  eft  x  dans  i+i-  = 


OC00  .  Donc  la  différence  1 - -L-  =  1  — .  Donc  y  &Co 

xx  00 

3  j  8.  Donc  il  y  a  des  grandeurs  finies  indéterminables  en 
petitejje  y  comme  il  y  en  a  de  finies  indéterminables  en  gran¬ 
deur,  c’eft-à-dire ,  que  comme  celles-ci  élevées  à  unepuif- 
fance  finie  montent  d’ordre  y  les  autres  baiffent  y  &  la  feule 
analogie  d’oppofition  auroit  fuffi  pour  le  faire  conjeûurer. 

3  5*5).  Il  fuit  &c  de  cette  analogie  &  de  la  nature  même 
de  la  chofe,  que  le  Fini  indéterminable  en  petiteffe ,  étant' 
multiplié  par  l'Infini,  peut  demeurer  Fini,  comme  le  Fini 
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indéterminable  en  grandeur ,  multiplié  par  le  Fini,  devient 
Infini  ,  pourvu  que  le  Fini  qui  le  multiplie  (oit  dune  certaine 
grandeur.  En  effet  le  Fini  indéterminable  en  petiteffe  étant 
moyen  entre  i  &  6c  —  x  oo  n  étant  que  i,  le  Fini 

indéterminable  en  petiteffe,  multiplié  par  oo;pcut  bien  n’être 
qu’un  nombre  Fini  plus  grand  que  i. 

x  i 

360.  Quand  on  a  pris  cc 00  - i  =  cet  x  eft  vifi- 


blement  le  même  que  celui  qui  entre  dans 


i  •+- 


OO  00 


(  3  J7  ).  Donc  dans  la  fomme  de  la  -H- 1 .  oo00  .  oo  00  ,  ôcc. 
OO ,  qui  eft  xoo  (  313  ) ,  a  eft  un  Fini  indéterminable  en 
grandeur ,  &  la  fomme  eft  plus  grande  dans  l’ordre  de  00  que 
fi  a:  étoit  un  nombre  Fini  déterminable  quelconque ,  mais 
elle  ne  va  pas  jufqnà  être  de  l’ordre  de  o©\  Il  faudroit  pour 
cela  qu’elle  fût  xz  00. 

^  16 1.  Quand  on  a  une  Suite  quelconque  compofée  de 

tion  de  toutes  nombres  entiers ,  les  uns  finis ,  oc  les  autres  infinis ,  on  la  peut 
A  5  changer  en  une  Suite  de  fractions ,  dont  les  dénominateurs 
ch angé es 'en  feront  tous  les  termes  de  la  Suite  des  entiers,  ôc  1  le  numé- 
jl#  -L^  rateur  perpétuel  6c  confiant  ;  6c  alors  tous  les  termes  qui  dans 
A  la  ire  Suite  étoient  finis ,  demeureront  finis  dans  la  2dc ,  6c 
ceux  qui  dans  la  1 re  étoient  infinis ,  deviendront  infiniment 
petits  dans  la  2dc.  Ce  fera  encore  la  même  chofe,  fi  tous  les 
numérateurs  font  inégaux ,  mais  finis.  On  en  a  déjà  vu  un 
exemple  dans  l’art.  3  3  6.  Donc  en  réduifant  toutes  les  Suites 
de  la  Se&ion  précédente  en  fra&ions  qui  aient  toujours  pour 
numérateur  1 ,  ou  un  nombre  fini  quelconque ,  ou  enfin  tou¬ 
jours  des  nombres  finis  différens  pour  différentes  Suites,  ou 
différens  pour  une  même,  on  faura  tout  d’un  coup  fi  ces 
nouvelles  Suites  auront  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes 
finis  ou  infiniment  petits ,  &  par  conféquent  fi  leurs  fommes 
feront  finies  ou  infinies ,  puifqu’on  fait  fi  les  Suites  primiti¬ 
ves  ont  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes  finis  ou  infinis. 
361,  Donc  fi  la  Suite  naturelle  A  devient  ~ ,  c’eft- à-dire  > 
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Ï27 


la  fomme  en  eft  infinie  ,  car \A  a  un  nom- 

'  OO 


bre  infini  de  termes  finis  qui  demeurent  Finis  dans  -L-.  De 

plus  les  Infinis  de  A ,  qui  font  en  nombre  infini,  6c  plus  grand 
que  celui  des  Finis ,  deviennent  dans  —  des  infiniment  petits 

en  nombre  infini ,  dont  la  fomme  eft  finie ,  ôc  par  conféquent 
fe  joint  aux  termes  finis  de  —  ,  ôc  eft  utile  à  la  fomme  totale. 

Cette  fomme  totale  infinie  eft  beaucoup  moindre  que  00  y 
fomme  des  Unités,  puifque  chaque  terme  fini  de  —■  eft  moin¬ 
dre,  &  toujours  moindre  que  1 ,  ôc  que  ~  a  une  infinité 
d’infiniment  petits. 

3^3.  Puifque  Az  n’a  qu’un  nombre  fini  de  termes  finis  * 
ôc  tous  les  autres  infinis  (  210  ) ,  la  Suite  -L- ,  ou  7  3  j  »  ôcc. 

,  ne  peut  avoir  qu’une  fomme  finie. 

Il  eft  démontré  félon  d’autres  méthodes  que  -L  a  une 

%Ai 

fomme  infinie ,  ôc  —  une  fomme  finie ,  d’où  il  fuit  néceffai- 
rement  qu’une  infinité  de  termes  qui  étoient  finis  dans  —, 
ont  ceffé  de  l'être  dans  -F  >  &  y  font  devenus  infiniment 
petits,  c’eft-à-dire,  qu’une  infinité  de  ~  finis  font  devenus 
infiniment  petits ,  étant  ou  que  x  fini  eft  devenu  infini  ? 


étant  x%  y  ce  qui  prouve  invinciblement  à  pofleriori  tout  le 
Paradoxe  des  Finis  indéterminables.  Car  fi  on  prétend  que 
tous  les  Finis  de  A  font  demeurés  finis  dans  A 1 ,  donc  il  y  a 
une  infinité  de  termes  finis  dans-^- ,  auffi-bien  que  dans  x—  p 

donc  elles  ont  toutes  deux  une  fomme  infinie ,  quoique  celle 
de  _i-  foit  la  moindre.  Donc  le  contraire  d’une  vérité  conf- 

tante  ôc  reçue  feroit  démontré. 

354.  Puifque  A  a  un  nombre  infini  tant  de  00  que  de 
co1  (210) ,  —  a  un  nombre  infini  tant  de  —  que  de  — i-  ,  ôc 

par  conféquent  tous  fes  infiniment  petits  font  utiles  à  fa 
fomme. 

365.  Il  eft  aifé  de  voir  que  toutes  les  J-,  n  étant  >  1  f 


» 


if 


\ 
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h’auront  que  des  fommes  finies ,  &  toujours  décroiflantes  juf- 

1  111  1 

qu’à  celle  de  aT  ,  qui  eft  la  Suite  7™  9  3°°*  ;  &c.  y 

dont  la  fomme  n’eft  que  le  ier  terme  ~=  1 9  puifque  2  00 

étant  infiniment  grand  par  rapport  à  1  ,  &  infiniment  petit 
par  rapport  à  3  00  y  &  3  00  infiniment  petit  par  rapport  à 

I  A  1 

4  00  P  &c.  (2 s 9  &  240  ) *  difparoît  devant  1 ,  ps"  devant 

.  » 

j  &c. 

Un  plus  grand  détail  de  ce  qui  regarde  les  Suites  moyen- 

1  1 

nés  entre  T  &  ^00  fe  préfentera  de  foi-même. 

1  1 

3  6  6.  Toutes  les  Suites  AT  depuis  AT  =  ^  ou  depuis 

i.  1 

^  jufqua  AT  3  ayant  une  infinité  croiflante  de  termes  finis 
(250  y  254,  25$ p  260)  ,  les  Suites  — r  qui  font-—  ,  % 


>  &c.  -V  >  ou  -L-  ,  -4-  ,  -V,  &c.  -Vvou^r,-— 


00 


00 


4  4 

I  X 


—  >  &c.  —■ >  &c.  ont  des  fommes  infinies  ;  &  comme  les 


00 


termes  de  -V  font  plus  grands  que  leurs  correfpondans 

Ai  * 

dans  ~V ,  ceux  de  -^7  plus  grands  que  leurs  correfpondans 

1  A  T 


dans  ,  &c.  ces  fommes  infinies  des  ■—  font  croiflantes, 
at  at 

tant  parce  que  le  nombre  de  leurs  termes  finis  eft  toujours 
plus  grand,  que  parce  que  leurs  termes  font  toujours  plus 
grands.  La  première  de  ces  Suites ,  qui  eft  -i— = JL  p±pi, 

—  A  ^  ^ 

A  1 

} }  &c.  ~  t  a  une  fomme  infinie  beaucoup  moindre  que  oo 

(  362  )• 
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r  _ 

(162).  La  derniere  Suite  —  efl:  =  A  00  }  parce  que  tous 

A  ^ 

r 

les  termes  des  A  00  font=  x ,  horfmls  le  dernier  (267  ) ,  & 

1 

la  fomme  de  A  efl  =5  oo  (26 7).  Donc  toutes  les  fommes 
infinies  croiflantes  des  font  comprifes  entre  un  Infini 

A  T 

beaucoup  moindre  que  oo*  &  00  „ 


n  —  1 


367.  Puifque  toutes  les  A  ”  ,  dont  la  première  efl  A*  i 
&  la  derniere  A  (  27 1  )  y  ont  un  nombre  infini  décroiffant  de 

termes  finis  (  273  )  >  les  qui  font  ~  *  &c« 

A  ”  J  T 


-4*  OU 
OO r  J 


I  -  ï 


■V,  &c. 


ou 


l 

[ 

r  9 


3 


* 


_  A  ^ 

î  î  3  4  4  4 

2.  3  00  *  i  3 

ôcc.  i  &c.  auront  des  fommes  infinies  >  mais  décroiflant 
00* 

tes  y  tant  parce  que  le  nombre  de  leurs  termes  finis  efl:  dé-t 
çroiffant  >  que  parce  que  les  termes  de  font  plus  petits 

A  3 

que  leurs  correfpondans  dans  ceux  de  ~~  plus  petits 

A1  Al 

que  leurs  correfpondans  dans  ~ ■ ,  occ.  La  première  de  ces 

A* 

Suites  >  qui  efl:  >  a  une  fomme  plus  grande  que  celle  de 

~  (  366)  9  &  la  derniere  ,  qui  eft  ~  ^  a  une  fomme  beau¬ 
coup  moindre  411c  Donc  le  nombre  infini  des  fommes 
infinies  décroiflantes  des  ~—z  efl:  compris  entre  deux  Infinis 


moindres  que  oo. 


A  9 


K 
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:36s.  Puifque  les  An~  1  >  dont  la  première  eft  A  1  *==! 

&  la  dèrniere  A  ,  n’ont ,  tant  que  n  eft  fini  déterminable  y 
qu’un  nombre  fini  de  termes  finis ,  mais  croiflant  (281), 

toutes  les  — *—  où  n  fera  Fini  déterminable  ^  qui  font 

A n  —  I  i" 


3  >  3 

a  3 


V  y  ^c* 


'  T 


l 

z 


O) 


>  ou  , 


I 


-V» -V>&c-  -v 

3  3  3 

x  3  00 


,  ou 


Y  ,  -ij- ,  &c.  —  ,  &c.  auront  des  fouîmes  finies, 


00 


niais  croiffantes  >  tant  parce  que  le  nombre  des  termes  finis 
eft  croiflant,que  parce  que  les  termes  de  font  plus  grands 

Aï 

que  leurs  correfpondans  dans  —y.,  &  ainfi  de  fuite.  Et 

A  * 

comme  ~  n’a  qu’une  fomme  finie  (363))  &  que  -  en  a 
une  infinie  beaucoup  moindre  que  OO ,  toutes  les  fommes 
des  — moyennes  feront  comprifes  entre  ces  deux  termes. 

A*  —  ' 

369.  On  trouvera  de  même  que  (282)  qui  eft  ^ 


_L  /-» 

„  i  ;  j; 


n’a  qu’une  fomme  finie. 


1  3-  05 

370.  Selon  l’article  2 $6 ,  les  —a ,  qui  font  , 

^  ,T 

■V  >  &C.  — —  ,  ou  -V ,  -V-  ,  -4- ,  &c.  — ,  OU 


_2 

2. 


± 

Z 


OO 

Z 


_2 

3 


00 

3 


00 


3 


OO 


>  -V  *  — *—  y  &c.  auront  des  fommes  finies  ;  tant 

44  T 

2  3  00 

que  «  fera  fini.  Et  comme  la  première  de  ces  Suites ,  qui  efl: 
~  =  ~~  >  n’a  qu’une  fomme  finie  (36$) ,  ôc  que  la 
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a 

dernîere  *  qui  eft  *  a  une  fournie  infinie  ,  puifque 

A™ 

a  une  infinité  de  termes  finis  (293  ) >  toutes  les  fommes  des 

“  feront  croiffantes  depuis  le  Fini  jufqu’à  un  Infini *  &  cet 
Aï 

Infini  fera  moindre  que  oc  >  puifque  les  termes  de  —  font 

A" 

pour  la  plus  grande  partie  moindres  que  des  Unités*  &  que 
cette  Suite  a  des  Infiniment  petits. 

371.  Selon  Fart.  284,  qui  efi:  -1-  *  -L-,  — *  &C. 

a~ï  /  t  r  T 

•/x  1  a,  J 

«-—aura  une  fomme  infinie  *  mais  moindre  que  celle  des 

1  OC  °° 

Unités  )  puifque  tous  fes  termes  font  des  fractions  moindres 
que  I.  qui  eft  félon  l’art.  301,  >  &c. 

A  a  il  5 

I  i  3 

11’aura  qu’une  fomme  finie  *  qui  fera  d’abord  formée  du 
,icr  ternie  —■  =  i  ^  devant  lequel  difparoîtront  les  termes 

>-  1 

1 

fuivans  *  qui  font  des  infiniment  petits  d’ordres  differens; 

CO 

Mais  comme  cette  Suite  au  contraire  de  fa  génératrice  A  x 
eft  croiffante  depuis  fon  3mc  ternie  *  elle  aura  à  fon  extrémité 
fes  plus  grands  infiniment  petits*  ôe  comme  elle  en  peut  avoir 
au  moins  dans  fon  dernier  ordre  un  nombre  infini  ( 309 ) *  ils 
feront  en  ce  cas  une  fomme  finie  qui  s’ajoutera  à  1  pour  faire 
la  fomme  totale  *  qui  ne  fera  formée  que  de  termes  pris  aux 
deux  extrémités  de  la  Suite.  Que  fi  elle  n’a  pas  dans  fon  der¬ 
nier  ordre  un  nombre  infini  d’infiniment  petits  *  toute  fa 

fomme  ne  fera  que  1.  Donc  les  ~  moyennes  entre  ~Ç 
ôc  -i_-  *  auront  des  fommes  décroisantes  depuis  un  Infini 

aT  R  ij 
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moindre  que  CO  ,  jufqu’à  un  très-petit  nombre  fini.  Ces 
fommes  feront  infinies  ,  tant  que  n  aura  des  valeurs  finies  ,  ôc 
même  quand  il  aura  un  certain  nombre  infini  de  valeurs  in¬ 
finies  (s  06), 

372.  Puifque  2  n’a  qu’un  nombre  fini  de  puiflances 
finies  (228  )  y  &  à  plus  forte  raifon  tous  les  autres  nombres 
plus  grands  que  2 ,  la  Suite  des  puiiïances  d’un  nombre  n  fini 
■étant  réduite  en  fradions  ,  qui  fera  —  y  ~  j  ~  y  ôcc.  4s  ? 

'  i  n  n*  n>  n 

n’aura  qu’une  fomme  finie  ,  ôc  d’autant  moindre  que  n  fera 
plus  grand.  Et  en  effet ,  cette  Suite  étant  une  progreflion 

géométrique ,  on  trouvera  aifément  que  la  fomme  en  eft  —ri- 

Si  y  par  exemple  ,  n  =====  2  ,  la  fomme  de  la  Suite  infinie  des 
puiflances  de  l-y  à  commencer  par  eft  scelle  des  puiflances 
de  j  eft celle  des  puiflances  de  \  eft  ÿ,  ôte.  ôc  même  celle 

des  puiflances  de  — eft  — - —  =  -F-,  car  toute  la  fomme 

1  OO  OO  —  1  GQ  ' 

fe  réduit  au  ïcr  terme  de  la  Suite. 

373 •  Quand  un  nombre  infini  de  Suites  ont  toutes  leurs 
fommes  comprifes  dans  le  même  ordre.,  il  faut,  ou  que  les 
différences  de  ces  fommes  foient  toutes  de  l’ordre  inférieur  ^ 
ou  qu’il  y  ait  un  nombre  fini  de  ces  différences  qui  foient  de 
l’ordre  fuppofé,  ôc  un  nombre  infini  de  l’ordre  inférieur.  Dans 
le  sei  cas ,  les  fommes  de  deux  Suites  confécutives ,  ou  qui 
ne  font  qu’à  une  diftance  finie  l’une  de  Fautre,  font  égales  > 
ou  infiniment  peu  inégales  ;  dans  le  2d ,  il  y  en  a  un  nombre 
fini  d:  inégales ,  ôc  un  nombre  infini  d’égales ,  ou  du  moins 
d’infiniment  peu  inégales, ôc  elles  tendoient  toutes  à  Fégalité. 
De-là  il  fuit  ,  que  fi  de  ce  nombre  infini  de  Suites  on  voit 
que  les  premières  aient  des  fommes  inégales, elles  font  toutes 
dans  le  id  cas ,  ôc  leurs  fommes  tendent  à  légalité  ,  ôc  en 
approchent  d’autant  plus  que  les  Suites  font  plus  avancées 

dans  leur  cours.  Donc  les  fommes  des  Suites  étant  toutes 

An 

comprifes  dans  l’ordre  du  Fini ,  dès  que  n  =  2  (  3  <5 y  ) ,  Ôc  les 
premières  de  ces  fommes  étant  manifeftement  inégales /elles, 
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tendent  toutes  à  l’égalité  ;  c’eft-à-dire ,  que  par  ex.  la  fomme 

de  -ji  approche  plus  d’être  égale  à  celle  de  ~  ,  que  celle  de 
■jj  n’approche  d’être  égale  à  celle  de  De  même  les  fo na¬ 
ines  des  —7-  de  l’art.  366  >  &  plufieurs  autres  qu’il  fera  aifé 
AF 

de  voir ,  tendront  à  l’égalité. 

374.  Si  Ton  réduit  en  fractions  la  progreilion  géométri-  Confident* 

tion  de  la 

que  G ,  correfpondante  kA,cc  qui  donne  ^  i  =  — — .  Smle  cor, 

00  ? 

00  refpondantz 

- - ,  &c.  — ~  =====  fi—  j  la  fomme  en  eft  infinie 


00 


00 


00 


00 


00 


00 

00 


CO 


puifque  G  a  une  infinité  de  termes  Finis ,  &  un  nombre  feu¬ 
lement  fini  d’infinis.  Mais  cette  fomme  eft  moindre  &  beau¬ 
coup  moindre  que  oc  ,  puifque  ~  n’a  que  des  termes  moin¬ 
dres  que  1,  excepté  le  Ier,  &  toujours  décroiffans,  &  qu’elle 
a  des  Infiniment  petits ,  &  d’ailleurs  la  même  fomme  eft  plus 
grande  que  celle  de  ^  qui  eft  infinie  (362),  puifque  les  ter¬ 
mes  de  A  étant  tous  plus  grands  que  ceux  de  G,  excepté  les 
deux  extremes  >  les  termes  de  font  plus  grands  que  ceux 
de  — . 

377.  La  grandeur  eft  fufceptibîe  de  diminution  à  l’infini.  'Différentes 
Donc  quelque  partie  que  je  retranche  de  a  *  je  puis  encore 

|  x  1  .  1  n  n  1 .  .  1  mes  ou  inh~ 

retrancher  une  partie  du  reite  ,  oc  encore  une  partie  de  ce  2d  nus  de  u 
refte,  &  je  trouverai  toujours  à  retrancher,  pourvu  que  j Qgrmdeur 
ne  retranche  aucun  refte  entier  ;  or  je  n’y  ferai  jamais  obligé,-^** 
puifqu’un  refte  quelconque  fera  tou jqurs  une  grandeur  Donc 
la  grandeur  eft  divifible  à  l’infini ,  ou  en  une  infinité  de  par¬ 
ties  On  a  déjà  vu  dans  cet  Ouvrage  quantité  de  chofes  qui 
prouvent  néceffairement  cette  divifibilité  à  l’infini ,  ou  qui 
s’y  accordent. 

37  6.  La  grandeur  n’eft  divifible  qu’en  parties  qu’elle  a 
réellement.  Un  Pied,par  exemple,n’eft  divifible  en  1 2  pouces 

R  iij 
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que  parce  qu’il  les  a.  Donc  la  grandeur  a  réellement  une 

infinité  de  parties. 

377.  Puifqu’elle  les  a  réellement,  cette  infinité  de  parties 
conçues  comme  faifant  une  Suite  infinie  de  grandeurs ,  ne  fe¬ 
ront  toutes  enfemble  que  a ,  qui  eft  le  Tout  quelconque  fup- 
pofé,  ou,  ce  qui  eft  le  même,  cette  Suite  infinie  aura  une 
Ifomme  =  a.  Il  ne  refte  plus  qu’à  voir  quelle  doit  être  cette 
Suite  infinie ,  ou  dans 
difpofées. 

378.  Il  eft  clair,  i°.  Que  la  Suite  doit  être  toujours  dé- 
croiffante.  20.  Qu’il  faut  qu’il  n’y  ait  aucun  de  fes  termes 
qui  ne  foit  une  partie  de  a.  30.  Qu’il  faut  que  chacun  en 
foit  une  partie  différente  de  toute  autre.  Or  je  remplis  ces 
trois  conditions,  fi  ayant  pris  d’abord  ~  de  a  ,  ce  qui  donne  * 
pour  ier  refte  ~  a  >  je  prens  \  de  ce  iec  refte  ,  enfuite  \ 
du  2d,  \  du  3mc,  &c.  à  l’infini;  car  par  ce  moyen  il  n’y  a 
rien  dans  a  qui  ne  devienne  à  fon  tour  \ ,  &  une  moitié 
différente  de  toute  autre  ;  d’ailleurs  je  prens  toujours  tout 
ce  qui  eft  moitié ,  &  toutes  ces  moitiés  font  décroiffantes. 
Ce  fera  le  même  raifonnement  fi  je  prens  d’abord  f ,  ~ ,  ôcc. 
enfin  une  partie  quelconque  de  a ,  ôc  qu’enfuite  je  prenne 
fur  tous  les  reftes  à  l’infini  une  partie  du  même  nom ,  c’eft- 
à-dire ,  toujours  -  ,  ou  toujours^,  &c. 

37p.  Donc  a  eft  compofé  d’une  infinité ,  ou  de  moitiés , 
bu  de  tiers ,  ôcc.  enfin  de  parties  de  même  nom  inégales  ôc 
décroilfantes ,  au  lieu  que  11  on  prend  ces  parties  de  même 
nom  égales,  a  n’en  a  qu’un  nombre  fini. 

380.  Si  ayant  pris  d’abord ,  par  ex.  ~  a ,  je  prens  enfuite  { 
du  Ier  refte,  \  du  2a,  ~  du  3me,  ôcc.  il  eft  clair  que  je  pren¬ 
drai  moins  que  les  moitiés  de  tous  les  reftes ,  ôc  par  confé- 
quent  quoique  je  prenne  un  nombre  infini  de  parties  de  a , 
je  n’aurai  pas  pris  a  entier ,  parce  que  je  n’aurai  pas  pris  tout 
ce  qui  étoit  dans  æ,  mais  feulement  des  parties  moindres  que 
celles  qu’il  pouvoit  me  fournir.  En  un  mot ,  les  divifions  in¬ 
finies  11e  feront  pas  tombées  fur  a  entier ,  mais  feulement  fur 
une  certaine  portion  de  æ,  divifible  auffi  à  f  infini ,  ôc  n’auront 
pas  touché  à  l’autre  portion. 


quel  ordre  fes  grandeurs  doivent  être 
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381.  Il  femble  qu’il  y  ait  au  contraire  une  maniéré  de 
faire  fur  a  une  infinité  de  divifions  qui  prennent  plus  que  a% 
T  elle  eft  la  Suite  infinie  ~  a ,  \  a  ,  ,  ~  a ,  ôte.  où  dès  qu’on 

a  pris  \  a  \  a  )  on  a  \\  a  plus  grand  que  a .  Mais  ce 
n’eft  pas  là  faire  fur  a  une  infinité  de  divifions,  ou  prendre 
une  infinité  de  parties  de  a ,  puifqu’avant  la  fin  de  la  3 me  di-« 
vifion ,  a  eft  déjà  épuifé.  C’eft  feulement  concevoir  différent 
tes  grandeurs  décroiffantes  rapportées  à  a,  dont  la  1 re  eft: 


ï*- 


la  ~de 


1  a  ,1a  3 


me 


&c.  Et  quoique  cha¬ 


cune  en  particulier  puiffe  être  confidérée  comme  partie  de  a} 
toutes  prifes  enfemble  n’en  font  pas  parties. 

382.  Si  après  avoir  pris  d’abord  ±  a ,  par  ex.  je  prens 
une  partie  du  icr  refte  qui  foit  d’une  plus  grande  dénomma-* 
tion  que  ~ ,  comme  j ,  enfuite  d  du  id  refte ,  ôcc.  il  eft  bien 
vrai  que  je  ne  prendrai  que  de  véritables  parties  de  a  ,  & 
différentes  les  unes  des  autres ,  mais  je  ne  les  prendrai  qu’en 
nombre  fini ,  &  égales,  &  dans  cet  exemple  ce  feront  dix 
<1  omes  parties. 

383.  Donc  en  prenant  toujours  fur  a  des  parties  d’une 
même  dénomination ,  on  en  prend  une  infinité  d’inégales  6c 
de  décroiffantes,  Ôc  on  prend  a  entier  (378).  Si  on  prend 
des  parties  d’une  dénomination  toujours  moindre ,  on  en 
prend  une  infinité  d’inégales  ôc  de  décroiffantes ,  mais  on 
prend  moins  que  a  (379).  Si  on  prend  des  parties  d’uns 
dénomination  toujours  plus  grande ,  on  prend  a  entier,  mais 
on  ne  prend  qu’un  nombre  fini  de  parties  égales  (382). 

3  84.  Donc  il  n’y  a  que  deux  maniérés  de  faire  une  infini-*' 
îé  de  divifions  fur  a.  La  ire  prend  tout  ce  qui  eft  dans  a ,  ôc 
la  ide  ne  prend  pas  tout. 

385.  Selon  la  irc  maniéré,  il  faut  donc  prendre  un  nom-  Divfion de 
bre  confiant  b ,  plus  grand  que  a ,  qui  fera  le  divifeur  perpé-  grandeur 
tuel de  a y  ôc  de  tous  fes  reftes ,  ôc  on  aura  une  Suite  infinie  infinité  Te* 

'pOLYttŒS  Cj  ttZ 

dont  la  femme  fera  =  a.  y  fera  le  icr  terme  de  cette  Suite  •  font  en  pro~ 

gre filon  géo 

■j  étant  ôté  de  a}  le  I  er  refte  fera  a  - 


a 

1 


b  — —  et 


ôc  ce 


mÿtnqH?0 
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refte  divifé  par  b  *  fera  —j~ *  j  2 d  terme  j  & 
encore  ôtés  de  a  >  le  2d  refte  fera  a 

abz  -  2 ab  H-  et 

JqT. 

terme. 


et 

J 


a  b  — —  et  p  , 

— - —  étant 

b 

et  b  — |—  et 


ôc  ce  refte  divifé  par  b  >  fera  — — —  3  me. 


Or  le  2d  terme 


a 


h  — — 


Æ 


6* 


.  Le  3 


me 


etV 


l  et  b  — f-“  et 


b * 


b -  I  X  Æ 


On  trouvera  de  même  que  le  4mc  terme  fera 


6 - I  Xet 


b* 


- ,  &  ainfi  de  fuite ,  deforte  qu’on  aura  la  Suite  infinie 


décroifîante 


-  - -  oo  i 

b - I  X  et 


et 


l  Xet  b 


xet  b - ï  X  et 


b  ‘ 


bz 

- oo 

b - I  x  et 


b î 


b< 


&c.  jufqua 


b°°  b 00 

386’.  On  voit  d  abord  que  cette  Suite  eft  une  progreflion 
géométrique  dont  —  eft  le  Ier  terme*  &  le  multiplicateur 

perpétuel  nu  m  eft  ■ 

387.  Si  *  pour  avoir  la  fomme  de  cette  progreflion*  on 


ÿ  applique  la  Formule 


etm  - et 

m  —  1 


on  trouvera  que  a  de  la  For¬ 


mule  étant  ici  s=s  ~  *  m  =:  - — -1  ,&tn  —  oo >  amn  devient 

b  b 

- GO 

a  b _ !  - 00 

j  x  :  or  b  —  1  étant  infiniment  petit  par  rapport 

- - oo 

à  £°°  (241)  *  ~  x  b-~—  eft  une  grandeur  infiniment  pe¬ 
tite*  qui  par  conféquent  dans  le  numérateur  de  la  Formule 
amn  —  a  difparoît  devant - a  = —  -i.  Donc  il  ne 

refte  que  —  j  divifé  par  m - 1 *  ceft-à-dire - —  ~  divifé 

m 


par 


b  —  i  —  y 
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a 


b  ï  r— ■  £  >  ~~  'i~*  ~‘w  * 

femme  de  la  progreffion  y  comme  on  avoit  trouvé  par  le 
feul  raifonnement  que  cela  devoit  être. 

388.  Il  n’y  a  point  de  grandeur  qui  ne  puifle  être  expri¬ 
mée  par  une  infinité  de  différentes  progreffions  géométriques 
décroiflantes  :  car  la  valeur  de  a  ayant  été  déterminée  y  ou 
peut  donner  à  b  une  infinité  de  valeurs  differentes  y  pourvu 
que  b  foit  plus  grand  que  a  (385*). 

Par  exemple  y  fi  a  =====  2  >  &  b  ==>  3,  on  aura 

..  z  1X2  4x2  8x  2  o 


ou 


3  9  17  81 

i! _ L  Jl  **  if  Rrr 

3  9  2781 


2. 


Si  b  : 

4  y  a  étant  toujours  — 

2  j  on  aura 

..  2. 

"  4  ’ 

3X2  .  9X2  >  27X2^  &c> 

16  64  25  6 

2. 

ou  -h- 

1  18  *4  &c  ■ 

4  1 6  6 4  2$6 

2a 

ou  4r 

13  ^  27  &C 

2  8  32  128 

2» 

/ 

-  v  _ 
D’oufon  voit  que  £  étant fucceflivement==  5'>  =  6’j&c. 

il  y  aura  une  infinité  de  progreffions  géométriques  décroif- 

fantes  dont  la  fomme  fera  =  2. 

38p.  Si  a  ===  i*  tous  les  termes  qui  fuivent  le  ier  y 

-  ■  n 

==5  —  ne  font  plus  que  "7-- ,  w  étant  fucceffivement  1  $ 
S.  ,  3  >  &c. 

Par  exemple  j  fi  £  =  2  }  on  a 

1  1  1  T  Arc  1  - ‘T1 

-  7  *  7  J  1’  a  >  KC'  2» - 1  * 


4  A 
**•  • 


2  4 

Si  b  =====  3  /on  a 

4  s 

3  $  *  27 

Si  £  ==  4  ^  on  a 

£  1  i  ^7 

♦ 

4 


i.  ±  4  A  Arr 

"  ,  *7  *«*8x»  <XC* 


00 


00 


I. 


00 


16  64  256  4 
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390.  Les  progreffions,  qui  feroient  les  puiffances  confé- 

cutives  à  l’infini  d’une  fraflion  quelconque  ,  n’appartien¬ 
nent  point  à  cette  Théorie ,  fi  ce  n’eft  quand  n  =  2  ;  car 
hors  de-là  ce  ne  font  point  des  Suites  qui  prennent  toutes 
les  parties  de  1  félon  l’art.  578  ^  mais  elles  prennent  moins 
félon  Fart.  379.  Auffi  a-t’on  vû  dans  l’art,  précédent ,  que 
fi  on  a  pris  d’abord  j  d’un  Tout ,  il  faut  pour  prendre  le 
Tout,  prendre  enfuite  f ,  ,  &c.  ôc  non  pas  ~  ,  ôcc.  ce 

qui  feroit  la  Suite  des  puiffances  de  |  ;  que  fi  on  a  pris 
d’abord  F ,  il  faut  prendre  enfuite  ~ ~ ,  ôcc.  ôc  non  pas 
— ,  —  .  On  fait  d’ailleurs  par  l’art.  372  ,  que  la  fomme  des 

puiffances  à  l’infini  de  T  eft  ==  ~-i  :  or  —r;  eft  toujours 

une  fra&ion ,  fi  ce  n’eft  quand  n  =  2 ,  ce  qui  fait  que  la  Suite 
des  puiffances  de  ~ ,  dont  la  fomme  eft  =  i,  entre  dans  la 
Théorie  que  nous  traitons  préfentemenr,Ôc  non  pas  les  autres. 

391.  Donc  fi  on  a  les  deux  Iers  termes  d’une  progreffion 
géométrique  infinie  décroiffante ,  dont  les  deux  numérateurs 
11e  foient  pas  tous  deux  1,  elle  n’appartiendra  qu’à  la  Théorie  - 
préfente ,  ôc  l’on  verra  aifément  quelle  en  eft  la  fomme.  Car 

c’eft  toujours  a,  c’eft-à-dire ,  le  numérateur  du  iertermey. 

Mais  comme  la  fraétion  j  peut  avoir  été  réduite  ,  ôc  par 

conféquent  les  autres,  ainfi  qu’elles  le  font  dans  le  2d  exem¬ 
ple  de  l’art.  3  88  ,  ou  \  ,  f-6 ,  ôcc.  font  devenus  | ,  ôcc.  on 
11’auroit  plus  a ,  qui  dans  cet  exemple  eft  2 ,  ôc  la  fomme  de 
3a  progreffion  :  mais  1  paroîtroit  être  a ,  Ôc  la  fomme  de  la 
progreffion ,  ôc  il  ne  l’eft  pas.  C’eft  pour  cela  que  la  connoif- 
fance  du  2d  terme  eft  néceffaire  auffi.  Si  le  dénominateur  du 
2d  terme  eft  le  quarré  de  celui  du  icr,  il  11’y  a  point  eu  de 
réduction  de  fraêtions,  ôc  par  conféquent  le  numérateur  du 
1er  terme  eft  a ,  qui  n’a  point  été  changé ,  ôc  c’eft  la  fomme 
de  la  progreffion.  Mais  fi  le  dénominateur  du  2d  terme  n’eft 
pas  le  quarré  de  celui  du  ier,  il  y  a  eu  une  réduction ,  ôc  il 
faut  chercher  a.  Pour  cela  il  faut  voir  quel  eft  le  plus  petit 
nombre  entier ,  qui  étant  coefficient  de  ce  dénominateur  du 
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2^  ternie  ,  le  rendroit  le  quarré  du  dénominateur  du  icr  ;  ce 
coefficient  multipliant  auffi  le  numérateur  du  2d  terme  ,  ôc  le 
numérateur  ôc  le  dénominateur  du  Ier,  ne  changera  rien  à 
leur  valeur ,  ôc  les  remettra  tous  deux  tels  qu’ils  étoient  avant 
la  réduction. 

Ainfi  fi  on  a  pour  les  deux  Iers  termes  f  ôc  -,  on  voit 
tout  d’un  coup  que  2  eft  la  fortune  de  la  progreffion. 

Mais  fi  oq;  a  f  ôc  | ,  il  faut,  parce  que  2  eft  le  moindre 
coefficient  qui  puiffe  rendre  8  quarré  du  dénominateur  du 
ier  terme ,  qui  fera  alors  4,  tout  étant  multiplié  par  2  ,  il 

faut,  dis- je ,  changer  les  deux  termes  en  ,  ôc  en 

7  '  ZXi  2  X  S 

—  ~ ,  ôc  l’on  voit  que  2  eft  la  fomme. 

De  même  fi  on  a  pour  les  deux  icrs  termes  f  ôc  7^  ,  on 
voit  qu’en  multipliant  tout  par  2  ,  on  aura  -  ôc  —  ;  ôc  par 
conféquent  4  eft  la  fomme  de  la  progreffion. 

392.  Puifque  a  étant  =  1  ,  la  progreffion  eft  -y* 


■ - -  I  - 2 

—  .  h  "7  *  ,  ôc c.  (  38^),  il  fuit  que  deux  termes  quel- 

conques  confécutifs  étant  pris  dans  la  Suite  naturelle ,  fi  on 
fait  une  Suite  dont  le  Ier  terme  foit  1  divifé  par  le  plus 
grand  des  deux,  le  id,  la  ire  puiffance  du  moindre  divifee 
par  la  2de  du  plus  grand ,  le  3  rie  terme,  la  2de  puiffance  du 
moindre  divifée  par  la  3me  du  plus  grand,  ôc  toujours  ainft 
à  l’infini,  cette  Suite  eft  une  progreffion  géométrique, dont 
la  fomme  eft  —  1. 


— 2 


14  14 


s  3  P  3.  Sans  donner  à  a  aucune  autre  valeur  que  1  ,  on 
peut  avoir  les  expreffions  de  chaque  nombre  entier  ou  rompu 
en  progreffions  géométriques  infinies,  Ôc  1  expreffion  de  cha¬ 
que  nombre  en  une  infinité  de  différentes  progreffions.  Car 
pour  avoir  Pexpreffion  de  2 ,  de  3 ,  ôcc.  il  n’y  a  quà  mul¬ 
tiplier  par  2 ,  ou  par  3  ,  ôcc.  tous  les  numérateurs  d  une 

S  ij 
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progreffion  dont  la  fomme  foit  ==  i ,  &  de  ces  progreffions 
il  y  en  a  une  infinité  (388  &  389  ).  De  même  pour  avoir 
l’expreffion  de  p  f ,  ôte.  il  n’y  a  qu’à  multiplier  par  2 ,  ou 
par  3  ,  &c.  tous  les  dénominateurs  d’une  progreffion  dont  la 

fomme  foit  =====  1.  Ainfi  la  progreffion  —  .  tzz li  .  tul ,  ôcc. 

r  0  b  b*  b  j 

fuffit  pour  tout. 

33)4.  Toutes  ces  progreflîons  ayant  un  nombre  de  ter¬ 
nies  =  00,  &  une  fomme  finie  ,  elles  n’ont  donc  qu’un 
nombre  fini  de  termes  finis  ,  &  un  infini  d’infiniment  petits. 

Donc  telle  eft  la  progreffion  \  ôte.  Or  cette 

progreffion  eft  celle  des  puiffances  confécutives  de  2  ,  que 
l’on  a  changées  en  fra étions ,  en  donnant  à  toutes  1  pour 
numérateur ,  ce  qui  a  laiffé  fini  tout  ce  qui  était  fini  ,  & 
changé  en  infiniment  petit  tout  ce  qui  étoit  infiniment  grand. 
Donc  il  n’y  avoir  qu’un  nombre  fini  ,  mais  indéterminable  , 
de  puiffances  de  2  qui  fuffent  finies  *  &  il  y  en  avoit  un 
nombre  infini  d’infinies.  Et  cela  confirme  par  le  calcul,  & 
a pofteriori)  ce  qùi  avoit  été  conclu  à  priori  dans  l’art.  228. 

35)  r.  Il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  un  nombre  infini  de 
termes  finis ,  qui  font  fucceffivement  les  expofans  de  2. 
Donc  puifque  2  n’a  qu’un  nombre  fini  de  puiffances  finies  , 
il  devient  infini  lorfqu’il  n’a  encore  pour  expofant  qu’un 
nombre  fini.»  mais  indéterminable.  Donc  il  eft  poffible  réci¬ 
proquement  qu’un  nombre  fini  beaucoup  plus  grand  que  2  , 
mais  indéterminable,  devienne  infini ,  lorfquil  n’aura  pour 
expofant  qu’un  nombre  fini  déterminable  ,  comme  2  ,  ou 
3  ,  &c.  ôt  ce  qu’on  trouve  ici  poffible  par  une  fuite  du  cal¬ 
cul,  &  à  pofteriori ,  on  a  prouvé  à  priori  dans  les  art.  197* 
198,  ôte.  qu’il  exiftoit. 

- — ■ — — 1 

396'.  Dans  la  progreffion  T  .  i-ZL-1 ,  &c.  plus  b  eft 
grand ,  plus  le  ier  terme  eft  petit ,  ôc  en  même  temps  moins 
les  autres  font  décroiffans.  Car  étant  le  multiplicateur 
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perpétuel  de  la  progreffion ,  6c  une  fraâion  plus  petite  que  1 9 
6c  d’autant  plus  approchante  de  i  ,  que  i  eft  plus  petit  par 
rapport  à  b ,  ou  b  plus  grand ,  cette  fraction  approche  d’au¬ 
tant  plus  de  ne  point  changer ,  non  plus  que  i ,  ce  qu’elle 
multiplie ,  qu’elle  approche  plus  de  i ,  ou  que  b  eft  plus  grand. 
Donc  plus  b  eft  grand  9  plus  les  termes  de  la  progreffion  font 
petits  ;  6c  en  même  temps  moins  décroiffans  ^  ou  moins  iné¬ 
gaux  entr’eux.  Ainfi  la  progreffion  ~  .  ~  >  ôcc.  de  fart.  3^2  y 

14 

eft  de  toutes  celles  qu’on  a  vûes, celle  dont  les  termes  font  Jes 
plus  petits  6c  les  moins  décroiffans.  Réciproquement,  6cc. 

35)7.  Donc  fi  b  =  00,  les  termes  feront  infiniment  pe¬ 
tits  9  6c  infiniment  peu  décroiffans  9  ou  égaux.  Et  en  effet  la 

Formule  donne 


00 


OO 


OO  j 


OO 


ôc  la  fomme  en  eft 


comme  doit  être  celle  d’une  infi¬ 


nité  d’infiniment  petits  du  1 CI  ordre  égaux.  Cette  progreffion 
n’eft  plus  progrefiion  9  ou  ne  l’eft  que  le  moins  qu’il  fe  puiffe 
(53) ,  6c  cela  vient  de  ce  qu’elle  eft  la  derniere  d’une  infinité 
de  progreffions  pareilles ,  dont  les  termes  étoient  toujours 
d’autant  moins  décroiffans  ;  ou  plus  approchans  d’être  égaux 
entr’eux }  que  b  étoit  plus  grand. 


3 P 8.  La  progreffion  générale 


T  b 

t  y  - 


b * 


6cc.  aboutit 


.00 


toujours  a 


,  c’efl> à-dire  ,  à  la  puiffance  infinie  d’un 

nombre  quelconque  >  divifée  par  la  puiffance  infinie  d’un 
nombre  plus  grand  d’une  unité.  Or  tant  que  b  eft  fini ,  ces 
deux  puiffances  different  d’un  nombre  infini  d’ordres ,  mais 
toujours  décroiffant  à  mefure  que  b  eft  plus  grand  (  241  }. 
D’où  il  fuit  qu’à  mefure  que  b  eft  plus  grand,  chaque  pro¬ 
greffion  finit  toujours  par  un  infiniment  petit  d’un  ordre 
moins  bas ,  ce  qui  convient  avec  ce  qu’on  a  déjà  vû  ,  qu’à 
mefure  que  b  eft  plus  grand ,  les  termes  font  moins  décroif¬ 
fans  ,  6c  que  quand  b  —  00 ,  le  dernier  terme  eft  —  >  le  moins 

bas  de  tous  les  Infiniment  petits» 

*  •  *  * 

s  Ut 


Maniéré 
dont  une 
grandeurfinie 
-peut  recevoir 
une  infinité 
à'  accroiffe- 
ment  fans 
ceffer  d'être 
finie, - 
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395?.  Si  entre  toutes  ces  progreiïions  qui  ont  une  fo mille 
égale  ,  on  vouloit  choifir  celle  dont  les  4  premiers  termes , 
par  ex.  approcheroient  plus  de  faire  la  fomme  entière  que  les 
4  premiers  de  toute  autre ,  il  efl;  clair  qu’il  faudroit  prendre 
celle  où  b  efl;  le  moindre ,  ôc  par  conféquent  =====  2  ,  car  c’efl: 
celle  dont  les  termes  font  les  plus  décroiiïans  ôc  les  plus  in¬ 
égaux  entr’eux  (  396) ,  ôc  par  conféquent  tous  les  termes  qui 
fuivent  les  4  premiers,  étant  plus  petits ,  peuvent  être  négli¬ 
gés  avec  moins  d’erreur,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  les 
4  premiers  approchent  plus  de  faire  la  fomme  entière  qu'en 
toute  autre  progreiïion.  Ainfi  dans  la  progrefllon  r,  \  | ,  72  ? 
dès  qu’on  a  pris  ces  4  premiers  termes  ,  on  a  ^  ,  ôc  il  n’y  a 
point  de  progreiïion  pareille  dont  les  4  premiers  termes  ap¬ 
prochent  tant  de  faire  1. 

400.  Quoique  dans  ces  progreiïions ,  dont  la  fomme  efl: 
=  1,  ou  en  général  =  il  puifle  y  avoir  une  infinité  d’in¬ 
finiment  petits  d’ordres  différens,  inutiles  à  la  fomme  ,  il 
faut  prendre  tous  les  termes  de  la  progreiïion  pour  avoir  a  , 
parce  que  le  nombre  fini  des  termes  finis  qui  feroient  feuls 
utiles  à  la  fomme  efl;  indéterminable,  ôc  abfolument  inconnu. 

401.  Il  n’efl:  pas  befoin  qu’une  Suite  infinie  ,  pour  avoir 
une  fomme  finie  =  a ,  foit  une  progreiïion  géométrique  : 
car  il  efc  clair  qu’il  peut  y  avoir  une  infinité  d’autres  maniérés 
de  divifer  a  telles  que  quelques1  termes  étant  moindres  ou 
plus  grands  que  les  correfpondans  d’une  progreiïion  géo¬ 
métrique,  d’autres  feront  en  récompenfe  plus  grands  ou  plus 
petits  ,  de  forte  que  tout  reviendra  au  même.  Jappelle  ces 
Suites  équivalentes  à  des  progrejfions  géométriques . 

402.  Je  puis  ajouter  tout  d’un  coup  a  à  a  ,  ce  qui  don¬ 
nera  2Æ,  de  forte  que  a ,  par  un  feul  accroiiïement,  fera  de- , 
venu  2  a.  Je  puis  aufli  ajouter  à  a  d’abord  ~  a ,  enfuite  en¬ 
core  ~  a ,  ôcc.  ou  en  général  ■—  a ,  n  étant  un  nombre  fini  ; 
ôc  a  ne  deviendra  2Æ,  qu’après  avoir  reçu  le  nombre  n 

d’accroiiïemens  égaux.  Mais  fi  j’ajoute  à  a  d’abord  ~  ,  en- 


fuite  à  a  ainfi  accru  ï — -1-*.* 


enfuite  à  a  encore  accru 
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<~=aT”~  >  &  toujours  ainfi  de  fuite  ,  a  ne  deviendra  2  a, 

qu  après  avoir  reçu  une  infinité  d’accroiffemens  :  mais  ces 
accroiffemens  feront  décroiffans  félon  une  progreffion  géo¬ 
métrique  j,  ôc  ce  feroit  la  même  chofe,  s’ils  l’étoient  félon 
quelqu’autre  Suite  équivalente  (401).  Or  alors  æ  devenu  2 a9 
ne  fort  point  de  fon  ordre  >  qui  eft  celui  du  Fini.  Donc  une 
grandeur  finie  qui  reçoit  une  infinité  d’accroiffemens  >  mais 
décroiffans  félon  une  progreffion  géométrique  *  ou  équiva¬ 
lente  ,  demeure  finie  *  ou  dans  fon  ordre. 

405.  A  plus  forte  raifon  a  demeureroit-il  dans  fon  ordres 
s’il  recevoit  une  infinité  d’accroiffemens  plus  décroiffans 
que  félon  une  progreffion  géométrique*  tels  que  ceux  de  l’ar¬ 
ticle  380.  Alors  a  ainfi  accru,,  feroit  moindre  que  2#*  ôc 
moindre  félon  telle  raifon  qu’on  voudroit. 

404.  Il  eft  clair  que  a  fortiroit  de  fon  ordre  *  &  devien- 
droit  infini *  s’il  recevoit  une  infinité  d’accroiffemens  finis 
égaux *  à  plus  forte  raifon  s’ils  étoient  croiffans.  Donc  la 
feule  maniéré  dont  <3  puiffe  recevoir  une  infinité  d’accroiffe¬ 
mens  *  ôc  demeurer  dans  fon  ordre >  eft  de  les  recevoir  dé¬ 
croiffans  félon  une  progreffion  géométrique*  ou  équivalente  * 
ou  plus  décroiffans. 

40 y.  Réciproquement  fi  une  grandeur  finie  demeure  dans 
fon  ordre  après  avoir  reçu  une  infinité  d’accroiffemens  >  ils 
étoient  décroiffans  félon  une  progreffion  géométrique  *  ou 
équivalente  *  ou  plus  décroiffans. 

405.  Ce  qui  fe  dit  ici  de  la  grandeur  finie  eft  également 
vrai  de  l’infiniment  grande  *  ou  petite  *  car  cela  naît  de  l’ef* 
fence  de  la  grandeur  *  ôc  de  fa  divifibilité  infinie. 

407.  Soit  x  une  grandeur  variable  ôc  croiffante  qui  eft 

- 1  — - —  1 

i  1  a  v>  •  a  ,  b  — —  1  X  tt  p  •  a  b  — — -  i  *  æ 

d  abord  —  *  enluite  --  -F- - r- - >  eniuite  T  -4-  — 7 - 

b  b  b1  b  b a 

- "1  ■  r 't 

4-  a ,  &  toujours  ainfi  de  fuite  *  il  eft  clair  que  x  ne 

fera  =  a  au’après  avoir  reçu  une  infinité  d’accroiffemens, 
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Si  je  retranche  toujours  de  a  ,  x  ainii  croiffant ,  je  n’aurai 
donc  a  - - x  =====  a - a  =====  o  ,  qu  après  une  infinité  d'au¬ 

tres  a  - —  x  y  où  x  aura  pafié  par  une  infinité  de  degrés  ,  au 

lieu  que  j’aurois  eu  a - -  a  =====  o ,  en  retranchant  tout  d’un 

coup  a  de  a  y  ou  par  un  nombre  fini  de  degrés  félon  l’idée 
de  l’art.  382..  Donc  une  grandeur  finie  ,  &  en  général  (406’) 
toute  grandeur  peut  n’être  anéantie  que  par  une  infinité  de 
décroiflemens* 

408.  Lorfque  x  y  en  croiffant  toujours  félon  la  progref- 

—  ■■■■■■  ■  ■  1 

lion  décroiffante  — .  ,  ôcc.  a  pafié  l’endroit  de 

b  bz  1 

».  )  * 

cette  progreffion  où  finiffent  les  termes  finis ,  il  ne  prend 
plus  que  des  accroiffemens  infiniment  petits,  &  enfin  ne 
différé  de  a  qu’ infiniment  peu.  Donc  alors  la  différence  de  a 
&  de  x  y  ou  a - x  y  cft  une  grandeur  infiniment  petite ,  ou 

.  1 

1  oo~* 

405).  Puifqu’alors  x  -4-  ~  ==  a ,  x  eft  ==  a  y  &  a, - x 

«==  a - a  =====  o.  Mais  cet  a - a  ==  o  n’eft  pas  le  même 

que  fi  on  avoir  retranché  a  de  a  tout  d’un  coup,  ou  par  un 
nombre  fini  de  degrés ,  ce  qui  auroit  aufii  donné  a  — •  a  —  o. 
Dans  ces  deux  derniers  cas ,  o  ==  a  - —  <^eft  abfolu ,  parce 
qu’on  a  abfolument  retranché  a  de  a.  Mais  dans  le  cas  de 
a  —  x  — a  —  a  —  o,on  prend  x  dans  un  état  où  il  ne  différé 
qu  infiniment  peu  de  a  y  &  où  a  —  x  =  ~  =  a  —  a  =  o. 

Donc  alors  o  eft  relatif. 

410.  Si  l’on  a  une  grandeur  croiffante  ~rx>  qui  foit 
telle ,  parce  que  a  étant  confiant ,  x  croît  toujours ,  &  tend 
à  devenir  ==  a9  &  fi  à  la  fin  l’étant  devenu  ,  il  donne 

..  a  —  d 

=  cette  grandeur  ~  fera  infinie ,  pourvu  que  x  ait  pafle 
par  une  infinité  de  degrés  d’accroiflement.  Car  alors  a - a 

=  )  >  donc  eft  i  divifé  par  ou  oo. 

41  x.  Réciproquement  fi  on  a  une  Suite  de  terminée 

*Z~  ■■  î  T  -j  ^  f  .  O- . It  >/  '  '  ■  ■  -  t  1  li 

paï 
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=  \  ==?  oo ,  il  faut  entendre  que  x  a  paffé  par  une 


par - =  -  — 

r  a  —  a  ° 

infinité  de  degrés  d’accroiffement. 

412.  Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  les  différens  or-  f  Maniéré 
dres  d’infiniment  grands  ,  ou  d’infiniment  petits,  que  comme 
formés  par  des  puiffances  ,  ou  par  des  racines  ;  mais  il  y  a  les  différens 
encore  une  autre  maniéré  dont  il  peut  fe  former  des  ordres.  crdres  d  In$\ 

Tr  .  ,  .  *  ntment  grand 

Un  nombre  quarre  ,  ou  cubique,  ôcc.  peut  etre  conçu  ou  petit ,  dif~ 
comme  formé  linéairement .  4,  par  ex.  ou  8  ,  ôcc.  peuvent  frf»**  des 

a  1  /  1  1  1  •  pYGCVlictit  £$* 

etre  conçus  ,  non  comme  le  quarre,  ou  le  cube  de  1,  mais 
comme  une  fimple  Suite  linéaire  de  4  ou  de  8  unités,  &  alors 
au  lieu  que  2  étoit  leur  racine ,  1  eft  leur  Elément ,  c’eft-à- 
dire ,  la  moindre  grandeur  de  leur  efpece ,  ou  le  moindre  nom¬ 
bre  entier  dont  ces  nombres  puiffent  être  formés. 

Selon  cette  idée ,  1  eft  l’Elément  commun  de  tous  les 
nombres,  &  même  de  00,  &  fi  l’on  veut,  de  oo1,  co3 ,  ôcc. 

Mais  fi ,  lorfqu’il  s’agira  d’infinis,  011  veut  avoir  l’Elément  de 
même  efpece ,  c’eft-à-dire ,  la  moindre  grandeur  infinie ,  qui 
répétée  un  nombre  de  fois  infini ,  ait  pu  former  un  certain 
Infini  ;  alors  1  n’eft  l’Elément  que  de  00 ,  quoiqu’il  ne  foit 
pas  de  même  efpece ,  mais  il  ne  fera  plus  l’Elément  de  00 1 , 

OO 3 ,  ôcc.  ce  ne  fera  pas  même  00  qui  fera  l’Elément  de  GO1 , 
quoiqu’une  Suite  infinie  de  oc  forment  oo2, ,  car  il  y  a  un 
moindre  nombre  infini  qui  étant  infiniment  répété ,  le  peut 
former. 

Soit  ©C  <  OO  ,  &  du  même  ordre.  Le  3me  proportionnel 
géométrique  à  oC  ôc  00  fera  plus  grand  que  00  &  du  même 
ordre  ;  donc  oC  multiplié  par  ce  nombre ,  ou  répété  ce  nom¬ 
bre  de  fois  infini ,  donnera  oo1.  Donc  oC  ,  ôc  non  pas  00  , 
fera  l’Elément  de  oo1 ,  ôc  un  Elément  de  même  efpece ,  au 
lieu  que  1  étoit  fini ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  oC  fera 
l’Elément  immédiat  de  CO2'.  ^ 

w. 

De  même  un  oC  fera  PElément  immédiat  de  oo3 ,  car 
le  3me  proportionnel  à  cCz  ôc  à  co*  fera  le  nombre  infini 

2x3 

par  lequel  oC  <  oo7  étant  multiplié ,  formera  00  ~~r~~  =  o O’. 
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Donc  en  général  tout  oc”  a  un  Elément  immédiat  dans 

l’ordre  n  —  i.  Ainfi  co1  a  pour  le  lien  oo  =  co°  =  x > 
oc1  pour  le  fien  un  oC  de  l’ordre  de  oo,  ôte.  &  de  plus  fi 

n  >  i ,  oo”  a  dans  l’ordre  de  oo”  1  un  Elément  immédiat 

.  ,  »  —  » 

moindre  que  oo 

413.  Si  on  éleve  oo”  &  fon  Elément  immédiat  à  la 

même  puiffance  x ,  l’Infini  fera  00  ”%  &  fon  Elément  mon¬ 
tera  à  l’ordre  n - 1  x  a.  Par  ex.  fi  n  =  3  ,  ôt  x  =====  2 ,  l’In¬ 

fini  étant  oo? ,  &  fon  Elément  immédiat  de  l’ordre  de  00% 
le  ier  étant  quarré  fera  CO6  y  ôc  le  2d  fera  de  l’ordre  de  00% 
Si  n  étant  toujours  =====  3 ,  x  =====  3 ,  le  cube  de  l’Infini  fera  oo9  * 
ôt  celui  de  l’Elément  fera  de  l’ordre  de  oo6,  ôte. 

X 

414.  Si  on  tire  la  V  quelconque  d’un  00  &  de  fon 

n 

Elément  immédiat ,  l’un  fera  00  *  ,  ôt  l’autre  de  l’ordre  de 

n  —  I  f 

OO  _T~0 

Tout  cela  s’applique  de  foi-même  aux  Infiniment  petits  i 
qui  ne  font  que  des  Infinis  renverfés.  Ce  n’eft  que  par  rap¬ 
port  à  ces  infiniment  petits  que  cette  confidération  des  Elé- 
mens  ell  de  quelque  utilité. 
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SECTION  V. 

«f  •  •  •  .  .  .  •  V.  .  * 

D  es  grandeurs  Incommenfurables. 

41  y.  O I  Ton  introduit  entre  i  &  2  une  infinité  de  moyens  formation. 

^proportionnels  arithmétiques  ,  ou  ,  ce  qui  eft  la  d'une  infinité 
même  chofe ,  fi  Ton  divife  l’intervalle  qui  eft  entre  1  &  2  ,  filhZÎxpri- 
en  une  infinité  de  parties  égales  ;  il  eft  clair  que  l'intervalle  ™  .zbles  dans 
étant  fini ,  &  divifé  en  un  nombre  infini  de  parties ,  ces  par 
ties,  ou  les  différences  des  termes  de  la  progreflion  qui  fe  fis  entre  deux 
formera  feront  infiniment  petites.  Et  en  effet  on  aura  -4—  1 .  termesfims* 


"àr*  &c.  1-4- 


00 

00 


1  +  1  =  2. 


41  é.  Ici  il  ne  faut  pas  prendre  le  zd  terme  1  -f-  ,  =  1 , 

Car  fi  cela  étoit ,  les  deux  iers  termes  de  la  progreflion  étant 
égaux ,  tous  les  autres  le  feroient  ,  ôc  elle  ne  feroit  point  croit 
fante  comme  elle  doit  l’être ,  ou  n’arriveroit  point  à  z  comme 

elle  y  doit  arriver.  1  ^  —  eft  donc  î  augmenté  feulement 

d’une  quantité  infiniment  petite  ,  ôc  telle  que  quand  il  aura 
reçu  une  infinité  d’augmentations  pareilles ,  il  fera  =  2  ;  c’eft 
1  que  l’on  confidere  comme  commençant  à  être,  pour  ainfi 
dire,  dans  un  mouvement  d’accroiflement,  dont  il  reçoit  déjà 
îe  premier  degré  infiniment  petit ,  ôc  il  feroit  contradictoire 


à  cette  idée ,  de  prendre  i+^<  =  î.  Que  fi  l’on  ne  confi¬ 
dere  pas  1  *~y  précifément  comme  1  étant  dans  ce  mou¬ 


vement  d’accroiffement;mais  comme  1  accru  déterminément. 


ôc  à  demeure ,  de  ,  ôc  qu’en  cet  état  on  le  compare  à  1 ,  ii 


eft  certain  que  1  +  —  =====  1 ,  parce  que  1  n’eft  accru  de  rien  , 

en  comparaifon  de  ce  qu’il  eft.  Cela  revient  encore  à  la  dif¬ 
férence  qu’on  a  fait  fentir  en  plufieurs  endroits  entre  la  gran¬ 
deur  qui  eft  dans  le  paffagè  du  Fini  à  l’Infini ,  ôc  celle  qui  a 

Tij 
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franchi  ce  paffage.  Car  de  même  qu’entre  les  Infinis  de  la 
Suite  naturelle  qui  precedent  oo  ,  il  faut  qu’il  y  ait  des  diffé¬ 
rences  toujours  =  i ,  &  qui  font  l’accroiffement  perpétuel 
de  ces  Infinis ,  quoique  nous  n’en  ayons  aucune  idée  nette  , 
ainfi  entre  les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  infinie 
dont  i  ôc  2  font  les  extremes ,  il  faut  qu’il  y  ait  des  diffé¬ 
rences  =  ~  qui  faffent  l’accroiffement  perpétuel  de  ces 

ternies ,  quoique  nous  ne  concevions  point  nettement  com¬ 
ment  ces  différences  peuvent  être  des  accroiffemens  ,  fi  ce 
n’efl:  lorfqu’elles  font  parvenues  à  être  en  nombre  infini.  En 
un  mot ,  le  paffage  du  Fini  à  l’Infini ,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  de  lTnfiniment  petit  au  Fini  ,  nous  échappe  toujours  , 
mais  il  n’en  eft  pas  moins  réel. 

417.  Il  eft  effentiel  à  cette  progreflion  arithmétique  infi¬ 
nie  ,  comprife  entre  1  &  2,  que  chaque  terme  foit  1  plus  une 
fraêlion  moindre  que  1 ,  que  chaque  fraction  ait  00  pour  k 
dénominateur ,  &  que  les  numérateurs  des  fraêlions  foient  la 
Suite  des  nombres  naturels  depuis  1  jufqif  à  00. 

418.  Tant  que  les  numérateurs  des  fractions  font  des 
nombres  finis ,  foit  déterminables  ,  foit  indéterminables  ,  les 
fradions  font  infiniment  petites  ,  quoique  toujours  croiffam 
tes.  Mais  enfin  après  les  termes  finis  indéterminables ,  vien¬ 
nent  dans  la  Suite  naturelle  les  oC  ,  ôc  alors  on  a  dans  la 

©c 

progreflion  propofée  des  I  +  --  ,  c’eft-à-dire,  1  aflfeêté  de 
fraêfions  finies  (  190)3  &  ces  fra&ions  font  toujours  croiC 
fantes  jufqu’à  celle  du  dernier  terme  qui  eft  =  r. 

419.  Toutes  ces  fraêlions  ,  tant  les  n étant  un  non> 

©C 

brê  fini  quelconque,  que  les  —  ,  font  inexprimables,  parce 
qu’elles  ont  toutes  00  pour  dénominateur.  On  peut  même 
dire  que  les  ~  font  les  plus  inexprimables ,  parce  quelles 
ont  auffi  un  Infini  pour  numérateur  ;  mais  enfin  elles  le  font 
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toutes^  &  par  conféquent  auffi  tous  les  termes  où  elles  en¬ 
trent  ;  &  dont  elles  font  une  partie  néceffaire.  Donc  tous  les 
termes  moyens  de  la  progreflîon  font  inexprimables. 

420.  00  eft  un  nombre  premier  à  l’égard  de  tous  les 
nombres  finis *(p4).  Donc  (éi  ôc  62)  quand  on  introduit 
entre  1  &  2  un  nombre  de  moyens  arithmétiques  ==  ce, 
on  doit  avoir  des  termes  tout  différens  de  ceux  qu’on  auroic 
eus,  en  introduifant  entre  ces  mêmes  extremes  un  nombre 
fini  quelconque  de  moyens  arithmétiques.  Et  l’on  voit  en 
effet  qu’au  lieu  que  fi  ce  nombre  avoit  été  fini ,  on  auroit  eu 
des  termes  exprimables  &  connus,  ôn  n  en  a  ici  que  d’inex¬ 
primables  &  d  inconnus. 

421.  Tant  que  les  fradions  qui  affectent  les  termes  de  la 
progreflîon  propofée  font  des  ,  on  peut  concevoir  que  les 

termes  fe  confondent  avec  1 ,  dont  ils  ne  different  que  d’une 
différence  infiniment  petite.  Mais  cela  ne  fe  peut  plus  abfo- 

Cd 

lument,  quand  les  fradions  font  devenues  des  —  ;  car  alors 

oC 

elles  font  finies ,  ôc  les  1  •*+■*  —  different  de  1  d’une  différence 

finie.  Donc  il  y  a  des  nombres  finis  plus  grands  que  1 ,  qui 
en  different  d’une  différence  finie ,  ôc  qui  font  inexprimables. 

422.  Et  puifqu’il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  une  infinité 
de  oC  avant  00 ,  il  y  a  dans  la  progreflîon  comprife  entre.  1 
ôc  2 ,  une  infinité  de  nombres  inexprimables  finis,  dont  la 
différence  à  1  eft  finie. 

423.  De  ce  qu’ils  font  inexprimables  ,  il  fuit  que  leur 
rapport  à  1 ,  ou  à  tout  nombre  exprimable  >  l’eft  aufll. 

424.  Si  l’on  conçoit  que  l’intervalle  qui  eft  entre  1  ôc  2 

ait  été  divifé  en  un  nombre  de  parties ,  non  pas  ==  00,  mais 
s=  oC  5  ôc  tel  que  00  >  oC  ait  été  nombre  premier  à  fon 
égard, il  fera  entré  dans  cet  intervalle  un  nombre  =  oC  d’in¬ 
exprimables  tous  différens  de  ceux  que  nous  avons  confidérés 
jufqu’ici  ;  ôc  il  y  aura  autant  d  infinités  de  ces  inexprimables 
tous  différens  les  uns  des  autres  dans  chaque  progreflîon,  ôc 
différens  de  tous  les  exprimables ,  qu’il  y  aura  de  oC  à  1  egard 
defquels  CO  fera  nombre  premier,  T  iij 
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42  f.  Mais  parce  que  nous  ne  pouvons  pas  diftinguer  ces 
nombres  produits  entre  1  6c  2  par  des  divifions  =  oC  de 
ceux  qui  font  produits  par  la  divifion  ==  00  ,  il  vaut  autant 
prendre  tous  ces  inexprimables  comme  produits  par  la  feule 
divifion  ==  oo>  en  foufentendant  neantmoins  qu’ils  peuvent 
avoir  été  produits  par  différentes  divifions  infinies, 

426".  Si  un  nombre  fini  eft  pofiible ,  6c  s’il  doit  être  entre 
1  ôc  2  >  il  eft  certainement  un  des  exprimables  ou  des  inex¬ 
primables^  c’eft- à-dire ,  produit  par  une  divifion  quelconque  / 
ou  finie ,  ou  infinie. 

427,  S’il  y  a  une  grandeur  dont  le  quarré  foit  =  2 ,  elle 

eft  entre  1  &  2  >  6c  par  conféquent  eft  1  -4-  — ,»  6cm  étant 

■  —■  ■  % 

deux  grandeurs  inconnues ,  6c  n  <  m.  Or  1  -4-  ~  =  2 

donne  l’équation  nn  Hh  2 nm  =====  mm  ^  ou«w+  2nm - mm 

=====  o  )  qui  félon  les  réglés  de  l’ Algèbre  ne  peut  être  imagi¬ 
naire  y  6c  par  conféquent  il  y  a  quelque  grandeur  dont  le 
quarré  =====  2. 

Mais  il  eft  impoffible  que  deux  nombres  finis  exprimables 
foient  tels  que  le  quarré  nn  du  plus  petit;  plus  znm  foit  égal 
au  quarré  mm  du  plus  grand ,  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Tout  nombre  plus  grand  que  n  fera  n  x.  Il  faut  par  la 

■  - -  ■  a 

fuppofition  que  n1  4-  zn  x  n  -h  x  foit  =====  n  -4-# ,  c’eft-à-dire 
4-  2 nx  ==  n2  4-  znx  4-  xx  >  ou  2 ri2  =====  xz.  Or  il  eft  im¬ 
poffible  que  le  double  d’un  nombre  quarré  fini  exprimable 
foit  quarré* 

Donc  (42^)  c’eft  parmi  les  nombres  finis  inexprimables  3 
ou  produits  par  une  divifion  infinie ,  qu’il  faut  chercher  le 
nombre  dont  le  quarré  =====  2. 

428.  Donc  dans  1  -4-  ~  >  expreffion  de  la  grandeur 

cherchée ,  il  faut  pofer  m  =====  00  ;  ce  qui  donne  l’équation  n  n 
4-2«oc  =  oo* ,  qui  ne  peut  être  imaginaire  ;  6c  où  Ton 
voit  que  n  eft  néceffairement  une  grandeur  infinie  >  car  autre¬ 
ment  l’équation  fe  réduiroit  à  00 2  =====  o  ;  ce  qui  eft  abfurde* 
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De  plus  n  eft  >  ôc  par  la  fuppofition ,  &  par  la  nature  de  la 
choie  y  moindre  que  m.  Et  ii  n  ==  m  =====  oc  ^  l’équation  don- 

neroit  30c1  =  ce*.  Donc  w  ==  oC.  Et  1  -f-  ~  eft  la  gran- 
deur  cherchée.  Donc  1  H - =====  ^2.  Donc  K^2  eft  un 

CO 

nombre  inexprimable. 

oC 

42p.  1  -f-  —  eft  une  expreflion  indéterminée  de  tout 
inexprimable  compris  entre  1  &  2  >  &  qui  de  plus  a  une 

2 

différence  finie  à  1  (  422  ).  Et  V* 2.  eft  une  expreflion  déter¬ 
minée  d’un  certain  inexprimable  particulier  dont  le  quarré 

* 

=  2.  Mais  malgré  cela  ^2  eft  toujours  un  nombre  auffi 
inexprimable  que  1  -+■— >  ce  qui  fait  voir  que  l’inexprimable 

&  l’indéterminable  peuvent  être  différens. 

430.  On  prouvera  par  les  mêmes  raifonnemens  qu’on 
a  faits  dans  les  art.  427  &  428 ,  qu’il  n’y  a  entre  1  &  2  aucun 
nombre  fini  exprimable  ou  produit  par  une  divifion  finie  * 
dont  le  cube  foit  ==  z ,  mais  qu’il  y  en  a  un  produit  par  une 

divifion  infinie  *  &  qui  fe  détermine  par  l’expreffion  K 2 ,  fans 

#  4 

cependant  s’exprimer ,  qu  il  y  en  a  un  autre  qui  eft  K2  y  un 

autre  V  1 ,  &c.  enfin  tant  que  l’expofant  de  la  v7  fera  fini. 

431.  Donc  z  eft  réellement  &  fans  fi&ion  une  puiffance 
finie  quelconque ,  pourvû  qu’on  le  confidere  dans  une  Suite 
infinie  où  il  aura  toutes  fes  V  finies  quelconques ,  mais  non 
pas  dans  une  Suite  finie ,  quelle  quelle  foit ,  car  alors  il  ne 
fera  aucune  puiffance. 

432.  On  fera  les  mêmes  raifonnemens  fur  3  ,  dont  toutes 
les  V  font  comprifes  entre  1  &  2  ,  &  inexprimables. 

« 

433.  4  a  toutes  fes  v7  finies  entre  1  6c  2  y  excepté  la  V' > 
qui  eft  2.  De  même  y  ,  6 ,  7 ,  jufqu’à  8  exclufivement  *  ont 

2 

toutes  leurs  V  finies  entre  1  &  2  ^  excepté  la  V  >  car  8  n’a 
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S  3 

par  fa  V'  entre  i  &  z  >  puifque  V  8  ==  2.  Et  en  général  tout 
nombre  a  toutes  fes  v7  finies  entre  1  ôc  z  ,  excepté  un  nom¬ 
bre  de  ces  v"  égal  au  nombre  des  puiffances  de  2  qu’il  a  au 
deffous  de  lui ,  à  commencer  par  4 ,  ce  qui  revient  à  l’art.  2  6 1 . 
Ainfi  3  1  a  toutes  fes  V  entre  1  ôc  2 ,  excepté  3  ,  qui  font  par 

2  S  4 

conféquent  la  V ,  la  v  ,  ôc  la  V  >  parce  qu’il  a  au  deffous  de 
lui  trois  puiffances  de  2 ,  qui  font  4 ,  8  ,  ôc  1  Et  il  eft  clair 
que  félon  les  raifonnemens  qu’011  a  faits  ,  toutes  ces  v7  quel¬ 
conques  de  nombres  quelconques  comprifes  entre  1  ôc  z  font 
inexprimables. 

434.  Au  lieu  de  fuppofer,  comme  nous  avons  toujours 
fait  jufqu’ici  que  c’eft  l’intervalle  entre  1  ôc  2  qui  a  été  infi¬ 
niment  divifé  ^  on  peut  concevoir  également  que  c’eft  l’in¬ 
tervalle  entre  1  ôc  3  ,  entre  1  ôc  4 ,  ôcc.  Et  il  eft  clair  que  les 
divifions  infinies  quelconques ,  c’eft-à-dire ,  foit  par  00 ,  foit 
par  les  oC  *  feront  entrer  dans  ces  nouveaux  intervalles  de 
nouvelles  infinités  d’inexprimables. 

43  y.  D’un  autre  côté  il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  une 
infinité  de  nombres  qui  ne  font  aucune  puiffance,  c’eft-à-dire, 
ni  quarrés ,  ni  cubiques ,  ôcc.  Et  ce  font,  i°  tous  les  nombres 
premiers  qui  ne  font  aucun  produit ,  20  tous  les  nombres  qui 
ne  peuvent  être  un  produit  que  de  nombres  différens  entre 
eux  ;  de  forte  qu’il  en  refte  peu  qui  foient  un  produit  de  quel¬ 
que  nombre  par  lui-même ,  ou  une  puiffance  quelconque,  ÔC 
qui  par  conféquent  aient  au  deffous  d’eux  dans  la  Suite  na¬ 
turelle  la  v7  correfpondante  à  cette  puiffance.  De  plus  les, 
nombres ,  qui  font  plufieurs  puiffances  à  la  fois ,  ne  font  pas 
toutes  les  puiffances  qui  font  au  deffous  de  la  plus  élevée. 
Ainfi  64  ,  qui  eft  une  puiffance  2 ,  une  puiffance  3  ,  ôc  une 
puiffance  6>  n’eft  pas  une  puiffance  4  ni  y,  ôc  par  conféquent 

2  J  £ 

il  n’a  dans  la  Suite  naturelle  qu’une  K",  une  K",  ôc  une  V' 9 
mais  non  une  v7 ,  ni  une  V.  Enfin  tout  nombre  fini  n  ayant 

1 

CO  t  - - 

fa  V  5=  1 ,  puifque  n  ==  1 ,  il  a  depuis  lui  jufqu’à  1  une 

infinité 


1 
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Infinité  de  V  tant  dun  expofant  fini*  que  d’un  expofant  in¬ 
fini  ;  ôc  comme  depuis  lui  jufqu’à  1  ^  il  n’y  a  dans  la  Suite  na¬ 
turelle  qu’un  nombre  fini  déterminable  de  termes  =====  n ,  ôc 
que  fes  V  d’un  expofant  fini  déterminable  font  en  nombre 
fini  indéterminable  ,  il  faut  que  s’il  a  quelques-unes  de  ces 
dans  la  Suite  naturelle,  ôc  quelque'grand  nombre  qu’il  en  ait* 
il  en  ait  encore  un  nombre  fini  indéterminable  qui  ne  foient 
point  dans  cette  Suite.  Donc  toutes  ces  V  ne  fe  trouveront 
que  dans  la  Suite  naturelle  infiniment  divifée,  ôc  feront  quel¬ 
ques-uns  des  inexprimables  produits  par  les  divifions  infinies. 

436.  Toutes  ces  V  inexprimables  font  les  nombres  que  Que  ces  nom- 
Ton  appelle  incommenfurables  ,  ou  mationelsy  ou  fourds ,  parce 
qu’on  a  toujours  bien  reconnu  qu’ils  n’avoient  aux  autres/^  incom- 
nombres  ordinaires  aucun  rapport  qui  fe  pût  déterminer  pré-  menIHra!jl'eu 
cifément.  Mais  quoique  l’exiftence  de  ces  nombres  fût  bien 
certaine,  il  devoir  toujours  paroître  étrange  qu’il  y  en  eût; 
car  d’où  peut  venir  que  des  grandeurs  finies.,  ou  leurs  rap¬ 
ports  à  d’autres  grandeurs  finies ,  foient  inexprimables  ?  Cette 
merveille  ne  doit  point  celfer  tant  qu’on  ne  regarde  les  in- 
commenfurables  que  comme  des  grandeurs  finies:  mais  elle 
ceffe  abfolument  dès  qu’on  voit  le  mélange  d’infini  qui  y 

entre.  Tout  incommenfurable  eft  a  '■+*— .  Le  Fini  eft  par 

00 

lui-même  exprimable ,  ôc  l’Infini  inexprimable  ;  ôc  puifque 
eft  une  grandeur  finie  dans  laquelle  entre  la  frac- 


a 


oC 

co 


tion  —  qui  ne  fe  peut  exprimer  autrement ,  l’Infini  commu¬ 
nique  à  cette  grandeur  finie  fon  inexprimabilité ,  de  la  même 
maniéré  dont  le  Fini  communique  fon  exprimabilité  aux  rap¬ 
ports  de  l’Infini  ^  lorfqu’ii  y  entre ,  comme  dans  1 00  ôc  20c. 

437.  On  voit  auiïi  la  raifon  effentielle  pour  laquelle  tous  Pourquoi 
les  incommenfurables  font  exprimés  par  des  V.  C’eft  qu’étant 
inexprimables ,  ils  ne  peuvent  être  déterminés  que  par  quel  ~  efl  une  Ra~ 
que  rapport  à  des  nombres  exprimables  ôc  déterminés:  otcme* 
ils  n’y  peuvent  avoir  de  rapport  que  par  en  être  les  V  qui 
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leur  manquent  en  nombres  exprimables ,  car  d’ailleurs  rien 
ne  manque  à  ces  nombres.  Mais  du  nombre  infini  d 'inexpri¬ 
mables  que  les  divifions  infinies  introduifent  entre  i  ôc  ny 
nombre  quelconque  ,  il  en  refte  une  infinité  qui  ne  font 
point  V  de  quelque  nombre  exprimable ,  &  qui  faute  d’être 
îufceptibles  de  cette  détermination,  ne  font  point  au  rang  des 
incommenfurables,  quoiqu’ils  foient  abfolument  de  la  même 
nature.  Ainfiles  inexprimables  finis  font  une  efpece ,  dont  les 
incommenfurables  ne  font  qu’une  petite  partie. 

Que  tout  43  S.  Tout  nombre  fini  n  eft  réellement  ôc  fans  fiêtioîî 

eft™éellem7nt  une  puiffance  finie  ou  infinie  quelconque  ,  qui  a  toutes  les  V 
une pHijptnce  correfpondantes  dans  l’intervalle  qui  eft  entre  n  ôc  i,  ôc  ces  V 
quelconque.  pont  ^  ou  fans  ]a  sL1ite  naturelle  entre  n  & ci,  auquel  cas  elles 
font  commenfurables ,  ou  dans  cette  même  Suite  infiniment 
divifée ,  auquel  cas  elles  font  incommenfurables* 

» 

43p.  En  fuppofant  que  Va  exprime  tout  incommenfu- 
rable  en  général ,  il  y  a  néceffairement  quelque  progrefiion 
géométrique  d’un  nombre  fini  de  termes  compris  entre  a 

n  a 

&  i  qui  donnera  ce  Va  ;  par  ex.  Vi  eft  le  moyen  géomé-* 
trique  proportionnel  entre  2  ôc  1.  Mais  cela  n’eft  nullement 
contraire  à  ce  qui  a  été  dit ,  que  tout  incommenfurable  étoit 

» 

produit  par  une  divifion  ou  progrefiion  infinie.  Car  Va  n’eft 
pas  une  valeur,  ce  n’eft  qu’une  détermination  d’un  incom¬ 
menfurable  entre  une  infinité  d’autres ,  ôc  une  détermination 
qui  n’en  apprend  point  précifément  la  valeur ,  ôc  cette  valeur 
précife  n’eft  que  dans  une  progrefiion  infinie» 

n 

Parce  que  Va  entre  néceffairement  dans  quelque  progref* 
lion  géométrique  finie,  elle  n’entrera  point  dans  la  progret 
lion  géométrique  infinie  que  l’on  pourra  faire  entre  a  ôc  1 

n 

(62  Ôc  P4)  ,  ôc  on  a  vu  que  Va  entre  toujours  dans  une 
progrefiion  arithmétique  infinie.  Ce  n'eft  donc  que  dans  cet» 

n 

te  progrefiion  qu’eft  Va  avec  fa  valeur 
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‘440.  Mais  comme  tous  les  termes  de  cette  progreffion 
nous  font  inconnus  ,  à  eau fe  de  00  qui  s’y  mêle ,  cette  valeur 
jîe  peut  jamais  être  connue. 

n 

Seulement  comme  Va  eft  plus  grande  que  1 ,  ôc  moindre 


que  a  3  limites  entre  lefquelles  Va  eft  comprife,on  peut,  en 
introduifant  entre  a  8c  1  un  nombre  de  moyens  arithméti¬ 
ques  toujours  plus  grand ,  trouver  des  limites  toujours  moins 

n 

éloignées  que  a  ôc  1 ,  entre  lefquelles  Va  fera  comprife ,  6c 
par-là  on  aura  toujours  un  nombre  moins  au  delfous  d’elle 
que  r,  ôc  moins  au  deffus  que  a ,  & c  on  approchera  toujours 

de  plus  en  plus  de  la  valeur  précife  de  Va.  De-là  vient  la 
Méthode  des  approximations.  On  a  toujours  des  nombres 

n 

commenfurables  moins  au  deffous,ôc  moins  au  deffus  de  Va9 
parce  qu’on  fait  toujours  des  divifions  finies  plus  grandes  i 

mais  on  ne  peut  arriver  a  la  valeur  précife  de  Va,  parce  qu’on 
ne  fait  que  des  divifions  finies,  ôt  quand  même  on  en  feroit 
une  infinie ,  cette  valeur  feroit  toujours  inconnue  à  caufe  du 
mélange  de  00  (  436  ). 

441.  De  cette  Théorie  réfulte  une  méthode  facile  pour  Méthode 
trouver  deux  nombres  commenfurables,  dont  l’un  foit  plus \]Yimom-V 
petit,  6c  l’autre  plus  grand  qu’un  incommenfurable  quelcon-  menfurables 
que  de  moins  que  d’une  différence  donnée ,  ôc  cela  fans  fai--/*  fPProches 

*  vrr/  X  .  >  1,  |.  au.  on  VOU- 

re  differentes  approximations  comme  a  1  ordinaire.  dra. 

n 

L’incommenfurable  propofé  fera  en  général  Va>  8c  la  dif¬ 
férence  donnée  y.  Je  conçois  entre  1  ôc  a  une  progreffion. 


1.  I  H— 


d 


I  -4— 


- J  ,  &c. 


m 

~d 


a» 


n 

Va  étant  un  incommenfurable ,  8c  appartenant  à  une  divi- 
fion  ou  progreffion  infinie ,  il  ne  fera  aucun  des  termes  de 
cette  progreffion  finie ,  mais  il  fera  entre  deux  de  fes  termes 
çonfécutifs ,  6c  par  conféquent  fera  plus  grand  que  l’un ,  ÔÇ 

V  ij 
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moindre  que  l’autre  de  moins  que  -j  qui  eft  leur  différence* 
Il  s’agit  donc  de  trouver  les  deux  termes  de  la  progreflion 

n 

finie ,  entre  lefquels  eft  V a. 

n  , 

Si  je  fuppofe  Va  =  i  ,  x  étant  un  numérateur  in«* 

connu  ,  il  eft  certain  que  parce  que  Va  ==  i  -4-  —  ,  ôc  que 

cette  fradion  eft  inexprimable  ,  le  fera  aufïi  ,  &  par  confé- 

quent  d  étant  exprimable  ou  commenfurable  ,  ce  fera  x  qui 
fera  incommenfurable,  &  par  conféquent  il  ne  fera  aucun  des 
numérateurs  de  la  progrefïion  finie,  mais  entre  deux  de  ces 
numérateurs,  qui  tous  different  entr’eux  d’une  unité.  Donc 
le  numérateur  de  cette  progrefïion  que  x  furpaffera  de  moins 
que  d'une  unité,  fera  le  numérateur  du  terme  cherché  de  la 

n 

progrefïion  finie  qui  fera  immédiatement  au  deffous  de  Va  * 
&c  ce  numérateur  étant  trouvé ,  donnera  celui  du  terme  qui 

fera  immédiatement  au  deffus  de  Va.  Donc  tout  fe  réduit  à 

trouver  la  valeur  de  a. 

.  »  - » 

Puifque  i  -+-  --  =  Va ,  i  -f-  -7  =====  a ,  cette  équation 

fera  toujours  du  degré  n ,  &  il  n’y  a  qu’à  la  réfoudre  pour 
avoir  la  valeur  de  x» 

Si  »=2  ,  ce  qui  rend  l’équation  du  2d  degré ,  on  a 

x  x  —  2  x  d  -4—  d  d  \  q  »  b  j  j 

>  =  o  ,  oc  x  = - d  -f-  V a  dd. 

En  ce  cas ,  fi a  =  2  ,  ôc  d==  96 ,  c’eft-à-dire ,  fi  on  cher* 

2 

che  deux  nombres  commenfurables  qui  different  de  V 2  de 
moins  que  de  ~ ,  l’un  en  deffous,  l’autre  en  deffus ,  on  trouve 

2. _ 

v  2  dd  plus  grande  de  moins  qu’une  unité  que  1  ^  ,  ôc  par. 
conféquent  le  numérateur  du  terme  qui  eft  immédiatement 

au  deffous  de  V2  eft  135  —  9.6  =  3p.  Donc  ce  terme  eft: 
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i  4-  ~  ,  &  celui  qui  eft  immédiatement  au  deffus  ^  eft  i  -4— 

22  — =  i  JL.  D’où  l’on  voit  que  i  -4-  ~  eft  plus  grand 

2 

que  V  z  de  moins  que  ~ , 

*  - 

Sia==  J  ,1e  refte  étant  le  même,  on  trou veroit  que  V$dd 
eft  plus  grande  de  moins  qu’une  unité  que  214;  que  pair 

2 

conséquent  le  numérateur  du  terme,  qui  eft  au  deffous  de  V 
eft  2 1 4  —  9  6  —H  1 1  s  ,  que  ce  terme  eit  donc  1  -t~  —  ==  2 


—  1 1 8  j  que  ce  terme  eft  donc  r  -J—  — 

12 ,  &  que  le  terme  qui  eft  immédiatement  au  deffus  ,  eft 

^  2 

2  -4-  22.  D'où  l’on  voit  que  v7  j  eft  plus  grande  que  2  -b* 
21  de  moins  que  —  * 

48  u  '  r 

On  voit  par  cet  exemple  y  que  quand  Va  eft  au  deffus 
de  2  ,  la  fraction  qui  s’ajoute  à  1 ,  contient  un  entier,  ou  des 
entiers ,  ainfi  qu’il  le  faut ,  ôc  que  la  méthode  l'emporte  né-» 
ceffairement. 

Si  n  =  3 ,  ce  qui  donne  Féquation  du  3me  degré 

X3  Hr»  3  •V*  d  —H  dz  —H  d3  q  3  r  •  t* 

J  J  >  =  o , on  trouvera  qu  en  fanant 

évanouir  le  2d  terme  par  la  fuppofition  de  x  =y - d,  le 


3me  terme  s’évanouit  aufli  dans  la  transformée ,  qui  fe  réduit 
ky*  =====  ad3.  Donc  y  ==V  a  d\  Donc  x  =  Vad3 - d. 

i 

z  4 


En  ce  cas  9  fia  =====  z  ,  &  d==$6  eft  entre  1  -4- 


&  I  4-  21. 

96 


Si  n  =====  4 ,  on  trouvera  qffen  faifant  évanouir  le  fécond 
terme  de  l’équation  du  quatrième  degré  ,  le  3me  ôc  le  4me 

s’évanouiront  aufti ,  ôc  qu’il  viendra  x  = 

n 

forte  que  pour  Va  en  général,  ona^  = 


V ad 4 d .  De 


Vad' 


d» 


T* 


Il  pourrait  fembler  ici  que  Vad*  étant  =  d  Va  y  Va 

V  iijj. 
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entre  toujours  dans  rexpreflion  de  i  -4-  ~  =====  Va  ;  que  pat 


conféquent  on  fait  un  cercle  vicieux ,  &  que  l’on  n’avance 
point.  Il  eft  même  vrai,  &  cela  doit  être,  que  i  -4-  ^  ,  pat 


n 

la  valeur  que  nous  donnons  à  x  >  ne  fe  trouve  que  Va  ;  car 


n 

i  -4-  Va 


n  -  n 

• —  i  =  Va.  Mais  il  faut  remarquer  que  ce  n’eft  pas  Va  que 
Ton  cherche,  on  ne  doit  &  on  ne  peut  jamais  la  trouver  au- 

n 

trement  exprimée  par  Va.  On  cherche  deux  nombres  com- 

menfurables  entre  lefquels  elle  eft.  Il  eft  vrai  que  pour  les 

» _ 

trouver ,  il  faut  laiffer  V a dn - d  fous  cette  forme,  &  ne 

n 

la  pas  prendre  fous  l’équivalente  dVa  —  d .  La  raifon  en 
eft  claire. 

conjïdéra-  442.  Si  l’on  conçoit  toutes  les  V2 ,  qui  font  autant  d’in-; 
tion  des  Ra-  commenfurables ,  difpofées  de  fuite  entre  2  ôc  1 ,  elles  forme- 

tines  quelcon -  *  t 

lnïfesnm~T0nt  la  Suite  2*,  sT,  ôcc.  2  00  ,  dont  les  termes  auront 
toujours  un  rapport  géométrique  décroiffant ,  &  par  confé¬ 
quent  tendront  à  l’égalité.  Donc  l’intervalle  entre  2  ôc  1  fera 
divifé  en  une  infinité  de  parties  décroiffantes  ,  6c  comme  il 
eft  Fini,  cette  infinité  de  parties  ne  pourront  pas  être  Finies  > 
mais  elles  feront ,  ou  toutes  Infiniment  petites ,  ou  les  unes 
en  nombre  fini  Finies ,  ôc  les  autres  en  nombre  infini  Infini¬ 


ment  petites.  Or  il  eft  bien  clair  que  2 1 ,  2 1 ,  2*,  ôcc.  ont 
des  différences  finies ,  ôc  par  conféquent  divifent  l’intervalle 
en  parties  finies ,  donc  l’intervalle  eft  divifé  d’abord  en  un 
nombre  feulement  fini  de  parties  Finies ,  ôc  enfuite  en  un 
nombre  infini  d’infiniment  petites. 

443.  Donc  il  y  a  un  nombre  infini  de  V2  qui  n’ont  de 
l’une  à  celle  qui  la  fuit ,  que  des  différences  infiniment  peti* 
tes ,  Ôc  même  toujours  décroiffantes. 


r  de  l’Infini.  Partie  7.  Seftion  V. 

444*  Donc  le  nombre  fini  de  V  2  ,  qui  ont  des  différences 
finies.,  doivent  être  celles  dont  les  expofans  font  Finis  dé^ 
terminables  ,  ôc  celles  dont  les  expofans  font  Finis  indéter- 
minables  ou  oC ,  auront  les  différences  infiniment  petites. 
Cela  eft  vifible. 

445*.  Puifque  c’eft  l’intervalle  entre  2,  &  1  qui  a  été  ainfi 
di  vifé,la  derniere  partie  de  cet  intervalle  eft  infiniment  petite# 

X 

Donc  à  la  fin  de  la  Suite  =  1 ,  ce  que  Ton  favoit  déjà! 
d’ailleurs. 

r 

Et  même  toutes  les  V  infinies  de  2  ,  ou  les  2  00  qui  né 
font  éloignés  de  1  que  d’un  nombre  fini  de  termes  de  cette 
Suite^  font  encore  confondus  avec  ijpuifqu’ilsffen  different 
que  d’un  nombre  fini  de  différences  infiniment  petites. 

44<5\  On  en  doit  dire  autant  des  V3  toutes  comprifes 
entre  2  ôc  1  ;  &  même  des  V  de  tout  nombre  n  y  quoiqu’elles 
ne  foient  pas  toutes  entre  2  &  1  ;  car  elles  feront  toujours 
entre  n  &  1  ;  &  cet  intervalle  étant  fini; le  raifonnement  fera 
toujours  le  même;  feulement  cet  intervalle  fera  divifé  en  par¬ 
ties  plus  grandes,  tant  Finies  qu’Infiniment  petites,  ce  qui 

1 

rendra  toujours  n  00  ==  r. 

447.  Toutes  les  V  2  étant  difpofées  entre  2  &  1  ;  fi  l’on 
conçoit  les  V  3  difpofées  dans  ce  même  intervalle ,  elles  ne 
peuvent ,  parce  qu’elles  font  toutes  différentes  des  V 2 ,  fe  pla¬ 
cer  que  dans  les  intervalles  que  les  V 2  laiffent  entr’elles ,  &C 
par-là  on  voit  que  tant  que  les  V 2  &c  les  V 3  ont  des  expofans 
finis  déterminables,  les  unes  fe  placent  dans  des  intervalles 
finis  que  les  autres  laiffent  entr’elles,  ôc  que  par  confisquent 
elles  ont  les  unes  aux  autres  des  différences  finies, après  quoi 
elles  n’en  ont  plus  que  d’infiniment  petites ,  &  que  toutes  les 
Vz  &  v  3  fe  confondent  dès  qu’elles  n’ont  plus  des  expofans 
finis  déterminables. 

448.  Donc  auffi  à  mefure  que  leurs  expofans  Finis  dé¬ 
terminables  augmentent ,  elles  approchent  davantage  de  fe 
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F  F 

confondre , ‘ou  d’être  égales.  Par  exemple,  V2  ôc  V3  ap* 

4  4  6 

prochent  plus  de  l’égalité  que  Vz  &  V$ ,  &  moins  que  V  2 


&  v$. 

44p.  Il  en  ira  de  même  des  incornmenfurables  qui  ne 
feront  pas  tous  compris  entre  2  ôc  1 ,  tels  que  font  les  ^4  ôc 

les  V$  ,  ôc  en  général  des  Vn  ôc  Vn  -4-  i  yri  étant  un  nombre 
fini  quelconque  ;  car  les  intervalles  entre  n  ou  n  h—  i  ôc  i 
feront  toujours  divifés  de  la  même  maniéré ,  mais  feulement 
en  parties  plus  grandes  (446').  Donc  en  général  les  Vn 

ôc  Vn  -4-  1  approchent  d’autant  plus  de  l’égalité,  que  l’expo-, 
fant  de  la  V  étant  le  même  de  part  ôc  d’autre ,  eft  plus  grand. 

45*0.  D’un  autre  côté,  plus  n  eft  grand,  plus  n  &  n  1 
approchent  de  Y  égalité,  &  par  conféquent  aufti  leurs  V  d’un 

même  expofant.  Donc  Vn  ôc  Vn  -f~  1  approchent  d’autant 
plus  de  l’égalité ,  i°  que  leur  expofant  étant  le  même  eft  plus 

grand,  20  que  n  eft  plus  grand.  Par  exemple,  Vz  ôc  V\ 


approchent  plus  de  l’égalité  que  V2  ôc  V  3 ,  mais  moins  que 

X 

6  6 

V  3  ôc  V4. 

Cela  vient  évidemment  de  ce  que ,  quoique  l’intervalle 
entre  n  oun  h—  i  ôc  i  foit  divifé  en  de  plus  grandes  parties 

à  mefure  que  n  eft  plus  grand, les  Vn  ôc  les  Vn  -4-  1  font 
plus  proches  chacune  de  celle  du  même  nom  à  mefure  que  n 
eft  plus  grand  ;  ôc  par  conféquent  le  plus  de  grandeur  de  l’in¬ 
tervalle  qui  eft  entre  n  ou  n  -4-  1  ôc  1  n’empêche  nullement 

le  plus  de  proximité  des  Vn  Ôc  Vn  -4-  1  du  même  nom. 

Nous  n’avons  comparé  que  des  v7  de  même  nom  de  nom¬ 
bres  confécutifs ,  parce  qu’on  ne  pourroit  comparer  que 
beaucoup  moins  exactement  des  V  de  différens  noms ,  ôc  de 

nombres 


) 
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Nombres  non  confécutifs  ,  &  de  plus  cela  feroit  inutile  au 
deffein  préfent. 

4  c  i .  De  tout  ce  qui  a  été  dit ,  il  fuit  que  tous  les  Incom- 
menfurablesontentr’eux  des  différences  finies  j  tant  que  les  V 
qui  les  expriment  ont  des  expofans  finis  déterminables  ,  ce 
qui  eft  la  feule  forme  fous  laquelle  nous  les  connoiiïions  , 
qu’enfuitequandcesexpofansfontdes  Finis  indéterminables, 
ils  n'ont  plus  que  des  différences  infiniment  petites  décroif- 
fantes ,  6c  qff  enfin  quand  l’expofant  eft  infini,  ils  n’ont  plus 
à  r  qu’une  différence  encore  plus  petite  que  toutes  les  pré^ 
cédentes ,  ou  font  r . 

4)2.  Donc  fincommenfurabilité  s’anéantit  parle  décroif- 
fement  infini  de  la  grandeur  incommenfurable  quelconque  , 
qui  cependant  ne  s’anéantit  pas,  puifqu’elle  devient  i ,  6c  par 
ce  décroiffement  infini  fincommenfurable  devient  commen- 
furable.  En  effet,  tout  Incommenfurable  étant,  ou  pouvant 

oc 

être  devenu  i  4-  “ ,  il  décroît  à  l’infini  par  le  feul  décroif- 

oc 

fement  de  la  fra&ion^,  dans  laquelle  oo  étant  confiant  6t 


oC  variable ,  OC  décroît  jufqü’à  ce  qu’il  foit  enfin  =  i ,  ce 


qui  donne  i  -4- JL.—  i  ,  &  alors  l’incommenfurabilité  ceffe; 

00  cC 

4*3.  L’incommenfurabilité  eft  attachée  au  rapport A  •  ^ 
qui  dans  toutes  (es  variations  eft  toujours  également  inex-  attachée  Vin - 
primable  6c  inconnu ,  6c  par  conféquent  quoique  la  grandeur 


i  y  qui  eft  incommenfurable ,  décroiffe ,  6c  tende  à  de- fini. 
venir  commenfurable,  6c  à  la  fin  le  devienne  effectivement, 
elle  eft  cependant  toujours  également  incommenfurable, 

4J4.  Donc  l’incommenfurabilité  n’a  point  de  plus  6c  de 


moins ,  quoique  la  grandeur  PS: ,  d’où  dépend  l’incommen-; 
furabilité ,  en  ait.  00 

4 y  5*.  Puifque  l’incommenfurabilité  d’un  nombre  vient 
de  l’Infini  qui  y  entre  néceffairement,  il  faut  regarder  deux; 

X 
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Incommenfurables  comparés  entr’eux  comme  deux  Infinis, 
&  leur  rapport  comme  celui  de  deux  Infinis.  Donc  deux 
lucommenfurabîes  auront  entr’eux  un  rapport  exprimable, 
ou  inexprimable ,  quand  deux  Infinis  en  auroient  un.  Or  deux 
Infinis  n’ont  un  rapport  exprimable  que  quand  ils  font  le 
même  Infini affeêlé  de  deux  coëfficiens  finis,  donc  pareille¬ 
ment  deux  Incommenfurables  n’ont  un  rapport  exprimable 
que  quand  ils  font  le  même  Incommenfurable  affeêté  de  deux 

»  n  n  ” 

différens  coëfficiens ,  comme  a  ôcml/  a  a  ôc  Lf, 

m 

donc  en  ce  cas  leur  rapport  eft  exprimable  ,  ou  ,  ce  qui  eft 
le  même,  ils  font  commenfurables  entreux,  c’eft-à-dire  , 


n  n 

:  :  i  .w.  ou  :  :  m.  i .  Mais  par  la  raifon  contraire  yV  aôcV^  b  , 

»  m 

ou  V  a  ôcV  a,  quelques  coëfficiens  qu’ils  puiffent  avoir  , 
n’ont  aucun  rapport  exprimable,  ou  font  incommenfurables 
à  l’égard  l’un  de  l’autre ,  auffi  bien  qu’à  l’égard  de  tous  les 

».  oC  m 

autres  nombres ,  car  dans  V  a  —  i  -h  ,  &  dans  K"  a  ==  i) 

OC  n  n 

H-  ,  oC  eft  différent ,  &  de  même  dans  V'  a  &  b.  En 


un  mot  oC  qui  entre  dans  a  eft  unique ,  &  n’eft  le  même 
dans  aucun  autre  Incommenfurable ,  ôc  de-là  tout  le  refte 
s’enfuit. 


Comparai  fort  44  6.  Les  Finis  indéterminables  font  tels  qu’étant  élevés 
Finis  m -  ^  quelque  puiffance  finie ,  ils  deviennent  Infinis,  ôc  par  confé- 
bh^è^des  quent  ils  font  V  finies  de  quelque  Infini.  Les  Incommenfu- 
Incommenfu-  râbles  font  des  V  finies  de  quelque  nombre  fini ,  mais  tels 
moles,  que  pjngnj  entreroit  nécefiàirement  dans  leur  valeur  précife. 

Donc  les  Incommenfurables  ôc  les  Finis  indéterminables  font 
également  inexprimables, parce  qu’ils  tiennent  de  l’Infini  les 
uns  ôc  les  autres.  Mais  les  Incommenfurables  font  détermi¬ 


nables,  parce  qu’ils  font  v7  de  quelque  nombre  fini  qui  fe 
détermine,  ôc  les  Finis  indéterminables  font  indéterminables, 
parce  qu’ils  font  V  de  quelque  Infini» 
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4î7*  Nous  n’avons  confidéré  jufqu’ici  que  des  Incom-  Nouvelles 
menfurables  ,  qui  étoient  des  V  finies  de  quelque  nombre  fini,  efPeces  d'In- 
ôc  ce  font  aufii  les  feuls  que  les  Géomètres  aient  confidérés  ,  i°i?s™z£Zf~ 
mais  il  y  en  a  d’autres  efpeces.  Pece* 

Au  lieu  d’introduire  dans  Part  415*.  un  nombre  infini  de 
moyens  arithmétiques  entre  1  ôc  2 ,  on  y  auroit  pu  introduire 
ce  même  nombre  de  moyens  géométriques  ,  ce  qui  donne 


-H-  1.  200.  200:  2  00  ,  &c.  2  00 


Parce  que  2  00  =  1  ,  comme  1  -b 


2. 


=  1  ,  il  faut  appli- 

y>  ...  1 

quer  ici  le  raifonnement  de  Part.  41 6 ,  &  ne  pas  prendre  2  oq~ 

1 

comme  précifément=  1  ,  de  même  qu’on  n’a  pas  pris  1 
comme  précifémenjt  =  1 .  Il  faut  donc  néceffairement  regar- 

1  a 

derlaprogreflion—  1. 2  00 .  2  00  ,  &c.  comme  croiffante, 
quoiqu’elle  le  foit  infiniment  peu  dans  tout  fon  cours  ;  aufli- 
bien  que  l’arithmétique  correfpondante  :  mais  les  différences 
infiniment  petites  de  l’arithmétique  étoient  égales,  6c  celles 
de  la  géométrique  font  croiffantes. 

Il  y  a  dans  la  géométrique  des  2  >  mais  en  nombre 

fini  feulement ,  qui  ont  à  1  une  différence  finie.  Car  la  pro- 
greffion  arithmétique  correfpondante  a  une  infinité  de  termes 
qui  ont  à  1  une  différence  finie  (  421  6c  422  ),  donc  la 
géométrique  qui  divife  le  même  intervalle  le  plus  inégale¬ 
ment  qu’il  foit  poffible ,  ôc  de  la  maniéré  la  plus  oppofée  à 
la  progreffion  arithmétique ,  n’a  qu’un  nombre  fini  de  ces 

oc 

termes.  Or  ils  font  néceffairement  des  2  5ô.  Et  en  effet , 
comme  dans  A  le  nombre  des  termes  finis,  ou  qui  ont  une 
différence  finie  à  1 ,  6c  le  nombre  des  termes  qui  y  ont  une 
différence  infinie,  étant  tous  deux  infinis,  le  nombre  fèul 
des  termes  qui  ont  des  différences  finies  à  1  eft  infini  dans  G , 
de  même  il  faut  pour  les  deux  progreflions  dont  il  s’agit  ici , 

X  ij 


N* 
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que  le  nombre  des  termes  qui  ont  une  différence  infiniment 
petite  à  i  *  &  le  nombre  des  termes  qui  y  ont  une  différence 
finie  ,  étant  tous  deux  infinis  dans  l'arithmétique  ,  le  nombre 
feul  des  termes  qui  y  ont  une  différence  infiniment  petite  à  i  » 

oc 

foit  infini  dans  la  géométrique.  Or  les  2  co  étant  des  nom¬ 
bres  finis  Animent  différens  de  1  ,  ils  font  cependant  inex¬ 
primables  ,  &  par  conséquent  ont  tous  les  caractères  d’In-: 
commenfurables. 


45*8.  Ces  Incommenfurables  ne  font  pas  comme  les  V± 
des  v7  finies  de  2  ^  mais  des  v7  infinies  de  2  élevé  à  quelque 
puiffance  infinie  moindre  que  la  v7.  Ils  font  déterminables 
en  ce  que ,  comme  les  v72 ,  ils  appartiennent  au  nombre  dé¬ 
terminé  2  :  mais  ni  la  dénomination  de  la  V  qui  les  exprime 
îfeft  déterminée  comme  dans  les  V 2 ,  ni  la  puiffance  dont  on 
tire  cette  V  ne  l’eft  ;  ôc  par  tout  cela  ils  font  d'une  efpece 
différente  des  V  2. 


45* .9.  On  peut  remarquer  ici  en  paffant ,  que  la  fomme 
de  la  progreflion  arithmétique  infinie  comprife  entre  1  &  2 


fera  (77)2-f-~-xoox*~-  ==  2  -4- 


00 

00 


x 


oc 

x 


3  00 


& 


que  par  conféquent  elle  fera  à  la  fomme  de  la  Suite  infinie 
des  Unités  j  quieft  =  OC::  3.  2.  Ce  qui  vient  de  ce  que 
cette  progreffion  a  une  infinité  de  termes  plus  grands  que  x  > 
&  plus  grands  d’une  différence  finie  (45*7)* 

La  fomme  de  la  progreffion  géométrique  correfpondante 

00 

fera  — — =-----  = — - - .  Or  2-^  -  1  efl 

i~_i 

une  grandeur  infiniment  petite  (5p),ouo  relatif.  Donc 
~r —  grandeur  infinie  (33  8).  Cet  j  n’eftpasabfo- 

*  “  - 1 

iument  ==  00 }  car  la  progreffion  géométrique  ayant  tous 
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fes  termes  plus  grands  que  i  ,  ôc  entr’eux  un  nombre  fini 
indéterminable  ,  qui  font  plus  grands  que  i  d’une  différence 
finie  (4  J7-)  ,  fa  fomme  eft  plus  grande  que  celle  de  la  Suite 
infinie  des  Unités  qui  efl:  =•  00.  Donc  cet  -  >  00 ,  mais 
feulement  d’une  différence  finie,  ôc  fi  on  la  compte  ,  cette 
fomme  de  la  progreffion  géométrique  ne  peut  être  comparée 


à  celle  de  l’arithmétique,  qui  efi:1^-,  ou  ces  fommes  font 
incommenfurables  entr’elles.  Seulement  on  fait  que  celle  de 
l'arithmétique  doit  être  la  plus  grande, ôc  par  conséquent  elle 
auroit  à  celle  de  la  géométrique  un  moindre  rapport  que 
celui  de  3  à  2. 

460.  Tout  ce  qui  a  été  dit  de  la  progreffion  géométri¬ 
que  infinie  dont  1  6c  2  font  les  extremes  ,  s'applique  de  foi- 
même  à  celles  dont  1  ôc  3 ,  ou  1  ôc  4 ,  ôcc.  feroient  les  extre- 

OC  OC 

mes,  6c  l’on  voit  naître  une  infinité  de  300“,  de 4  c/T  ôcc. 
qui  feront  autant  de  nombres  finis  incommenfurables  d’une 
p,de  e/pece . 


461.  Que  fi  enfin  on  établit  la  progreffion  géométrique 
dont  1  ôc  00  foient  les  extremes  ,  ce  qu’on  a  déjà  vu  plu- 

1  z  3 

fleurs  fois  ,  tous  les  termes  oc  00 , 00  00 , 00  00  ,  ôcc, 

enfin  tant  que  le  numérateur  des  expofans  fera  fini  ,  feront 
finis,  ôc  ce  font  de  nouveaux  Incommensurables  d’une  3”* 
ejpece  ,  parce  qu’ils  n’appartiennent  plus  à  aucun  nombre  fini, 
mais  à  l’Infini  élevé  à  quelque  puiffance  finie  dont  ils  font 
V  infinies. 

oC 


4é’2.  Et  comme  dans  cette  progreffion  il  y  a  des  00 
qui  font  encore  finis  (321),  ce  font  encore  des  Incommen- 
furables  d'une  4 **  efpece ,  parce  qu  il  n’entre  absolument  rien 
de  fini  dans  leur  expreffion ,  non  pas  même  le  numérateur  de 
leur  expofant ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  qu’ils  font  V r 

infinies  d’un  Infini  élevé  à  une  puiffance  infinie. 

A  v  ••• 
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4 63.  On  voit  aflez  que  paflfé  cela ,  il  ne  doit  plus  être 
poffible  de  trouver  des  Incommenfurables ,  c’eft-àdire  ,  des 
nombres  finis  inexprimables  ;  &  même  ces  derniers  ,  qui  font 

cC 

les  oo^  ,  manquent  abfolument  d’un  cara&ere  qui  les  fafTe 
reconnoître  pour  finis ,  car  il  y  en  a  auffi  de  pareils  ou  pris 
dans  la  même  progrefllon  qui  font  infinis.  A  mefure  que  les 
Incommenfurables  ont  plus  de  rapport  à  l’Infini  ,  ils  devien¬ 
nent  plus  indéterminables. 

464.  Donc  il  y  a  des  nombres  finis  de  deux  efpeces 
principales  :  les  uns  purement  Finis ,  les  autres  qui  tiennent 
de  flnfini.  Les  premiers  font  les  Commenfurables,tous  expri¬ 
mables  ôt  déterminables  ,  dont  nous  avons  une  idée  parfaite* 
Les  féconds  font  les  Incommenfurables,  tous  inexprimables, 
êc  dont  nous  n  avons  qu’une  idée  obfcure.  Ils  fe  fubdivifent 
en  quatre  efpeces  ^  ôt  deviennent  d’autant  moins  détermina¬ 
bles,  ôt  l’idée  que  nous  en  avons  d’autant  plus  obfcure ,  qu’ils 
tiennent  plus  de  l’Infini ,  ôt  enfin  dans  la  derniere  efpece  ils 
deviennent  abfolument  indéterminables ,  &  nous  n  en  avons 
plus  d’idée. 

45 y.  Il  fuit  de  Part.  43  y ,  que  chaque  nombre  commen- 
furable  produit  une  infinité  d’Incommenfurablës ,  ôt  ils  ne 
font  que  de  la  irc  efpece.  Donc  il  y  a  autant  d’infinités  d’In- 
eommenfurables  de  cette  efpece  qu’il  y  a  de  commenfura- 
bles ,  ôt  il  ne  faut  pas  être  furpris  que  dans  les  recherches 
Algébriques  011  en  rencontre  tant. 

466.  Que  fi  on  rencontre  aufii  des  grandeurs  qui  foient 
certainement  finies ,  ôt  ne  foient  cependant  point  V  de  quel¬ 
que  nombre  fini  exprimable ,  ce  feront  des  Incommenfura¬ 
bles  de  quelqu’une  des  trois  dernieres  efpeces  :  ainfi  les  four¬ 
nies  de  _L,_L  ,  ôte.  font  des  grandeurs  finies  (363  ôt  365  ), 

%/4  ' 

mais  qui  ne  fe  peuvent  exprimer  par  aucun  nombre  fini ,  ni 
par  aucune  V  d’un  nombre  fini.  Elles  feront  de  ces  nouveaux 
Incommenfurables. . 


«  . 
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467.  A  plus  forte  raifon  deux  grandeurs  de  cette  efpece 
auront-elies  un  rapport  fini  qui  ne  fe  pourra  jamais  exprimer 

1 

ni  déterminer.  Tel  fera  le  rapport  de  la  fomme  de  à  la 

oc  oc 

fomme  de  C’efl:  peut-être  celui  de  3  w  à  2  w  *  OC 

étant  le  même  de  part  &  d’autre.  Il  fuffit  de  voir  par-là  qu’il 
peut  y  avoir  une  infinité  de  rapports  finis  de  grandeurs  finies  , 
qui  par  leur  nature  feront  éternellement  hors  de  la  portée  de 
l’Efprit  humain. 


\ 
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SECTION  VI. 

Des  Grandeurs  Pofitives  &  Négatives >  Kéelles 

&  Imaginaires . 

appelle  grandeurs  pofitives  ,  celles  qui  ont  le 
ligne  -t-  ,  ou  qui  n’en  onr  point  ;  car  alors  -H 
eft  foufentendu  ,  ôc  en  effet  toute  grandeur  que  I  on  confi- 
dere  eft  pour  cela  feul  polée.  Et  on  appelle  négatives  ,  celles 
qui  ont  le  figne  — . 

Il  paroît  que  dans  fufage  commun  on  confond  affez  les 
grandeurs  pofitives  avec  celles  qui  font  ajoutées  à  quelqu’au- 
tre,  ôc  les  négatives  avec  celles  qui  font  retranchées  de  quel- 
qu’autre  ;  ôc  il  eft  fi  vrai  qu’on  les  confond ,  que  l’on  ne  tire 
les  Réglés  du  calcul  des  grandeurs  pofitives  ôc  négatives  -  que 
des  feules  idées  de  faddition  ôc  de  la  fouftradion.  De-là  vient 
encore  que  quand  les  grandeurs  négatives  ont  un  —  abfolu  , 
comme  —  1,-2.,  —  3  ,  ôcc.  c’eft- à-dire ,  qu’elles  ont  le 
figne  —  fans  être  précédées  d’aucune  grandeur  dont  elles 
foient  réellement  retranchées, on  eft  réduit  à  imaginer  qu’elles 
font  retranchées  de  o.  Mais  on  tombe  par-là  dans  quelque 
chofe  d’entièrement  inconcevable  ,  qui  eft  une  grandeur 
moindre  que  rien. 

On  dit,  pour  juftifier  cette  idée ,  qu’un  homme  qui  a," 
par  exemple ,  plus  de  dettes  que  de  bien ,  a  moins  que  rien. 
Mais  il  faut  prendre  garde  que  ce  moins  que  rien  n’eft  pas 
une  idée  géométrique  ,  ni  phyfique^  mais  feulement  morale, 
ôc  qu’on  entend  par-là  que  félon  les  loix  de  la  Société  la 
condition  de  cet  homme  eft  plus  mauvaife ,  que  s  il  n’avoit 
précifément  rien,  c’eft-à-dire ,  ni  bien ,  ni  dettes.  Si —  1] 
eft  moins  que  rien ,  j’entens  que  ce  —  foit  abfolu ,  com¬ 
ment  fon  quarré  eft -il  1  ?  Et  fi  —  2  eft  moindre  que  —  1  , 
parce  qu’il  eft  plus  au-deffous  de  o  ;  comment  fon  quarré 
eftdl  au-deffus  ae  celui  de  —  1  ? 

Pa 
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On  dit  aufli  que  — -  a  eft  la  négation  de  a *  mais  cela  ne 
porte  pas  une  idée  nette  :  car  dès  que  Ton  confidere  une 
grandeur *  on  l’affirme *  ou  on  la  pofe  *  ôc  on  n’entend  pas 
ce  que  c’eft  que  de  la  nier  *  à  moins  que  ce  ne  foit  la  retran¬ 
cher  de  quelque  autre.  Or  le  - —  étant  abfolu  *  il  n’y  a  point 
de  retranchement *  ou  fi  l’on  en  fuppofe  un  *  on  retombe 
dans  les  embarras  qui-  viennent  d’être  repréfentés. 

Enfin  les  expofans  négatifs  des  puiffances  ne  font  négatifs 
par  aucune  fouftraâion  *  ni  par  aucune  négation.  Quand  je 

dis  a  ”^==“v  *  je  ne  puis  concevoir  ni  que  n  foit  retranché 

a 

d’aucune  grandeur *  nique - n  foit  la  négation  de  la  puif- 

i  — — » 

fànce  ri)  puifque  je  retrouve  cette  puiflance  n  dans~4T  =æ 

De  tout  cela  je  conclus  que  les  grandeurs  pofitives  &  né¬ 
gatives  le  font  par  elles-mêmes*  ôc  indépendamment  de  toute 
addition  *  ou  fouftraêtion*  ou  négation  *  ôc  que  dans  ce  qui 
les  rend  pofitives  ou  négatives  ,  il  y  a  quelque  idée  peu 
développée  *  qu’il  eft  bon  de  démêler. 

46p.  Si  on  veut  qu’une  Suite  de  nombres  repréfente  le  ce  que  ce/t 
cours  du  Soleil  au  deffus  de  l’Horifon  ,0*1*2*  &c.  90 

*  &c.  2  *  1  *  o  *  o  marquera  que  le  Soleil  eft  àl’Horifon  y  Que  le  Néga- 
foit  qu'il  fe  leve,  ou  fe  couche.  Si  on  veut  fuivre  fon  cours tifne  confifi^ 
au  aelious  de  lHorilon  *  on  ne  peut  avoir  que  les  memesr^4W^ 
nombres  0*1*2*  &c.  90  *  89  *  ôte.  2 ,  1  *  o  *  où  l’on  voit*»*»*  >  mais 
qu’ils  repréfentent  également  ôc  les  élévations  du  Soleil  au 
defious  de  l’Horifon*  ôc  fes  abaiffemens  au  deffous.  L’expref-  tion. 
fion  par  les  nombres  feuls  eft  donc  douteufe  ôc  équivoque. 

Pour  la  déterminer  *  on  affeête  du  ligne  — -  les  nombres  qui 
repréfentent  les  abaiffemens  *  en  donnant  le  ligne  -4-  à  ceux 
qui  repréfentent  les  élévations  *  ou  en  le  leur  biffant  foufen- 
tendu  *  puifque  tous  les  nombres  font  naturellement  ôc  par 
eux-mêmes.  Par-là  l’équivoque  eft  entièrement  levée. 

De  même*  fi  étant  toujours  tourné  du  même  côté  *  je 
voulois  représenter  par  une  Suite  de  nombres  les  arcs  ou  de¬ 
grés  d’un  demi-Cercle  que  parcourroit  leSoleil  d’abord  à  ma 
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droite ,  enfuite  à  ma  gauche  ,  j’aurois  o ,  1  ,  2,&c.  jufqu’à^o 
pour  les  arcs  qu’il  parcourroit  à  ma  droite ,  o  étant  le  poinc 
où  le  demi-Cercle  couperoit  l’Horifon ,  après  quoi  j’aurois 

pour  les  arcs  à  ma  gauche - Bp ,  ôcc.  - - 2  , - 1 ,  o , car 

fans  cela  les  deux  efpeces  d’arcs  n’auroient  nulle  diftinètion* 

De-là  il  fuit  que  Fidée  du  pofitif  &  du  négatif  ajoute  à 
Icelle  desgrandeursqu'ellesfoient^^/menquelquechofej 
comme  dans  les  deux  exemples  rapportés  les  nombres  font 
contraires  par  la  pofition  des  grandeurs  qu’ils  repréfentent- 

470.  Toute  contrariété  ou  oppofition  fuffit  pour  Fidée  du 
pofitif  &  du  négatif  Si  ,  par  ex.  4  ,  3 , 2 ,  1  ,  repréfentent  le 

Bien  ou  le  Fonds  d'un  Homme  qui  diminue  toujours  , - 1  s 

- 2  ,  &c.  repréfenteront  fes  Dettes  qui  augmenteront.  Et 

en  général  ,  fi  <2  eft  un  Fonds ,  une  élévation  du  Soleil  ,  &c. 

• —  a  eft  une  Dette  ,  ou  un  abaiffement  du  Soleil  ,  &c. 

47 1 .  Donc  toute  grandeur  pofitive  ou  négative  n’a  pas 
feulement  fon  être  numérique ,  par  lequel  elle  eft  un  certain 
nombre  ,  une  certaine  quantité  ,  mais  elle  a  de  plus  fon  être 
fpécifique ,  par  lequel  elle  eft  une  certaine  Chofe  oppofée  à 
une  autre. 

Je  dis  oppofée  à  une  autre ,  car  ce  n’eft  que  par  cette  oppo~ 
fition  qu’elle  prend  un  être  fpécifique  ;  ôc  fi  on  lui  en  don- 
noit  un  qui  ne  lui  apportât  aucune  oppofition  à  une  autre 
grandeur  ,  elle  ne  conferveroit  aucun  caraâere  d’être  fpécifi¬ 
que,  &  ne  feroit  confidérée  que  félon  le  numérique.  Àinfi 
quoique  des  degrés  de  Viteffe  appartiennent  à  une  certaine 
chofe  ,  qui  eft  une  Viteffe,  ils  ne  font  point  fufceptibles  de 
l’idée  du  pofitif  &  du  négatif,  parce  que  la  Viteffe ,  entant 
que  Viteffe  précifément ,  n  a  rien  qui  lui  foit  oppofé ,  non  pas 
même  la  Lenteur ,  qui  n’eft  qu’une  moindre  Viteffe,  ni  le 
Repos  ,  qui  n’eft  qu’une  Viteffe  devenue  nulle ,  ou  infini¬ 
ment  petite. 

472.  Donc  toute  grandeur  n’eft  pas  fufceptible  de  l’idée 
du  pofitif  du  négatif,  &  celles  qui  le  font  peuvent  être 
aifément  reconnues  par  Foppofition  fpécifique  qu  elles  au* 
xont  à  d’autres. 
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475.  Quand  deux  grandeurs  font  oppofées  ,  lune  exclut 
ou  nie  l’autre,  ôc  par  conféquent  eft  négative  à  l’égard  de 
fautre  qui  fera  pofitive.  Ainfi  l’abaiffement  du  Soleil  nie 
l’élévation,  une  Dette  nie  un  Fonds  ,  &c.  Et  comme  deux 
grandeurs  oppofées  fe  nient  également  l’une  l’autre,  &  que 
l’élévation  nie  autant  Fabaiffement  que  Fabaiffement  nie  Féle- 
vation  ,  ôcc.  il  eft  indifférent  laquelle  des  deux  on  prenne 
pour  pofitive  ou  pour  négative.  Cependant  on  prend  ordi¬ 
nairement  pour  pofitive  celle  qui  fe  préfente  la  première  dans 
la  recherche  dont  il  s’agit,  &  qu’il  efl:  le  plus  naturel  de 
confidérer.  Un  Fonds  fera  plutôt  la  grandeur  pofitive  qu’une 
Dette. 

474.  Quoiqu’une  grandeur  ait  une  oppofée  ,  il  n  efl:  nul¬ 
lement  néceffaire  de  confidérer  cette  oppofée.  Ainfi  quoi¬ 
que  je  confidere  un  Fonds  que  j’appelle  a,  je  puis  ne  confi¬ 
dérer  a  que  numériquement ,  par  fes  accroiffemens  ou  dé- 
croiffemens  numériques  quelconques,  ôc  fans  aucun  rapport 
à  la  grandeur  Ipécifique  oppofée ,  qui  efl:  une  Dette  :  mais  Ci 

je  dis - a ,  cette  grandeur  n’eft  ce  quelle  efl: ,  ôcaffeêtée 

du  ligne - ,  que  parce  qu’elle  eftoppolée  ha,  ou  H—  ay  qui 

efl:  un  Fonds.  La  grandeur  négative  ,  quoique  prife  à  part , 
renferme  donc  néceffairement  dans  fon  idée  l’être  fpécifi- 
que  :  mais  la  pofitive  ,  prife  de  même  ,  ne  le  renferme  pas 
néceffairement,  &  alors  elle  n’efl:  pofitive  q\i  improprement  * 
ôc  parce  qu’elle  efl:  confidérée  ou  pofée  ,  mais  non  pas  pro¬ 
prement  ,  ôç  par  rapport  à  une  grandeur  oppofée.  Elle  n’efl: 
plus  qu’un  nombre. 

475*.  Donc - a  n  efl:  point  un  pur  nombre ,  &  à  moins 

que  d’y  attacher  une  idée  fpécifique  ,  on  n’en  a  plus  d’idée. 

476.  Zéro  n’efl:  point  fufceptible  de  l’idée  du  pofitif  ôc 
du  négatif ,  puifqu  il  n’efl:  point  grandeur  ,  Ôc  que  loin  de 
pouvoir  avoir  un  être  Ipécifique  ,  il  n’en  a  feulement  pas  un 
numérique. 

477.  Par  la  raifon  contraire,  ITnfini  eft  fufceptible  de 
cette  idée  ,  ce  qui  eft  évident  de  foi-même. 

47 B.  Les  entiers  ôc  les  fractions  ne  font  point  des 

Y  ij 


T.n  quoi 
eonfifte  le 
Négatif  des 
J?uijfances 
&  des  Ra¬ 
tines, 
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grandeurs  fpécifiquement  oppofées.  Par  exemple  *  3  ne  l’efi: 
point  à  j,  car  3  eft  \  à  l’égard  de  9  ,  &  ~  eft  3  à  l’égard 
de  i.  Donc  l’idée  de  pofitif  &  de  négatif  ne  peut  tomber 
fur  les  entiers  entant  qu  oppofés  aux  fradions ,  ni  récipro¬ 
quement. 

479.  De  même  les  puiffances  &  les  racines  ne  font  point 
des  grandeurs  oppofées.  Car  il  n’y  a  point  de  nombre  qui 
ne  foit  en  même  temps  &  une  puiffance  quelconque  (438  ) 
fie  une  racine  quelconque.  Cela  fe  voit  encore  >  parce  que  les 
puiffances  font  n ,  fit  les  racines—  >  entiers  &  fradions  >  qui 

ne  font  point  oppofés  (478  ). 

480.  Mais  les  puiffances  peuvent  avoir  entr’elles-mêmes> 
fie  les  racines  de  même  entr  elles  une  oppofition  fpécifique. 
Une  puiffance  éleve  ou  abaiffe  la  grandeur  qu’elle  affede* 
félon  que  cette  grandeur  eft  un  entier  ou  une  fradion.  Donc 
les  puiffances  qui  élevent  &  celles  qui  abaiffent  font  fpécifi¬ 
quement  oppofées  entr’elles.  Donc  fi  n  eft  une  puiffance  qui 

éleve , - n  eft  une  puiffance  qui  abaiffe  *  ou ,  ce  qui  eft  le 

même  ,  fi  a  eft  élevé  par  la  puiffance  n  f  il  eft  abaiffé  par  la 

puiffance - -  n.  Or  il  n’y  a  qu’une  fradion  qui  puiffe  être 

abaiffée  par  une  puiffance  ?  donc  a  abaiffé  par  la  puiffance 


n  eft  devenu  fradion  >  ou 


.  Donc  a 


a  a 

même  une  racine  abaiffe  ou  éleve  une  grandeur  félon  que 
cette  grandeur  eft  un  entier ,  ou  une  fradion.  Donc  fi  -i-eft 

une  racine  qui  abaiffe, - i-eft  une  racine  qui  éleve.  Oz 


une  racine  ne  peut  élever  qu’une  fradion.  Donc  a 


On  voit  par  l’article  précédent  pourquoi  a  — M  n’eft  pas 

1  _  1 

=  a  ~  y  ou  a  ~  =  an ,  &  par  celui-ci  pourquoi  a — ■* 

î 

—  -7  5  &  ^  "  ==3-~-.  Et  peut-être  tout  cela  feroxt-ij 


n 
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plus  difficile  à  démontrer  a  priori  par  d’autres  principes  que 
ceux  qui  ont  été  établis. 

La  même  chofe  fe  trouve  aifément  par  le  calcul.  Car  au 


- «  n - n 

xa  - a  = 

—  a°  — 

1.  Donc  a  „ .  De 

même 

.  ï  '  I 
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481.  Dans  les  exemples  des  élévations  ou  abaiffemens 
du  Soleil ,  des  Fonds  on  Dettes >  l’oppofition  fpécifique  ne 
touche  point  à  l’être  numérique  des  grandeurs  qui  demeure 
toujours  le  même ,  c’eft-à-dire  y  que  1  degrés  d’élévation  du 
Soleil ,  par  ex.  ou  2  degrés  d’abaiffement  font  toujours  le 
même  nombre  2.  Mais  Foppofition  fpécifique  des  puiffances 
ou  des  racines  pofitives  ou  négatives  entr’elles  change  1  être 
numérique  de  la  grandeur  à  laquelle  elles  font  appliquées  y 

r 

puifque  ce  qui  dans  a 9  6c  dans  a  n  étoit  a  >  devient  —  dans 
— *  1 
a  &  dans  a  »  • 

482.  Du  raifonnement  de  Fart.  480  y  &  du  précédent  il 

fuit  que  fi  une  puiffance  éleve  infiniment  a  y  la  même  puif¬ 
fance  affe&ée  de - Fabaiffe  infiniment.  Donc  puifque 

—  co 

eft  infiniment  grand  >  a  eft  infiniment  petit.  Et  en  effet; 

- CO  J 

a  . . . a  (  4§o  )» 

a 

483.  Pareillement  fi  une  puiffance  ou  une  racine  a  rendu 

une  grandeur  telle  qu’elle  ne  puiffe  plus  être  ni  élevée  ni 
abaiffée  par  les  puiffances  ou  par  les  racines  y  la  même  puif¬ 
fance  ou  racine  affeêtée  de - ne  rendra  point  la  grandeur 

différente  de  ce  qu’elle  étoit ,  quand  la  puiffance  ou  racine 
étoit  affeêtée  d e+,  car  les  puiffances  ou  racines  auront 
perdu  Foppofition  fpécifique  quelles  avoient  entr’elles.  Donc 

_ O 

puifque  a°=;  1 ,  a  eft  de  même  =  i ,  carlapuiflance  o 

Y  üj 
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ayant  rendu  a=  i ,  i’a  rendu  incapable  d’être  élevé  ou  abaiff 


par  des  puiffances.  De  même  puifque  a  00 
aufli  =  i .  Et  en  effet  a 


I  ,a 


00 


eft 


00 


CO 


1284.  Donc  a 


a0 


foit  que  o  Toit  abfolu  ou 


Vf, 


relatif.  S’il  eft  abfolu,  on  vient  de  le  voir  dans  Fart,  précédent, 

- O  _ _ 

&  fi  o  eft  relatif,  a  ==  a  00  =====  r . 

Comment  485*.  On  voit  fuffilamment  par  le  ier  exemple  de  Farte' 
vientHdepof-^9 9  qu’une  Suite  de  grandeurs  peut  devenir  depofitive 
tive  négciti-  négative ,  &  qu’elle  pafferoit  du  pofitif  au  négatif  par  o ,  que 
de  même  dans  le  2d  exemple  elle  pafferoit  du  pofitif  au  né¬ 
gatif  par  po  ,  c’eft-à-dire,  que  dans  le  ier  exemple,  o  étant 
le  point  de  FHorifon  où  le  Soleil  feroit  dans  le  plan  de  ce 
Cercle ,  il  ne  feroit  ni  au  deffus,  ni  au  deffous ,  &  par  confé- 
quent  fa  pofition  ne  feroit  ni  pofitive  ni  négative,  êc  dans  le 
exemple  elle  ne  feroit  non  plus  ni  Fun  ni  l’autre ,  parce 
que  le  Soleil  étant  à  90 ,  ne  feroit  ni  à  ma  droite  ni  à  ma 
gauche ,  mais  fur  ma  tête.  D’où  Ton  voit  en  général  que  dans 
les  Suites  qui  deviennent  de  pofitives  négatives ,  le  paffage 
du  pofitif  au  négatif  fe  fait  par  quelque  terme  qui  n  eft  ni 
l’un  ni  lautre ,  ou  fi  l’on  veut,  qui  eft  lun  &  Fautre  en  même 
temps.  Car  o  n  eft  ni  pofitif  ni  négatif  (47  S),  mais  on  peut 
bien  concevoir  que  90  foit  la  derniere  des  grandeurs  pofiti¬ 
ves  ,  &  la  première  des  négatives  en  même  temps.  Ces  deux 
idées  ,  quant  à  prèfent ,  reviennent  au  même. 

485.  Il  eft  clair  que  ce  que  90  eft  dans  l’exemple  qu’on 
avoir  pris  ,  tout  autre  nombre  le  fera  dans  d’autres  exemples 
ou  d’autres  cas ,  &  que  l’Infini  même  le  pourra  être.  Donc 
en  général  zéro ,  tous  les  nombres  Finis  &  l’Infini  font  des 
termes  par  où  des  Suites  de  grandeurs  peuvent  paffer  du  po¬ 
fitif  au  négatif.  . 

.  guides  487.  11  fe  trouve  parle  calcul,  que  les  opérations  que 
fatîveu  * m  Ion  fait  fur  les  grandeurs  négatives  font  les  mêmes  qu’on 
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feroit  fur  des  grandeurs  Amplement  retranchées  ,  parce  qu’en 
effet  on  peut  ramener  en  quelque  forte  ridée  de  grandeurs 
négatives  à  celle  de  grandeurs  Amplement  retranchées.  Mais 
comme  cette  maniéré  de  les  y  ramener  eft  un  peu  forcée  , 
qu’elle  ne  va  point  aiïez  au  fond  de  la  nature  des  chofes  ,  & 
qu’elle  ne  peut  s’étendre  à  tout ,  par  ex.  aux  puiffances  néga¬ 
tives  qui  ne  font  telles  par  aucun  retranchement ,  il  vaut 
mieux  prouver  les  opérations  furies  grandeurs  négatives ,  en 
I-es  prenant  Amplement  comme  négatives ,  &  de-là  naîtront 
quelques  idées  qui  éclairciront  peut-être  un  peu  une  partie 
affez  obfcure  de  l’Algebre.  Je  fuppofe  donc  les  grandeurs 
négatives  affedées  du  Agne  - —  abfolu  ,  ou  négatives  par 
elles-mêmes. 

Ajouter  une  grandeur  négative  aune  négative  ,  une  Dette 

à  une  Dette,  c’eft  l’augmenter. Donc - a ,  auquel  on  ajoute 

- a ,  ou - a  -H  - a  = - 2  a. 

Ajouter  aune  grandeur  négative  une  pontive  ,  un  Fonds 

à  une  Dette ,  c’eft  diminuer  la  Dette.  Donc - 2  a  -h  a 

*= - a.  De  même  ajouter  une  Dette  à  un  Fonds,  c’eft 

diminuer  le  Fonds..  2  a-k - a  == 

Oter  d’une  grandeur  négative  une  négative  ,  une  Dette 

d’une  Dette,  c’eft  la  diminuer.  Donc  —  2 a - a . 

Et  l’on  voit  par  conféquent  que - - a  =  -4-  a . 

Oter  d’une  grandeur  négative  une  pofttive, un  Fonds  d’une 

Dette ,  c’eft  augmenter  la  négative.  Donc  —  2^ - h  a=* 

• — 2 a — a== - 3  tf.De  même  ôter  une  Dette  d’un  Fonds* 

c’eft  augmenter  le  Fonds.  Donc2# - a==2a-{- a=3a* 

Et  l’on  voit  toujours  que - -  HP. 

Il  eft  clair  que  tout  cela  naît  ou  de  la  feule  nature  de  la 
grandeur,  lorfqu’onn  opéré  que  fur  des  grandeurs  négatives* 
ou  de  l’oppofttion  fpéciftque ,  lorfqu’on  opéré  fur  des  gran¬ 
deurs  pofttives  &  négatives. 

488.  Il  11’y  a  point  d’idée  plus  claire  que  celle  de  la  mal-, 

tiplication  d’un  Fonds  a  y  ou  d’une  Dette - a,  par  un  nom-! 

bre  b ,  ce  n’eft  que  doubler,  tripler,  &c.  le  Fonds  ou  la  Dette. 
Le  Ier  produit  eft  donc  a  b  , ôc  le  ad  —  a  b  j  car  il  eft 
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cvident  que  11  le  produit  des  deux  nombres  purs  a  ôc  £  eft 
c==  c  j  le  ier  produit  eft  un  plus  grand  F onds  c  *  ôc  le  2^  une 
plus  grande  Dette  - —  r. 

Il  ell;  bon  de  remarquer  que  dans  ab *  produit  du  Fonds  a 
par  le  pur  nombre  b  *  l’idée  de  l’être  fpécifïque  de  a  difparoît 
entièrement  *  &  que  ce  produit  n  eft  en  rien  different  de  ce¬ 
lui  du  pur  nombre  a  par  le  pur  nombre  b.  Mais  dans  le  pro¬ 
duit - ab}  l’idée  de  l’être  fpécifïque  fubfifte*  ôc  en  effet 

c’eft  proprement  aux  grandeurs  négatives  que  cette  idée  eft 
attachée  (474). 

Autant  qu’il  eft  clair  qu’un  Fonds  peut  être  doublé *  par 
exemple*  ou  multiplié  par  2  *  autant  il  eft  inconcevable  qu’un 
Fonds  puifle  être  multiplié  par  2  Fonds.  Car  que  fait  l’idée 
de  Fonds  dans  les  2  Fonds  qui  multiplieroient  ?  Il  faut  nécef- 
fairement  l’en  détacher  *  fi  l’on  veut  ramener  cela  à  quelque 
chofe  d’intelligible,  ôc  réduire  les  2  Fonds  à  n’être  que  le 
nombre  2  *  auquel  cas ,  félon  qu’on  vient  de  le  remarquer  * 
l’idée  d’être  fpécifïque  difparoît  entièrement  dans  le  produit 
quelconque  a  b ,  quin’eft  plus  que  purement  numérique. 

Cela  eft  ainfi  *  non  parce  que  a  eft  un  Fonds  *  mais  parce 
que  c’eft  une  grandeur  qu’on  avoit  revêtue  d’une  idée  fpéci- 

fique.  Donc  il  en  ira  de  même  du  produit  de - a  Dette  y 

par - b  Dette,  Donc  ce  produit  fera  purement  numérique  * 

donc  =  a  b . 

Ce  qui  a  été  dit  de  la  multiplication  des  grandeurs  néga-i 
cives  fe  doit  appliquer  à  la  divifion.  Donc1^  ou 

u  OC  y  ÔC  ■  '  ~  '  A*  . 

48p.  Si*  dans  quelque  recherche  que  l’on  fait*  les  gran¬ 
deurs  ont  pû  être  revêtues  d’une  idée  fpécifïque  *  a  b  eft  un 
produit  équivoque  *  c’eft-à-dire  *  qu’il  peut  être  également  le 
produit  de  deux  grandeurs  auxquelles  on  avoit  attaché  à  tou¬ 
tes  deux  ou  l’idée  de  Fonds*  par  ex.  ou  celle  de  Dette ,  ôc  qui 
en  ont  été  dépouillées  toutes  deux  parla  multiplication.  Mais 

• - a  b  n’eft  point  un  produit  équivoque*  il  ne  peut  être  que 

gelui  d’une  Dette  par  un  nombre; 
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490.  L’idée  de  puiffance  ajoute  à  celle  de  produit  l’éga¬ 
lité  ,  ou  identité  de  la  grandeur  multipliée.  Je  ne  puis ,  félon 
leraifonnement  de  l’art.  48  8, concevoir  le  quarré  d’un  Fonds, 
ou  d’une  Dette  ,  mais  feulement  le  quarré  du  nombre  qui 
exprimoit  le  Fonds  ou  la  Dette ,  c’eft-  à-dire  j,  que  ce  nombre 
revêtu  de  l’idée  de  Fonds  ou  de  Dette ,  je  l’en  ai  dépouillé 
pour  en  faire  un  quarré.  Mais  il  eft  vrai  aufti  que  j’ai  fait  un 
quarré  d’un  nombre  primitivement  revêtu  de  l’une  ou  de 
l’autre  idée  ,  ôc  que  puifqu’il  a  été  dépouillé  ou  de  l’une  ou 
de  l’autre ,  il  demeure  douteux ,  lorfqu’il  eft  quarré,  de  la¬ 
quelle  des  deux  il  avoit  été  d’abord  revêtu.  Donc  aa  eft  un 
quarré  équivoque,  comme  le  produit  ab  (489). 

45)  u  Mais - aa  n  eft  point  équivoque  ,  non  plus  que 

- ab.  Il  ne  peut  être  que  le  produit  de - a  Dette  par  a 


nombre  pur. 

4  2.  De-là  il  fuit  que 


aa  n’eft  point  un  quarré ,  mais 


il  y  a  deux  maniérés  félon  lefquelles  il  11e  l’eft  point.  i°.  Ce 
n’eft  point  un  quarré  purement  numérique ,  car  a  étant  un 

pur  nombre  , - a  n’en  eft  point  un  (475*).  2 Ce  n’eft 

point  un  quarré  fpécifique ,  ou  de - a  Dette ,  félon  le  fens 

de  l’art.  490 ,  car - a  n’a  point  été  dépouillé  de  fon  idée 

Ipécifique. 

Il  faut  remarquer  que  fi  on  ne  diftinguoit  pas  l’être  numé¬ 
rique  d’avec  le  fpécifique,  ce  ne  feroit  que  numériquement 

que - aa  ne  feroit  point  quarré ,  car  on  pourroit  feulement 

dire  que  a  ôc - a ,  quoiqu’égaux ,  ne  feroient  pas  précifé- 

ment  le  même  nombre.  Mais  il  eft  néceffaire,  ôc  tous  les 
Géomètres  en  conviendront  qu’il  y  ait  deux  maniérés  félon 

lefquelles - aa  ne  feroit  point  quarré ,  ôc  par  conféquent  la 

uiftinêtion  de  l’être  numérique  ôc  du  fpécifique  eft  néceffaire'. 

49  \ . - ar  pour  n’être  point  quarré ,  ne  laiffe  pas  d  être 

un  véritable  plan. 

494.  Si  je  prends - a 1  pour  un  quarré,  je  le  prends  ce  que  e 4 

donc  pour  ce  qu’il  ne  peut  être.  On  appelle  Imaginaires ,  les 
grandeurs  qui  ne  peuvent  être  ce  qu’on  fuppofe  qu’elles  font, 
ou  ce  qu’elles  devroient  être,ôc  qui  par  conféquent  enferment 
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contradiction,  &  on  les  oppofe  à  toutes  les  autres  qui  font 

Réelles.  Donc - az  pris  pour  quatre  eft  imaginaire  ,  mais 

pris  pour  plan  il  eft  réel  (45)3  ).  Donc  il  peut  devenir  réel 
ou  imaginaire  félon  le  fens  où  il  fera  pris. 

1 

4P  5*.  Si  Ton  dit  V  —  c iz  ,  on  détermine  néceffairement 
- av  à  être  pris  pour  un  quarré  ,  puifqu’on  lui  fuppofe 

z  1 

une  V.  Donc  V  - — a  eft  une  grandeur  entièrement  déter¬ 
minée  à  être  imaginaire,  &  ce  font  celles-là  feules  auxquelles 
on  donne  ce  nom  abfolu  ,  parce  qu  elles  ne  peuvent  être 
réelles  en  aucun  fens. 


496".  Il  y  a  deux  maniérés  félon  lefquelles - az  n’eft 

point  quarré  (492)  ou  eft  quarré  imaginaire.  Donc  il  a 

deux  V  imaginaires ,  dont  chacune  répond  à  chaque  maniéré 
dont  il  peut  être  formé  fans  être  quarré. 

Z 

797.  Toute  grandeur  qu’on  affecte  de  V  eft  prife  pour 
un  quarré.  Donc  fi  cette  même  grandeur  eft  affectée  du 

1  Z 

ligne  — ,  comme  —  an ,  n  étant  un  nom¬ 

bre  indéterminé,  c’eft  une  grandeur  imaginaire. 

Z 

4P  8.  Toute  V  dont  l’expofant  eft  pair  eft  une  K".  Ainfi 

«  1384 

V  eft  la  de  V' ,  V  de  ,  &c.  Donc  toute  V  paire  d’une 
grandeur  quelconque  négative  eft  imaginaire. 

499.  Il  y  a  deux  maniérés  félon  lefquelles  a%  eft  quarré 
(  4P°  )  comme  il  y  en  a  deux  félon  lefquelles - uz  ne  feli 

Z 

point.  Donc  comme - ar  a  deux  imaginaires  (496)  $ 

ar  en  a  deux  réelles ,  qui  font  a  ôc - a. 


TŸoh  vien¬ 
nent  les  Ra¬ 
cines  réelles 
mêlées  avec 
les  Imaginai¬ 
res. 


y  00.  Quoique  Ton  eût  formé  le  quarré  ax ,  en  ne  pre¬ 
nant  a  que  pour  un  pur  nombre ,  auquel  cas  il  femble  qu’il 
ne  devroit  avoir  que  a  pour  v  ,  la  feule  poflibilité  d’une  autre 

formation  qui  auroit  été  faite  fur - a,  donne  un  quarré  az 

urne  2de  V Et  de  même  les  deux  maniérés  félon  lefquelles 
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- ax  peut  être  formé ,  dont  il  eft  impoiïible  qu’aucune  fafle 

un  quarré  ,  lui  donnent  deux  V  imaginaires.  D  où  Ton  voit 
en  général  que  ce  ne  font  pas  feulement  les  formations  aêtuel- 
les  qu’on  a  faites  ,  mais  encore  toutes  les  autres  formations 
poiïibles,  qui  produifent  des  v7  réelles  ou  imaginaires. 

5*0 r.  a 5  eft  un  cube  numérique,  &  c’eft  aufti  un  cube 
fpécifique  devenu  numérique ,  parce  que  le  cube  d’un  Fonds 
étant  aufti  inconcevable  que  fon  quarré ,  ce  fera  le  cube  du 
nombre  a ,  auquel  j’avois  attaché  l’idée  fpécifique  de  Fonds, 
6c  que  j  ai  été  obligé  d  en  dépouiller  pour  faire  un  cube.  Selon 

3 

cette  formation ,  a 5  n’auroit  que  a  pour  F.  Alais  cv  peut  être 
aufti  le  produit  de - a  par - a  .  Or  il  faut  que  toute  gran¬ 

deur  de  deux  dimenfions  qui  entre  dans  la  formation  d’un 
cube  foit  un  quarré. - à1  eft  cette  grandeur  de  deux  dimen¬ 

fions  ,  mais  il  n’eft  point  quarré ,  Ôc  il  y  a  deux  maniérés 
dont  il  ne  l’eft  point.  Donc  il  y  a  deux  maniérés  dont  — -  a 
x - à1  =  aï  n’eft  point  cube.  Donc  à2  eft  cube  imaginaire 

3 

en  deux  fens ,  6c  a  deux  F  imaginaires  ;  mais  il  y  a  un  fens 

3 

dans  lequel  il  eft  cube  réel,  6c  a  une  F  réelle. 

5*02.  Si  je  veux  avoir  le  cube  de - a ,  je  trouve  cette 

grandeur  dépouillée  de  fon  idée  fpécifique,  ou,  ce  qui  revient 

au  même ,  du  ligne - ,  dès  fon  quarré  à1.  Pour  la  cuber  ,  il 

faut  donc  que  je  la  multiplie  par  elle-même  dépouillée  de 
fon  ligne  dans  fon  quarré  ,  c’eft-à-dire ,  que  je  multiplie  —  a 

3 

par  a'  ,  ce  qui  donne - ,  dont  la  V  eft - •  a  ,  6c  réelle. 

Alais - a 5  peut  être  aufti  le  produit  de - a2-  par  a ,  ce  qui 

fait  entrer  dans  cette  formation - a1 9  6c  par  conféquent 

3 

deux  F  imaginaires  dans - ■  a\ 

On  voit  par-là  pourquoi  le  calcul  algébrique  donne  plu- 
fleurs  racines  pour  une  puiftance  qui  n’a  été  formée  que  par 
une  feule  racine  ,  6c  en  même  temps  pourquoi  il  donne  des 
racines  imaginaires  pour  une  puiftance  qui  n’a  été  formée  que 
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par  une  racine  réelle*  peut-être  ne  voyoit-on  pas  trop  d’oa 
tout  cela  pouvoit  fortir.  Il  fuffit  prefentement  d’avoir  pris 
cette  idée  générale  de  ce  que  c’eft  que  l’Imaginaire. 


Comment 
V  Imaginaire 
devient  réel . 


La  qualité  d’imaginaire  tient*  pour  ainfi  dire*  à  peu 
de  chofe  *  8c  peut  être  aifément  effacée.  —  ar  n’eft  imaginaire 
que  comme  quarré,,  6c  non  comme  plan  (49  3).  Or  un  plan 

multiplié  par  lui-même  eft  un  véritable  quarré  *  donc - ax 

x - a1  en  deviendra  un*  qui  eft  en  effet  a+ ,  quarré  réel.  De 

même  — -  a  x  V - a  —' —  *  plan  réel,  Ainfi  la  racine 

d’un  quarré  imaginaire  eft  imaginaire  ,  parce  que  c’eft  cette 
racine  même  qui  rend  le  quarré  imaginaire  >  en  le  détermi¬ 
nant  à  être  quarré  6c  non  pas  plan  *  6c  le  quarré  d’une  racine 
imaginaire  eft  réel *  parce  qu’alors  la  racine  qui  faifoit  tout 
l’Imaginaire*  difparoît. 

504.  Ce  fera  le  même  raisonnement  *  fi  une  grandeur 
imaginaire  en  multiplie  une  autre  différente  d’elle  ;  car  ce  fera 

une  qui  déterminoit  un  plan  à  être  pris  pour  quarré  qu’il 

ne  pouvoit  être*  8c  cette  >  en  multipliant  une  autre  pareil¬ 
lement  conditionnée  *  les  deux  plans  qu’elles  affeêtoient  de* 

z  z  z 

viendront  un  plan  réel.  Ainfi  V r - a  xV^  —  b1  —  a  bh 

Z  Z  Z  _ _ 

c=  ab.  Il  en  eft  de  même  de  —  anxl^  * - bm  =  V'  an  bm9 

50  y.  Le  produit  de  l’Imaginaire  par  le  Réel  doit  être 
imaginaire  *  car  l’Imaginaire  doublé*  par  ex.  triplé*  6cc.  enfin 
multiplié  par  n  *  n’en  eft  pas  moins  imaginaire. 

y  o 6.  Donc  le  produit  de  l’Imaginaire  par  lui-même  étant 
réel  (  50  3  )*  fi  on  multiplie  encore  ce  produit  par  l’Imagi¬ 
naire  le  2d  produit  fera  imaginaire  joj*)  *  un  3  *H  pareil 
réel  *  un  4me  imaginaire  *  6c  toujours  ainfi  de  fuite. 

507.  Tout  cela  s’applique  de  foi-même  à  la  divifion*  6c 
F  on  voit  à  l’égard  de  ces  deux  opérations ,  l’analogie  parfaite 
du  pofitif  6c  du  Réel  *  du  négatif  &  de  l’Imaginaire.  Auflx 
l’Imaginaire  n’eft-il  imaginaire  qu’en  ce  qu’il  tient  du  négatiff 


1>  •  °  O  ' 

1  on  voit  par  fon  expreffion  quelle  fer  oit  cette  grandeur  qui 
ne  peut  être ,  en  cas  qu’elle  fut.  Si  K" 
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joS.  Il  eft  aifé  de  voir  auffi  le  rapport  de  FIncommen-  comparaison 
furable  &  de  l’Imaginaire.  Il  font  tous  deux  nécefifairement de  l’incom- 
exprimés  par  une  V  ,  l’un  par  une  V  quelconque ,  l’autre  par 

une  V' ,  ou  plus  généralement  par  une  v7  paire  (  4 98').  L’un5  n™Ça 
fuppofe  qu’une  grandeur  eft  une  puiflance  qu’elle  n’eft  pas 
dans  le  Fini ,  l’autre  qu’elle  eft  une  puiflance  qu’elle  ne  peut 
abfolument  être.  Une  Ample  élévation  à  une  puiflance  les 
fait  tous  deux  changer  de  nature,  &  rend  l’un  commenfu- 
rable  ^  l’autre  réel. 

yop.  L’Imaginaire  n’eft  pas  zéro  ;  car  quoiqu’il  ne  puifle 
être ,  il  ne  tient  prefque  à  rien  qu  il  ne  foit,  &  un  léger  change¬ 
ment  le  rendra  réel  &  exiftant ,  ce  qui  ne  convient  pas  à  zéro. 

1  o.  L’Imaginaire  a  même  une  grandeur  déterminée ,  ôc  Que  timai- 

• e  n& 
pas 

n  /  •  I  d'avoir  une 

an  etoit  poliible  >  lraniiur.. 

n 

elle  feroit  a  *  ,  &  cette  propriété  ne  convient  pas  non  plus 
à  zéro* 

1 - 

y  1 1 .  K - an~h  b  n’eft  pas  ==  b ,  puifque  V  — —  an  n’eft 

pas  =  o  (  yop  ).  Qu’eft-ce  donc  que  cette  fomme  ? 

Il  faut  confidérer  que  mettre  plufieurs  grandeurs  enfemble* 
c’eft  les  concevoir  comme  exiftant  enfemble.Mettreéavec  o, 
ou  avec  J_ c’eft  concevoir  b  comme  exiftant  feul ,  ou  avec 

00 

une  grandeur  qui  à  caufe  de  fon  infinie  petitefle  ne  l’augr 
mente  point.  Mais  mettre  b  avec  une  grandeur  qui  ne  peut 
exifter ,  c’eft  fe  réduire  à  l’impoffibilité  de  concevoir  b  corn- 

Z  _  - 

me  exiftant ,  puifqu’on  le  lie  à  l’Impofiible.  Donc  V - an 

*+-b  eft  une  fomme  imaginaire.  11  en  faut  dire  autant  de  la 
fouftraêlion ,  ou  d’une  différence. 

512.  Puifque  l’Imaginaire  a  une  grandeur  (y  10),  on 
peut  concevoir  qu’il  croiflfe  ou  décroilfe.  Ainfi  x  étant  une 

Z 

grandeur  variable  >  ——  x  formera  une  Suite  croiflante  de 

Z  iij, 
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grandeurs  imaginaires  ,  fi  x  croît  ,  ôc  au  contraire, fi  x  décroît. 

5  i  3.  a:  peut  même  croître  jufqu’à  l'infini  ,  ou  décroître 

z  z 

jufqu’à  zéro  ,  ce  qui  donnera  V - oc  ,  ou  K"  - —  o  ,  gran¬ 

deurs  encore  imaginaires. 

5 1 4.  On  peut  même  concevoir  qu’à  l’exemple  de  la  Suite 

2, 

1  ;o,  - —  i  ,  —  2  ,  &c.  K" - o  étant  pofé  pour  terme 


Z 

commun  ,  il  y  aura  d’un  côté  des  V' - x  pofitivesdécroif- 

z 


fantes,qui  y  aboutiront,  &  de  l’autre  des - —  ^néga¬ 

tives  &  croisantes,  qui  en  partiront.,  de  forte  que  les  gran¬ 
deurs  imaginaires  qui  ne  font  telles  que  par  1  impofTibilité  de 
l’être  fpécifique  qu’elles  renferment  ,  prendront  elles- mêmes 
un  être  fpécifique, mais  cela  ne  laiffe  pas  d’être  aifé  à  concevoir. 

j  1  y.  On  a  pris  fou  vent  dans  cette  Seflion  pour  exemple 
de  grandeurs  fpécifiquement  oppofées ,  des  Fonds  ôc  des 
Dettes  j  à  caufe  de  la  brièveté  de  Fexpreffion.  Mais  on  voit 
affez  que  les  mêmes  chofes  s’appliqueroient  aux  élévations, 
ou  abaiffemens  du  Soleil  par  rapport  à  un  Terme  commun  , 
ôc  comme  ces  grandeurs  n’ont  d’autre  être  fpécifique  que 
leur  pofitfon  par  rapport  à  ce  Terme ,  il  faut  comprendre 
dans  tout  ce  qui  a  été  dit ,  les  grandeurs  qui  n’auroient  que 
cette  forte  d’être  fpécifique  ,  ôc  plus  généralement  encore, 
toutes  celles  qui  en  auroientun,  quel  qu’il  fut. 


5”  1 5.  De  plus ,  pour  ne  confidérer  que  des  grandeurs  vé¬ 
ritablement  négatives ,  nous  avons  fuppofé  qu’elles  euffent  le 

ligne - abfolu ,  ou  par  elles-mêmes,  originairement,  Ôc  fans 

aucune  fouftraêt-ion  ,  comme  des  abaiffemens  du  Soleil  fous 
PHorifon, comparés  aux  élévations. Cependant  11  de  2  degrés 

d’élévation  du  Soleil ,  j’en  ôtois  3  ,  jaurois -  1  qui  fe- 

roit  un  degré  d’abaiffement ,  Ôc  ce - 1  me  feroit  venu  par 

une  fouftraâion.  Mais  il  efl:  clair  que  cette  fouftra&ion  n’eft 
pas  néceffaire  pour  donner  à  un  degré  d’abaiffement  le  figne 

- ,  ôc  qu  il  l’auroit  eu  par  lui-même ,  ôc  par  fon  oppofition 

fpécifi que  àun  degré  d’élévation.  C’eft  cela  même^c’eft-à-dire. 
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cette  fouftraâion  3  non  pas  néceftaire  ,  mais  poftible  ^  qui  a 
fait  confondre  les  grandeurs  négatives  avec  les  retranchées. 

5*17.  De-là  il  fuit  que -  1  ne  feroit  plus  une  grandeur 

véritablement  négative^s’il  venoit  nécessairement  de  quelque 
fouftraêlion  ou  opération  équivalente  >  quoiqu’il  eût  le  — — 

abfolu.  Ainfi  fi  on  divife  3  par - 3  j  on  a - 1  ,  qui  n’eft: 

plus  une  grandeur  véritablement  négative  ,  ou  qui  renferme 

dans  fon  idée  quelque  être  fpécifique ,  &  le - abfolu  fignifie 

feulement  que  cette  grandeur  vient  de  la  divifion  d’une  gran¬ 
deur  pofitive  par  une  négative.  Alors - 1  n’eft  plus  qu’un 

pur  nombre  qui  n’eft  que  1  ,  &  le - qui  ne  fignifie  rien  >  ne 

doit  plus  être  d’aucune  confidération ,  à  moins  que  —  1  ne 

doive  entrer  dans  quelque  calcul ,  auquel  cas  le - doit  être 

confervé  ;  parce  que  dans  le  calcul  le  6c  le  — —  fe  traitent 

différemment  >  &  que  - i  doit  porter  le  caraêtere  du  calcul 

qui  l’a  produit. 

y  18.  Donc  pour  juger  fi  une  grandeur  qui  a  le - ab¬ 

folu  eft  véritablement  négative ,  il  faut  avoir  égard  &  à  fa 
nature ,  &  au  calcul  qui  peut  l’avoir  produite. 
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SECTION  VIL 

Sur  les  Suites  infinies  de  Grandeurs  quelconques . 

yip.lf  Ors  que  plufieurs  grandeurs  confécutives  font 
j  j  telles  que  chacune  eft  déterminée  à  être  ce  qu’elle 
eft  par  quelque  ordre ,  ou  quelque  Loi  commune  à  toutes, 
elles  font  une  Suite  ou  Série.  Il  eft  vifible  que  toute  Progref- 
fion  eft  une  Suite ,  mais  il  y  en  a  une  infinité  d’autres  efpeces: 
parce  qu’il  peut  y  avoir  une  infinité  d’autres  fortes  de  Loix 
qui  règlent  des  grandeurs.  Ain  fi  ces  nombres  i  ;  2  ,  3,4, 
5,6,  10,  12,  1  y ,  20 ,  30 ,  60,  font  une  Suite,  parce  que 
la  Loi  commune  eft  que  les  produits  du  1e1  terme  par  le 
dernier,  du  2 d  par  le  penultieme  ,  du  3me  par  l’ante-penul- 
tieme ,  ôcc.  font  toujours  =  60.  Les  nombres  Naturels  font 
une  Suite ,  parce  que  leur  Loi  eft  que  leurs  différences  foient 
la  Suite  des  Unités ,  ou  toujours  1 ,  ôc  en  même-temps  cette 
Suite  eft  une  progreflion  arithmétique.  La  Loi  des  nombres 
Triangulaires  eft  que  leurs  différences  foient  la  Suite  des 
nombres  Naturels.  La  Loi  des  Pyramidaux ,  que  leurs  diffé¬ 
rences  foient  la  Suite  des  Triangulaires ,  &  toujours  ainfi  à 
l’infini  d’un  ordre  de  nombres  Figurés  à  l’autre.  De  même  la 
Loi  générale  des  Polygones  eft  que  leurs  différences  foient 
des  progreffions  arithmétiques  ,  dont  la  différence  croiffe 
toujours  de  1 ,  d’un  ordre  de  Polygones  à  l’autre.  Ainfi  les 
Triangulaires  ont  les  nombres  Naturels  pour  différences, 
les  Quarrés  ont  les  nombres  impairs ,  ôcc. 

Les  grandeurs  d’une  Suite  varient ,  lorfqu’elles  croiffent  ou 
décroiffent,  ôc  leur  variation  eft  cette  efpece  de  mouvement 
réglé  par  la  Loi  qui  les  fait  croître  ou  décroître.  Elles  varient 
continuement ,  quand  elles  vont  toujours  en  croiffant  ou  en 
décroiffant ,  ôc  je  fuppofe ,  quant  à  préfent ,  qu’elles  ne  va* 
rient  que  continuement. 

Je  n’appelle  à  prefent  Suite  infinie ,  que  celle  qui  a  un 

nombre 
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nombre  des  termes  =  co,  il  n’importe  quelle  en  foit  la  Loi. 

Je  fuppofe  les  Suites  infinies  formées  de  termes  finis  ^  du 
moins  à  leur  origine.  Ce  font  celles  qu’il  nous  importe  le 
plus  de  connoître ,  ôc  que  toute  cette  Seélion  aura  en  vue. 

Je  fuppofe  les  Suites  toujours  croiffantes,  à  moins  que  le 
contraire  ne  foit  dit  >  ôc  fi  elles  ne  le  font  pas,  il  n’y  a  qu’à 
les  renverfer. 

Nous  allons  confidérer  les  fournies  de  ces  Suites. 

520.  Il  n’y  a  nulle  difficulté  fur  les  fournies  des  Suites  sommes  des 
infinies  ,  dont  tous  les  termes  font  du  même  ordre  ;  car  ces 
fommes  font  toujours  de  l’ordre  immédiatement  fupérieur  à  des  termes 
celui  des  termes,  quel  qu’il  foit.  En  voici  cependant  des  fiued>Hn™z- 

Ei  15  5- j  ,  i*  \  1  me  ordre, 

xemples  que  1  on  apporte ,  parce  qu  iis  donneront  lieu  a  des 
remarques  particulières  ,  &  auront  leur  ufage  dans  la  fuite. 

Exemple  I. 

y  2 1 .  La  Suite  \ ,  j  ,  &c.  Et  en  général  >  n  étant 

fucceffivement  tous  les  nombres  naturels  ,  eft  terminée  par 


——===.—  1  ,  ôc  par  conféquent  a  une  fomme  de  l’ordre 

de  00  ,  mais  moindre  que  00 ,  puifque  tous  fes  termes  ,  ex¬ 
cepté  le  dernier  y  font  moindre  que  1. 

Suite  infinie 
croijfante 
dans  le  feul 
ordre  duFini, 

comprife  dans  un  très-petit  intervalle  y  qui  eft  celui  de  à  1 . 

Cela  feroit  impoffible  y  fi  toutes  ces  différences  étoient  de 
l’ordre  de  celles  de  fon  origine  y  c’eft-à-dire  finies;  car  une 
infinité  de  différences  finies  y  foit  égales  y  foit  croiffantes  y  foit 
décroiffantes  y  feroient  une  fomme  infinie  >  ôc  par  conféquent 
un  dernier  terme  infini.  Cette  Suite  qui  a  un  dernier  terme 
fini  y  ôc  des  différences  finies  à  fon  origine  y  n’a  donc  qu’un 
nombre  fini  de  ces  différences  ,  Ôc  un  nombre  infini  de  diffé¬ 
rences  infiniment  petites,  ôc  le  dernier  terme  moins  le  premier 


y  2 2.  Il  eft  bon  de  remarquer  que  cette  Suite  y  quoique 
toujours  croiffante ,  ôc  infinie ,  ôc  compofée  de  termes  Finis 
déterminables,  du  moins  à  fon  origine,  11e  fort  point  d’un 
même  ordre  »  qui  eft  celui  du  Fini ,  ôc  même  qu’elle  eft  toute 
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ou  L - 1 - 1  eft  la  fomme  de  cette  infinité  totale  de  diffé¬ 

rences  de  ces  deux  ordres. 

5*23.  Deux  termes  confécutifs  quelconques  de  cette  Suite 


étant— rT  & 

n- f-i 


n-\-i 

n-\~i 


la  différence  en  général  eft 


1 

n  n  -4“  3  n  “H  2, 


.  1 - .  Par  exemple ,  fi  n  =  4 ,  la  différence  entre 

n-j-  i  x  n  — {—  1 


4 

î 


&  7  eft 


I 

l6  -f~  I  2  -j-  2, 


I 

$0 


— .  Or  il  n’y  a  (  5*22) 

5  x  6  J  }  ' 


qu’un  nombre  fini  de  — -d — - —  finies, &  une  infinité  d’infi- 

*  n  n  -j-  3  n  — {-  2 

niment  petites ,  &  d’un  autre  côté  il  y  a  une  infinité  de 
valeurs  de  n  finies  >  puifqu’il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  une 

infinité  de  nombres  finis.  Donc - ~d — . —  devient  infini- 

n  n  -f-~  3  n  —j—  2 

ment  petite ,  lorfque  n  a  encore  des  valeurs  finies ,  ôt  même 
lorfqu’il  en  doit  encore  avoir  une  infinité.  Or  cela  ne  fe  peut; 
à  moins  que  n  étant  fini  ,nn  ne  (bit  infini  ce  qui  revient  aux 
Finis  indéterminables ,  qu’on  a  déjà  tant  vûs ,  &:  les  confirme. 
524.  En  ce  cas  la  Formule  des  différences  devient  — 

J  x  tin 


s=— .  Et  quand  n  =  oC  >  elle  eft  ^7.  Donc  la  Suite  pro- 

pofée  a  des  différences  de  trois  ordres  ^  du  Fini ,  de  l’ordre 
de  —  j  &  de  l’ordre  de  — U  ,  celles  du  Ier  n’étant  qu’en  110111- 

00  00 1 J  x 

bre  fini.,  mais  indéterminable >  &  celles  des  deux  autres  or¬ 
dres  en  nombre  infini. 


Exemple  II. 

suite  pareil-  5*2  y.  Si  on  prend  la  Suite  infinie  des  puiffances  n° ,  n1  , 
f^mée  d’dans  nombre  fini  quelconque  n>  ôc  que  de  cha- 

le  Fini  ,  &  j  rr  /  /  •  .  ,  °°n 

ïroiffante.  que  terme  de  cette  progretîion  géométrique  on  en  tire  la  v  y 

O  1 

ce  qui  donnera  la  nouvelle  progreffion  44  —  ï  00  =  i, 

1  *  00 

w00  ,n°°  ,  &c.  n™  =w,  il  eft  clair  que  tous  fes  termes 
étant  finis ,  fa  fomme  fera  de  l’ordre  de  cc. 
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Ji 6.  Puifque  cette  Suite  eft  une  progreflion  géométri¬ 
que  ;  fes  différences  font  aufti  en  progreffion ,  ôc  en  même 
progreffion.  Donc  les  termes  de  la  progreffion  principale  étant 
croiffans ,  &  tous  du  même  ordre  ^  les  différences  de  ces  ter¬ 
mes  font  croilfantes ,  &  toutes  du  même  ordre.  Et  puifque 
la  fomme  de  ces  différences  eft  n  ■ —  \  y  c’eft-à-dîre  1 y  fi  n  =  2y 
2 ,  fin  =====  3 ,  &c.  cette  fomme  ne  peut  être  que  celle  d'une 
infinité  de  différences  toutes  de  Tordre  de  —  ,  mais  en  même- 

00 

tems  y  parce  que  les  différences  de  ces  fuites  font  croiffan- 
tes ,  &  que  par  conféquent  la  différence  de  nœ  à  rc°°  > 

1  3 

par  ex.  eft  plus  grande  que  celle  de  riôô  y  n  00  infi- 

z  z 

niment  peu  different  de  n^>  y  en  eft  plus  différent  que  n  00  de 

1  3 

y  &  à  plus  forte  raifon  n°°  =====  1  eft  plus  différent  de  1. 

Z 

que  n  00  =  1  n’en  eft  différent  y  ce  qui  revient  à  l’art.  263. 


3  27.^  Si  011  donne  à  n  les  différentes  valeurs  fucceffives 

1 

2  y  3 , 4  y  &c.  on  voit  que  dans  les  progrefilons  1  y  200  ^ 

Zl  i  z  i  I 


2  CO  =400  y  Ôcc.  I  ,  300  y  ^  00  00  9  ^  4  co  y 

z  1 

4  00  __  T  £  co  ?  5£C>  {es  différences  toujours  infiniment  peti¬ 
tes  ,  &c  de  Tordre  de  ~  dans  chaque  progreffion  ,  font  tou- 

jours  plus  grandes  d’une  progreflion  à  l’autre  y  &  en  effet  la 
fomme  en  eft  toujours  plus  grande  ^  puifque  dans  la  ilc  elle 

eft  2 - 1  y  dans  la  2dc  3 - 1  y  dans  la  $ illC  4  —  1  y  &c.  Donc 

à  mefure  que  n  eft  plus  grand  ^  les  différences  d’une  progref¬ 
fion  à  l’autre  font  plus  grandes.  Donc  fi  enfin  n  =====  00  y 
les  différences  deviendront  infiniment  plus  grandes  qu’elles 

1 

c’eft-à-dire  finies.  Or  alors  onaêr  i*  oc 


n  étoient  ^ 


r^f~'  00 


_z_  co  __L_ 

00  00  ,  ôcc.  00  00  =====  00.  Donc  la  différence  de  CO  00  à  1 
eft  finie  y  comme  on  Ta  toujours  trouvée. 

A  a  ij 
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j  2 8.  Quoique  cette  derniere  progreffion  n  appartienne 
pas  à  la  confidération  préfente ,  parce  qu’elle  a  des  termes  de 
deux  ordres ,  elle  y  eft  amenée  par  l’analogie  qu’elle  a  avec 
toutes  les  précédentes  où  n  étoit  fini,  ôt  on  y  peut  remar¬ 
quer  que  comme  elle  a  des  termes  de  deux  ordres ,  au  lieu 
que  les  autres  n’en  avoient  que  d’un  ,  auffi  a-t-elle  des  diffé¬ 
rences  de  deux  ordres,  de  Finies ,  ôt  d’infinies  (3  10).  Il  eft 
même  impoffible  que  la  progreffion  des  différences  ait  des 
termes  de  plus  de  deux  ordres,  puifque  la  progreffion  princi¬ 
pale  n’en  a  que  de  deux  ordres.  De  plus  la  progreffion  des 
différences  doit  avoir  à  fon  origine  des  différences  finies 
(  y  27  ) ,  ôt  par  conséquent  les  autres  feront  infinies. 

529.  La  Formule  de  la  Somme  de  la  progreffion  géomé¬ 
trique  donnera  pour  toutes  ces  progreffions ,  où  a  =  1 ,  m 

1 

ou  le  multiplicateur  perpétuel  ==  n  00 ,  le  nombre  des  termes 
s=  00 ,  la  Somme  — ” — -  .  Par  exemple ,  fi  n  ===  2 ,  c’eft-à- 

cc* 

»  -1  ,  a 

dire,  fi  la  progreffion  eft  i,  200  ,  200,&c.  2,  la  Somme 

1 

eft  — 7 —  Or  2  00  —  1  =  —  (  3  <  1  ).  Donc  la  Somme 

2-  00  w  J  1 

00 

1  1  x 

eft  i  x  oc  =  oc.  Si  n  ==  3  ,  la  Somme  eft — 7 —  =====  2 

CO 

3  —  I 

x  oc  ,  &  ainfi  des  autres ,  d’où  il  Suit  que  les  Sommes  aug¬ 
mentent  toujours  par  les  coëfficiens  1,2,  ôte.  qui  multi¬ 
plient  oc.  Mais  il  faut  prendre  garde  que  dans  ces  deux 
exemples  ,  ôt  par  conséquent  dans  les  autres ,  oc  affeêté  des 
coëfficiens  1 ,  2  ,  ôte.  n’eft  pas  le  même.  Car  la  différence 

1 

de  l’ordre  de  —  qui  eft  entre  3  00  ôc  1  eft  plus  grande  que 

1 

celle  du  même  ordre  qui  eft  entre  2 00  ôt  1  (  3  $  1  ) ,  ôt  par 
conséquent  elles  ne  doivent  pas  être  exprimées  par  le  même 

~ ,  mais  la  plus  grande  par  —,  ôt  l’autre  par  ,  d’où  il 
fuit  que  la  fomme  de  la  progreffion  où  »  =  2 ,  étant  1  x  00 , 
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celle  de  la  progreflion  où  n  ==  3  ,  fera  2  x  oC  >  ôc  que  fi  ces 
femmes  croiffent  par  les  coëfficiens  des  Infinis  qui  y  entrent , 
elles  décroiffent  par  les  Infinis  mêmes  ,  de  forte  qu’elles  fe 
tiennent  à  peu  près  dans  l’égalité  ,  ou  du  moins  ne  doivent 
point  fortir  de  l’ordre  de  oc.  Et  en  effet  quand  n  =  00  ,  la 
femme  n’eft  encore  que  de  cet  ordre  (3 13). 

Exemple  III. 


5 30.  On  a  déjà  vu  dans  les  art.  260  >  &c.  267  j  que  la 


femme  de  la  Suite  1 00 
=  00. 


1^2°°  ;  3  00  y  &C.OO°°  5eft 


Suite  Ça 
reille . 


Deux  de  fes  termes  cônfécutifs  quelconques  font  w 00  ôc 


w+100  ,n  étant  fucceffivement  tous  les  nombres  naturels. 

1 

La  différence  des  deux  Iers  termes  1  ôc  2  e0  eft  de  Tordre 
de  ~L  (  3  y  1  ) ,  ôc  cette  différence  doit  toujours  enfuite  aller 


en  décroiffant  ,  parce  que  n  ôc  n  -4-*  1  dont  on  tire  la  V  y 
different  d’autant  moins  ou  approchent  d’autant  plus  de  l’éga¬ 
lité,  que  n  eft  plus  grand.  Donc  la  différence  décroiffante 

1  _  1 

de  nœ  ôc  de  n  -4-  1 00  tend  à  devenir  de  Tordre  de  — i- .  II 

OO  i 

eft  clair  que  comme  elle  fuit  le  décroiffement  du  rapport  de 
1  à  n ,  elle  11e  doit  changer  d’ordre  ôc  tomber  dans  l’ordre 
inférieur ,  que  quand  1  change  d’ordre  ôc  devient  infiniment 
petit  par  rapport  à  n.  Or  cela  arrive  dès  que  n  eft  le  moindre 

1  1 

Infini  poffible  >  donc  alors  la  différence  de  n  00  ôc  de  ra-Hi 
devient  infiniment  petite  par  rapport  à  ce  qu’elle  étoit ,  ou 
‘  de  Tordre  de  Et  comme  n  n’eft  jamais  infini  que  du  ier 

ordre  >  la  différence  ne  tombe  point  au-deffous  de  l’ordre 
de  — . 

OO  2- 

531.  Donc  il  y  a  dans  cette  Suite  une  infinité  de  diffé¬ 
rences  de  Tordre  de  J- ,  ôc  une  autre  infinité  beaucoup  plus 

^  A  *  *  * 
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grande  de  l’ordre  de  >  toutes  déctoiflantesj  dont  la  fomme 

i 

eftoo 00  —  ï  ,  eft  finie  ,  comme  on  l’a  toujours  trouvée * 
niais  très-petite. 

y  32.  Je  fuppofe  les  différences  continuement  croifiantes  , 
ou  décroiflantes,  comme  j’ai  fuppofé  les  Suites  continuement 
croifiantes.  Il  fuit  en  général  de  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que 
les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis*  ne  fortent 
point  de  l’ordre  du  Fini  ,  fi  elles  n’ont  que  des  différences 
infiniment  petites  *  foit  croifiantes  ,  comme  celle  de  l’Ex.  1  > 
foit  décroiflantes, comme  celle  defEx.  3,  ou  fi,  comme  celle 
de  l’Ex.  1 ,  elles  n’ont  qu’un  nombre  Fini  de  différences  finies* 
foit  croiffantes  ,  foit  décroiflantes  *  car  dans  tous  ces  cas  la 
fomme  des  différences  ne  peut  être  d’un  ordre  plus  élevé  que 
le  Fini,  &  par  conféquent  le  dernier  terme  ,  qui  moins  le 
premier  eft  cette  fomme ,  11e  peut  être  que  Fini. 

y  3  3.  Et  comme  l’art,  précédent  comprend  toutes  les  ma¬ 
niérés  pofiibîes,  dont  une  infinité  de  grandeurs  peuvent  ne 
faire  qu  une  fomme  finie ,  toute  Suite  qui  ne  fort  point  de 
l’ordre  du  Fini  eft  dans  quelqu’un  de  ces  cas ,  &  récipro¬ 
quement. 

Théorie gé-  5*34-  Mais  quand  des  Suites  infinies  s’élèvent  de  i  à  CO  * 
nérale  pour  ou  en  général  à  CQ” ,  il  n’eft  plus  vrai  que  leurs  fommes 
fantls  dJcs  fifient  toujours  de  l’ordre  fupérieur  à  celui  de  leur  dernier 
suites  croif-  terme ,  &  il  s’agit  de  favoir  de  quel  ordre  elles  feront. 
fontes  3  qm  Une  Suite  croiffante  ne  peut  jamais  avoir  une  fomme 
Fini  à  un  moindre,  quant  a  1  ordre  oc  a  la  grandeur,  que  lorfque  fon 
infini  quel-  dernier  terme  feul  eft  fa  fomme ,  &  elle  n’en  peut  jamais  avoir 
connue.  une  plus  grande,  quant  à  l’ordre,  que  quand  elle  eft  de  l’ordre 

de  CQ  ,  mais  alors  cette  fomme  eft  moindre ,  quant  à  la 

grandeur ,  que oo  ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même,  elle  eft 

oo }  'rl  affeâé  de  quelque  coefficient  qui  le  diminue ,  car 

|  J 

pour  être  oo  fans  coefficient  qui  le  diminuât ,  il  faudroit 
que  la  Suite  ne  fût  formée  que  d’un  nombre  oo  &  de  oo” ,  ce 
qui  eft  contre  la  fuppofition.  v 
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jj  ?•  Afin  qu’une  Suite  ait  la  plus  grande  fomme  poffî- 
ble,  c’eft-à-dire ,  qu’elle  l’ait  plus  grande  que  toutes  les  Suites 
qui  auront  les  mêmes  extremes ,  ôc  le  même  nombre  co  de 
termes,  ce  qu’on  foufentendra  toujours,  il  faut  que  fa  fomme 

foit  oo  ”~*~I  affeêté  d’un  coefficient  le  plus  approchant  de  i 
qu’il  foit  poffible  ,  ou  qui  diminue  le  moins  de  grandeur 

oo*+x.  Pour  cela  il  faut  que  la  Suite  ait  eu  un  nombre  in¬ 
fini  de  OO”,  ôc  le  plus  grand  poffible,  &  de  plus  des  Infinis 
d’ordres  inférieurs  dans  le  plus  grand  nombre  infini  poffible  , 
enfin  le  plus  grand  nombre  poffible  de  termes  tous  utiles  à 
la  fomme.  Or  cela  demande  qu’elle  féjourne  infiniment,  s’il 
fe  peut ,  dans  chacun  de  fes  ordres,  ou  que  du  moins  elle 
féjourne  infiniment  dans  les  derniers  qui  font  les  principaux 
pour  la  fomme.  Ces  féjours  infinis  demandent  que  la  Suite 
croiffe  lentement ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  qu’elle  n’ait  que 
de  petites  différences,  &  de  plus,  comme  les  derniers  ordres 
font  les  plus  importans  pour  la  fomme  ,  les  différences  y 
doivent  être  moindres,  c’eft-à-dire,  qu’elles  doivent  être  dé¬ 
croiffantes  ,  &  le  plus  lentement  décroiffantes  qu’il  fera  poffi¬ 
ble  ,  fur-tout  vers  la  fin. 

536'.  Il  eft  clair  ôc  par  la  raifon  des  contraires ,  &  par  la 
nature  même  de  la  choie ,  que  les  Suites  à  différences  croif- 
fantes  auront  de  moindres  fommes ,  &  que  celle  qui  les  aura 
les  plus  croiflantes  vers  la  fin  aura  la  moindre  fomme  poffible. 

537.  Le  même  coa  étant  le  dernier  terme  des  Suites  que 
l’on  compare ,  ôc  en  même-temps  la  fomme  confiante  de 
leurs  différences  qui  font  en  même  nombre ,  plus  des  diffé¬ 
rences  font  croiflantes, &  par  conféquent  plus  elles  font  gran¬ 
des  à  l’extrémité  de  la  Suite ,  plus  elles  font  petites  à  fon  ori¬ 
gine  ,  ôc  réciproquement.  De  même  plus  des  différences  font 
lentement  décroiffantes  vers  l’extrémité,  plus  elles  font  gran¬ 
des  à  l’origine  ,  Ôc  réciproquement. 

5*38.  Les  différences  croiflantes  font  de  deux  efpeces , 
elles  le  font  ou  abfolument  Ôc  en  même-temps  relativement  aux 
termes  dont  elles  font  différences ,  ou  abfolument ,  ôc  non 
rel  ativement. 
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Soient  les  quatre  nombres  î ,  2,  y  ,  i  3  ,  dont  les  différences 
font  1 ,  3,8.  Non-feulement  elles  font  abfolument  croiffan- 
tes  *  mais  elles  le  font  relativement,  ou  félon  une  plus  grande 
raifon  que  les  termes ,  car  3  ,  la  2,le  de  ces  différences ,  a  un 
plus  grand  rapport  à  1  qui  en  eft  la  i° ,  que  2 ,  le  des 
termes  à  1  qui  en  eft  le  Ier.  De  même  8  a  un  plus  grand 
rapporta  3 ,  que  5*  à  2.  Ces  différences  font  abfolument  êc 
relativement  croiffantes. 

Soient  les  quatre  termes  1 ,  3 , 6,  to  ,  dont  les  différences 
font  2  ,  3 , 4.  Il  eft  vifible  qu’elles  font  croiffantes  félon  une 
moindre  raifon  que  les  termes.  Elles  font  abfolument  croif- 
iàntes ,  ôc  relativement  décroiffantes. 

$  3p.  Puifqu’il  y  a  des  différences  abfolument  croiffantes 
&  relativement  décroiffantes  ,  à  plus  forte  raifon  y  en  a-t-il 
qui  foient  abfolument  confiantes  &  relativement  décroiffan¬ 
tes.  Telles  font  celles  de  toutes  les  progreffions  arithméti¬ 
ques  croiffantes. 

540.  De  même  ,  puifqu’il  y  a  des  différences  abfolument 
croiffantes  &  relativement  décroiffantes,  à  plus  forte  raifon 
y  en  a-t-il  qui  foient  abfolument  croiffantes ,  ôc  relativement 
confiantes.  Telles  font  celles  de  toutes  les  progreffions  géo¬ 
métriques  croiffantes ,  car  elles  font  toujours  en  même  raifon 
que  les  termes. 

5*4 1 .  Il  eft  certain  que  les  Suites  à  différences  abfolument 
décroiffantes  auront  de  plus  grandes  fommes  que  celles  à 
différences  abfolument  ôc  relativement  croiffantes,  ôc  que  ce 
feront  là  les  deu *  genres  extremes  de  Suites  par  rapport  à  la 
grandeur  des  fommes.  Ainfi  entre  ces  deux  genres  il  s’en 
placera  un  moyen  qui  fera  des  Suites  à  différences  abfolument 
croiffantes  ôc  relativement  décroiffantes.  Elles  auront  des 
fommes  moindres  que  celles  du  Ier  genre ,  ôc  plus  grandes 
que  celles  du  5me.  Car  par  rapport  à  la  grandeur  des  fommes* 
le  décroiffement  relatif  des  différences  doit  faire  moins  d’effet 
que  le  décroiffement  abfolu ,  ôc  plus  que  l’accroiffement  ab- 
folu.  Il  eft  aifé  de  s’imaginer  ces  trois  genres  ainfi  rangés, 
ï  >  Suites  à  différences  abfolument  décroiffantes.  2  ,  Suites  à 

différences 
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différences  relativement  décroiffantes:,  ôc  abfolument  croif* 
fantes.  3  ,  Suites  à  différences  abfolument  ôc  relativement 
croulantes.  Les  fommes  vont  toujours  diminuant. 

5'42.  La  derniere  Suite  du  Ier  genre  eft  celle  dont  les 
différences  ceffent  d’être  abfolument  décroiffantes  ,  Ôc  com¬ 
mencent  à  l’être  relativement ,  ôc  en  même  temps  ne  font  pas 
encore  abfolument  croiffantes  comme  feront  celles  de  la  Sui¬ 
te  qui  viendra  après  elle.  C’eft  donc  une  progreffion  arithmé¬ 
tique.  Elle  eft  la  derniere  du  ier  genre,  ôc  la  ire  du  2a,  Ôc  le 
paffage  de  l’un  à  l’autre. 

543.  De  même  la  derniere  du  2a  genre  &  la  ire  du  3me 
ceffera  d’avoir  des  différences  relativement  décroiffantes,  ôc 
ne  les  aura  pas  encore  relativement  croiffantes ,  quoiqu’elle 
les  ait  abfolument  croiffantes ,  comme  celles  du  2d  ôc  3me 
genre.  Elle  ne  les  aura  donc  ni  relativement  décroiffantes , 
ni  relativement  croiffantes  ,  quoiqu’abfolument  croiffantes , 
ôc  par  conféquent  elle  les  aura  abfolument  croiffantes ,  ôc  re¬ 
lativement  confiantes:,  ôc  fera  une  progreffion  géométrique 
(  £40)  qui  fera  le  paffage  du  2a  genre  au  3ms. 

5*44.  La  progreffion  arithmétique  ôc  la  géométrique  font 
chacune  le  paffage  d’un  genre  à  un  autre,  parce  qu’elles  font 
d’une  nature  unique  ôc  (inguliere  entre  toutes  les  Suites  ,  ôc 
qu’elles  participent  toujours  également  de  deux  genres  con- 
fécutifs ,  ce  qui  les  met  à  l’extrémité  de  l’un  ôc  à  la  tête  de 
l’autre.  Par  la  même  raifon  elles  doivent  faire  les  autres  paf- 
fages  qui  font  à  faire.  Il  s’en  fait  un  des  fommes  de  l’ordre 

de  00  n  1  à  des  fommes  de  l’ordre  de  00”.  Ce  paffage ,  qui 
eft  infini,  ne  doit  fe  faire  que  dans  le  genre  de  Suites  les  plus 

Tl  "  j"4  I 

oppofées  à  celles  dont  les  fommes  font  de  l’ordre  de  00 
Or  félon  l’arrangement  que  nous  fuppofons  ici,  les  plus  oppo¬ 
fées  à  celles  du  ie-r  genre  ,  qui  ont  certainement  des  fommes 

de  l’ordre  de  00  ,  font  les  Suites  du  3™  genre.  Donc 

ce  paffage  fe  fait  par  une  Suite  de  ce  genre  ,  ôc  de  plus  par 
la  progreffion  géométrique  qui  en  eft  la  ire,  c’eft-à-dire ,  que 

\  B  b 
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toutes  les  Suites  au  deffus  de  la  progreiïion  géométrique  ont 

des  fommes  de  l’ordre  de  co'*^1  ,  &  que  cette  progreiïion 
&  toutes  Jes  Suites  au  deffous  n’ont  que  des  fommes  de  Tor¬ 
dre  de  oc”. 

5*45'.  Il  fuit  de-là  que  de  toutes  les  Suites  qui  n’ont  des 
fommes  que  de  Tordre  de  oc" ,  la  progreiïion  géométrique 
eft  celle  qui  a  la  plus  grande  fomme  ,  Ôc  qu’après  elle  les 
fommes  vont  toujours  en  décroiffant  ,  jufqu’à  une  derniere 
=  oc",  la  moindre  poiïible. 

y 4 5.  La  progreiïion  arithmétique  efl:  aufli  placée  dans 
un  paffage ,  mais  qui  n’a  rapport  qu’à  la  grandeur  de  fommes 

toutes  de  Tordre  de  QQ  *  \  La  fomme  de  cette  progreiïion 


w  4—  1 

efl  toujours  — ,  ou,  ce  qui  efl  le  même ,  ~  efl  un  coeffi¬ 
cient  confiant  qui  affeâe  la  fomme  de  toute  progreiïion  arith¬ 
métique  comprife  entre  i  &  oc”,  ce  qu’il  efl  très-aifé  de  voir* 

Toute  Suite  qui  fera  au  deffus  d’elle ,  aura  le  oc  n  1  de  fa 
fomme  affedé  d’un  coefficient  plus  grand  que  \ ,  mais  tou¬ 
jours  moindre  que  i ,  ôc  toute  Suite  au  deffous  de  la  pro- 
greflion  arithmétique  &  au  deffus  de  la  géométrique  aura  le 

OC  de  fa  fomme ,  affedé  d’un  coefficient  moindre  que  ' 

5*47.  Pour  favoir  iï  une  Suite  a  une  fomme  de  Tordre 

de  oc”  ou  de  co  n’^r  1 ,  il  ne  faut  donc  que  favoir  fi  elle  efl 
au  deffous  ou  au  deffus  de  la  progreiïion  géométrique,  &  fi 
elle  efl  au  deffous ,  on  fait  que  fa  fomme  de  Tordre  de  co”  efl 
moindre  que  celle  de  cette  progreiïion  (  J44 }.  Si  elle  efl  au 


deffus ,  on  fait  que  fa  fomme  de  l’ordre  de  oc  n^rl  efl  plus 


grande  ou  moindre  que  — félon  que  la  Suite  efl  au  deffus 

ou  au  deffous  de  la  progreiïion  arithmétique.  Il  ne  s’agit  donc 
que  de  juger  quelle  efl  la  lituation  d’une  Suite  donnée  à 
l’égard  de  l'arithmétique  Ôc  de  la  géométrique  correfpondan- 
tes ,  que  Ton  aura  toujours  par  les  Réglés  connues*  C’eft  ce 
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que  nous  allons  faire  ,  en  donnant  à  n ,  expofant  de  ooM,  fes 
différentes  valeurs  qui  étoient  demeurées  indéterminées. 

Nous  avons  toujours  fuppofé  que  oc"étoit  fans  coefficient, 

c’eft-à-dire,  qu'il  n’étoit  ni  m  oc%  ni-^-.  Cependant  il  eft 

certain  que  des  Suites  peuvent  s’élever  à  oc”  ainfi  affe  été, mais 
ce  coefficient  devant  être  fini ,  puifqu’autrement  oc”  chan- 
geroit  d  ordre ,  il  eft  clair  que  cela  ne  change  rien  à  l’ordre 
des  fournies ,  &  que  pour  leur  grandeur,  il  fera  aifé  d’y  avoir 
égard.  Mais  il  va  être  queftion  principalement  de  l’ordre  des 
fommes. 

£48 .  Comme  les  Suites  que  la  Géométrie  confidere  ne  0rjfe  jeS 
font  que  celles  qui  font  originairement  formées  de  termes/*»?**"  des 
Finis  déterminables ,  &  que  fi  nous  en  avons  confidéré  d’au-^// 
très  ,  ce  n’a  été  que  pour  en  venir  à  celles-là ,  nous  allons  y  i  &  oo. 
réduire  toute  cette  Théorie ,  qui  n’étoit  que  trop  générale. 

Lorfqu’une  Suite  eft  comprife  entre  i  &  oo ,  on  a  déjà 
les  deux  progreffions  A  6c  G  que  l’on  a  tanrvues,  auxquelles 
on  la  comparera.  A  eft  originairement  toute  formée  de  ter¬ 
mes  Finis  déterminables,  &  G  de  termes  Finis  non  déter- 

i  i 

minables  :  car  quoique  oc  oc 6cc.  foient  finis,  6c 
aient  entr’eux  des  différences  finies  (J27  6c  5*28),  on  ne 
peut  connoître  leur  valeur  précife  ,  parce  que  G  n’ayant  une 
fomme  que  de  l’ordre  de  00,  6c  fes  différences  vers  fon  ex¬ 
trémité  fort  croiffantes ,  quoique  relativement  confiantes , 
elle  a  les  différences  de  fon  origine  fi  petites,  que  la  première 

1 

qui  eft  OC  00  - 1,  eft  indéterminable  enpetiteffe  (  3  $7  h  ce 

qui  emporte  que  les  fuivantes  foient  de  même  nature.  Donc 
les  Suites  qui  feront  au  deffus  de  G ,  ôc  qui  par  conféquent 
auront  des  fommes  de  l’ordre  de  oc2,  auront  à  leur  origine 
des  différences  finies  plus  grandes  que  des  indéterminables 
en  petiteffe,  donc  ces  différences  feront  déterminables ,  6c 
les  termes  auffi  dont  elles  feront  différences ,  6c  réciproque¬ 
ment  les  Suites  comprifes  entre  1  6c  00 ,  6c  originairement 

Bb  ij 
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formées  de  termes  Finis  déterminables  feront  au  defîus  de  G  , 
ôc  auront  des  Tommes  de  l’ordre  de  oc2. 

549.  Et  comme  les  Suites  au  defïus  de  G  peuvent  être 
tant  au  defïus  qu’au  deffous  de  A  y  c’eft-à-dire ,  avoir  des  diffé¬ 
rences  ou  décroiffantes  ,  ou  croiffantes  ,  il  fuit  que  pourvu 
qu’ellesfoient  originairement  formées  de  termes  Finis  déter¬ 
minables  ,  elles  ont  toutes  des  fommes  de  l’ordre  de  oc2. 

550.  Il  peut  y  avoir  au  deffus  de  A  quelque  Suite  à  dif¬ 
férences  abfolument  décroiffantes  ,  telle  que  feroit  * 


n  étant  fuccefïivement  tous  les  nombres  naturels  y  de  forte 
que  pour  n  =  1  y  on  auroit  ier  terme  y  pour  n  ==  2,^ 
enfuite  ~  >  li,  &c.  ôc  la  Suite,  quoique  commençant  par 
un  terme  un  peu  plus  grand  que  1 ,  fe  termineroit  comme  A 


par  00,  car  on  auroit  n-~j~ 


00 1  — }—  1 00 
00  +i 


CO  z 
00 


OC. 


,  qui 


L’exprefïîon  générale  de  la  différence  feroit 

donneroit  pour  les  différences  confécutives  à  l’origine  de  la 
Suite,  £  =  U,  = 


Il  Z.  1 

—  *  — 


ôcc.  différences 
décroiffantes.  Il  femble  donc  que  la  fomme  devroit  être  plus 
grande  que  celle  de  A .  Mais  il  faut  prendre  garde  que  cette 
Suite  vient  bien-tôt  à  n’avoir  que  la  même  différence  que  A  y 
car  dès  que  n  eft  un  nombre  naturel  fi  grand ,  qu’étant  quatre 

il  devient  infini,  --bj".  1-dr-l  fe  réduit  à  ~  ==  1.  Or  afin 

y  n*  -j-  3  n  -j-  2  nz 


que  les  Suites  aient  de  plus  grandes  fommes  en  vertu  de 
leurs  différences  abfolument  décroiffantes,  il  faut,  comme 
on  a  vu ,  que  ces  différences  abfolument  décroiffantes ,  le 
foient  jufqu’au  bout ,  parce  que  c’eft  principalement  à  l’extré¬ 
mité  qu’il  en  réfulte  un  plus  grand  nombre  de  grands  termes 
ôc  de  l’ordre  fupérieur.  Ici  il  eft  vifible  que  les  grandeurs  \ , 
— ,  ^ ,  ôcc.  dont  les  différences  de  cette  Suite  excédent  1 , 
ne  peuvent  faire  qu’une  fomme  finie, parce  qu’elles  ne  régnent 
que  dans  une  étendue  finie,  ou  jufqu’aux  Finis  indétermina¬ 
bles.  De  plus  cette  fomme  ne  peut  être  que  fort  petite,  ôc  elle 
difparoît  devant  la  fomme  infinie  des  Unités* 
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JJ  i.  Pau  le  même  raifonnement ,  mais  renverfé,  fi  Ton 

fait  la  Suite  — —  qui  fera  &c.  terminée  par  oc  , 

»-f-  I  ,  J  “c  J. 

&  dont  les  différences  à  l’origine  feront  | ,  j  ,  ~  ,  &c.  &  par 
conféquent  croiffantes,  elle  fera,  fi  l’on  veut;  au  deffous  de  A , 

nz  n  —  i 


nz  n 

~ 1  dès  les 


mais  elle  n’en  aura  pas  une  moindre  fomme  ;  car 

expreffion  générale  de  la  différence  ;  deviendra  = 
premiers  Finis  indéterminables. 

J  J2.  A  eft  la  feule  Suite  originairement  formée  de  nom¬ 
bres  entiers  déterminables ,  comprife  entre  i  &  oo,  &  nulle 
autre  pareille,  quoique  fractionnaire,  ne  peut  avoir  une  plus 
grande ,  ou  une  moindre  fomme ,  de  forte  qu’il  n’y  a  propre¬ 
ment  aucune  Suite  pareille,  qui  foit  au  dellus ,  ni  au  deffous 
de  A. 

jj  3.  Il  n’en  va  pas  de  même  de  G ,  qui  lui  eft  toujours 
oppofée,  &  pour  voir  qu’il  y  a  quelque  Suite  au  deffous  de  G9 
ôc  dont  la  fomme  eft  moindre ,  il  n’y  a  qu’à  fe  fouvenir  de 

a  t  1  I  ; 

A  œ  des  art.  292  &  2.93  ,  qui  eft  1  =  1 ,  2  09  ,  3  00  &c. 


co 


00 

CO 


—  00.  Les  différences  de  fon  origine  font  infiniment 
petites  (  3  jo  &  3  y  1  )  &  fort  croiffantes ,  puifqu’elles  com¬ 
mencent  par  &  font  une  fomme  =  00.  De  plus  elles 
font ,  félon  que  le  demande  la  Théorie  préfente,  croiffantes 
félon  une  plus  grande  raifon  que  les  termes ,  car  les  termes 
de  l’origine ,  qui  font  finis ,  ne  prennent  des  accroiffemens 
que  de  l’ordre  qui  leur  eft  inférieur,  ôc  les  différences  en 

a 

prennent  de  leur  ordre.  Auffi  la  fomme  de  A  00  eft -elle 
moindre  que  celle  de  G,  ce  qu’on  peut  voir  ainfi. 


co  00  ,  2d  terme  de  G ,  eft  plus  grand  que  2  00  =  4 


00 


a 


2^  terme  de  A  00  ,  ce  qui  eft  clair  de  foi-même  ,  ôc  de  plus 

1  i 

00 00  diffère  finiment  de  i ,  &  09  infiniment  peu.  De 
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*-  3 

même  oc  00  >  3  00  ;  Ôcc.  Enfin  le  penultieme  terme  de  G 

00  —  1 

efl:  co  00  >  car  le  dernier  terme  00  efl:  à  ce  penultieme 


rrs00  .  1  y  ce  qui  donne  pour  ce  penultieme 


CO 


00 


00  —  1 
CO 


00 


00 


00  w  .  Le  penultieme  terme  de  A  00  eft  go  —  1  00  , 

donc  il  efl:  moindre  que  le  penultieme  de  G ,  ou  tout  au  plus 

a 

égal.  Donc  iufque-là  tous  les  termes  moyens  de  A  ôT  font 

a 

moindres  que  ceux  de  G  >  donc  la  fomme  de  A  00  moindre 
que  celle  de  G . 

y  5*4.  Toutes  nos  connoiflfances  exactes  &  complétés  ne 
roulent  qu’autour  de  A  >  ôc  tout  ce  qui  efl:  analogue  à  G  nous 
échappe  pour  la  plus  grande  partie. 
ordre  des  y  y  y.  Confidérons  maintenant  toutes  les  Suites  poflîbles 
J suite?  Jm-  compdfes  entre  1  ôcco  %  ôc  toujours  compofées  d’un  nom- 
prifes  entre  bre  de  termes  =  oc.  Selon  la  Théorie  préfente y  il  y  aura 
£  &  qq1'  une  progreffion  arithmétique  qui  aura  une  fomme  de  l’ordre 
de  oc*  y  ôc  la  plus  grande  fomme  poflible  entre  toutes  les 
Suites  à  différences  croiflantes;  ôc  il  y  aura  au  deffous  d’elle  y 
dans  cette  même  efpece  de  Suites  à  différences  croiflantes  y 
une  progreffion  géométrique  qui  n’aura  une  fomme  que  de 
l’ordre  de  co%mais  la  plus  grande  de  toutes  celles  de  cet  ordre. 

La  progreffion  arithmétique  efl:  4-  1.  1  -4-  CO  =  OO. 
2CO.  300  y  ôcc.  00  x  00  =  CO4.  La  géométrique  efl:  -ff-  I. 

ï  r  X  t  x  X  x  iX}  x  CO 

00  00  ==  00  00  .  00  ~ .  00  }  &c.  00  00  =  oo*. 

La  fomme  de  l’arithmétique  efl:  ~  }  &  celle  de  la  géomé¬ 


trique 


00 


00 


00 


Puifque  oc  00  =  i  -t-  ,  x  étant  un  Fini  indéterminable 


de  l’ I N  F i  N  i.  Partie  L  Setf.  VU. 

2, 

i  .  x  x  ■  ■  1  t  2-  x  ~  |  f 

en  grandeur  (  3  5*7) *  on  a  00  <*>  — - - 

_  IX  -f-  I 


1 99 


Donc 


00 

2 

00" 


XX 

XX  00  1 
2X  -j-  I 


y  ÔC  OO  00 


■*°°1  à  très  - 


- -  .  ,  -  - peu 

XX  7^  2X  ~f~  I  V  * 

00  — I 

près.  Donc  cette  fournie  n’eft  que  de  l’ordre  de  oo\ 

2 

5*5* à •  En  même  temps  00  00  — -  1 ,  première  différence 
de  la  progreffion  géométrique  ^  efl:  un  Fini  indéterminable  en 

i  4 

petiteffe ,  dont  le  quarré  1  —  200  00  -h  co  00  efl:  de  l’ordre 
de  — Car  en  procédant  comme  dans  Fart.  35*7*  011  trou- 

Z  A 

vera  que  200  00  — 


4 

oc  00 


4_ 

x  i 


x4 


I 


x 

4 


r4eft 


x  2 - 1  Hr 

car  ~  difparoît  de¬ 
vant  puifque  x 4  efl:  x*  infini  du  icr  ordre  multiplié  par 
lui-même  y  ôc  où  x J  efl:  x 1  infini  multiplié  par  x  fini y  efl: 
quelque  Infiniment  petit  radical  moyen  entre  —  &  — ~  y  Ôc 


qui  difparoît  devant  —  .  Donc  i - 200 


OO 


OO  00 
4 

co°°  = 


1  -4- 


4 

xZ 


4 

xZ 


4 

00  * 


5*5*7.  S’il  y  a  des  Suites  qui  aient  dans  l’ordre  de  oc^ 
de  plus  grandes  fouîmes  que  la  progreffion  arithmétique  y 
comprife  entre  i  ôc  oo2,  y  car  elles  ne  peuvent  jamais  avoir 
des  fournies  d’un  ordre  plus  élevé ,  elles  feront  au  deffus  de 
cette  progreffion  arithmétique ,  ôc  auront  des  différences  dé- 
croiffantes  y  ôc  par  conféquent  de  plus  grandes  différences 
à  leur  origine  que  cette  progreffion  ,  dont  la  différence  conf¬ 
iante  efl:  oo.  Elles  ne  feroient  donc  pas  originairement  for¬ 
mées  de  ternies  Finis  déterminables.  Donc  toutes  celles  qui 
feront  originairement  formées  de  termes  de  cette  nature  9 
feront  au  deffous  de  la  progreffion  arithmétique.  En  même 
temps  elles  feront  au  deffus  de  la  géométrique ,  dont  les  dif¬ 
férences  de  l’origine  font  Finies  indéterminables  en  petiteffe^ 


200  El  EM  EN  S  DE  LA  Ge'OME'tRIE 

i 

puifque  oo  00  —  i,  première  différence  de  cette  progreffion 
(  y  y  6  ) ,  eft  indéterminable  en  petiteffe.  Donc  toutes  les  Suites 
comprifes  entre  i  6c  ooa  ,  6c  originairement  formées  de  ter¬ 
mes  Finis  déterminables  ,  ont  des  fomrries  de  Tordre  de  ooî  , 
mais  moindres  que  celle  de  la  progreffion  arithmétique. 

558.  En  effet  ,  on  a  vu  que  A “,  qui  eft  1 6 ,  ôcc. 

CG* j  a  une  fomme  qui  eft  00 3  divifé  par  un  plus  grand  nom¬ 
bre  que  2  (  2 12  ).  Or  la  fomme  de  la  progreffion  arithméti- 

*  '  •  5 

que  eft  On  peut  remarquer  pour  confirmation  de  cette 

Théorie ,  que  les  différences  de  A1 ,  qui  font  les  nombres  im¬ 
pairs  ,  3 ,  j  ,  7 ,  ôte.  font  croiffantes  félon  une  moindre  rai- 
ion  que  les  termes ,  ce  qui  la  place  entre  la  progreffion  arith¬ 
métique  ôc  la  géométrique. 

Quoique  la  progreffion  arithmétique  n’ait,  horf- 
mis  fon  ier  terme,  que  des  Infinis,  qui  par  conféquent  font 
tous  inexprimables  ou  indéterminables ,  les  rapports  de  ces 
Infinis ,  du  moins  à  l’origine ,  font  tous  Finis  ôc  exprimables , 
ou  déterminables,  ôc  au  contraire  la  progreffion  géométrique 
11’a  que  des  termes  tous  inexprimables  ôc  indéterminables , 
lors  même  qu’ils  font  Finis,  ôc  dont  les  rapports  le  font  pa¬ 
reillement.  Cela  met  encore  une  différence  d’efpece  entre  les 
deux  progreffions ,  ôc  de-là  vient  que  les  Suites  originaire¬ 
ment  formées  de  termes  Finis  déterminables  n’ont  d’analogie 
ou  d’affinité  qu’avec  les  progreffions  arithmétiques  corref- 
pondantes,  c’eft-à-dire,  comprifes  entre  les  mêmes  extremes, 
&  compofées  du  même  nombre  de  termes  ,  ôc  non  avec  les 
géométriques  pareillement  correfpondantes. 

5  60.  La  fomme  de  la  progreffion  géométrique  comprife 
entre  t  ôc  00 ,  étant  xco ,  ôc  celle  de  la  progreffion  com¬ 
prife  entre  1  ôc  ocz,  étant  x  GO*  divifé  par  2  ,  ou  par  un 
nombre  de  très-peu  plus  grand  (  j  5  f  ),  celle  de  la  2de  n’eft 
pas  tout-à-fait  une  moitié  de  fon  Infini,  au  lieu  que  celle  de 
la  ire  eft  fon  Infini  entier. 

ordre  des  jtfi.  Il  en  ira  de  même  des  Suites  comprifes  entre  1  ôc 

oc3. 


de  l’Infini.  Partie  T.  SeÏÏ.  V II.  2oi 

CO5.  La  différence  confiante  de  la  progreflion  arithmétique  femmes 

î  Suites  com-' 

fera  co  ,1e  multiplicateur  perpétuel  de  la  géométriqueco 00  ,  ?rtj^  e”[*e 
la  fomme  de  l'arithmétique  &  celle  de  la  géométrique 

— — f  d’où  l'on  voit  d'abord  que  la  fomme  de  la  ir~ 

OC  00  • — 1 

étant  toujours  7  de  fou  Infini ,  celle  de  la  tM  fera  toujours 

3  J_ 

une  moindre  partie  du  fien,  car  co^  - i>  oc^  — 1, 

ce  qui  donnera  pour  la  fomme  de  la  géométrique  .v  oc5  di-  • 
vifé  par  quelque  nombre  plus  grand  que  2.  On  voit  auiïî , 
par  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que  les  Suites  originairement  for¬ 
mées  de  termes  Finis  déterminables ,  comme  A’  (2 1 4 },  fe¬ 
ront  entre  ces  deux  progreiïions ,  ôc  auront  des  fouîmes  de 

l’ordre  de  00  4 ,  mais  moindres  que  ,  félon  ce  qui  a  été 
dit  de  A]  (223  ). 

562.  Il  eft  allez  clair ,  &  on  peut  s’en  affurer  encore  plus  Ordre  des 
en  détail ,  que  ce  fera  toujours  la  même  chofe  de  toutes  les^Tww  des 

o  *  ^  -r-  O  yl  /  r  •  Suites  com- 

ouites  compnfes  entre  1  ôc  oc”,  n  étant  fini.  Donc  toutes prife$  entre 
les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  détermi-  1  à*  00 
nables,  ôc  comprifes  entre  1  oc”,  n  étant  fini ,  auront  des 

fommes  de  l’ordre  de  oc”"^""1. 

5 '63.  La  différence  confiante  ,  ôc  par  conféquent  celle 
des  deux  Iers  termes  de  la  progreflion  arithmétique  quelcon¬ 
que  ,  comprife  entre  1  ôc  00”,  eft  oc”  1 ,  ce  qui  fubfifte  , 

lors  même  que  =====  1 ,  car  alors  00”  T  =  00 1  I  =  oo° 

=====  1.  Et  dès  que  n  ==  2;la  différence  de  la  progreflion  arith¬ 
métique  eft  =====  00.  La  différence  des  deux  1e1  s  termes  de  la 

n 

progreflion  géométrique  correfpondante  eft  oc00  —  r.  Or 
on  a  trouvé  (310)  qu’en  donnant  à  n  toutes  fes  differentes 

n 

valeurs  fucceffives,  il  y  a  une  infinité  de  oo°°  finis  >  ôc  a 

Ce 


I 
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n 

plus  forte  raifon,  de  OQ°°  - i.  De  plus  le  premier  des 

n  E 

00°®  - i  eft  00e0  — —  1  ,  quantité  finie  ,  mais  indéter¬ 

minable  en  petiteffe  ,  ce  qui  détermine  l’accroiffement  des 

n  n 

OO 00  - 1  à  être  fort  lent.  Enfin  ,  on  a  vu  (  28;  )  que  3  1 

n  n 

>  oc  00  ,  ce  qui  tient  toujours  les  co  00  dans  une  affez 

n 

grande  petitefle >  ôc  encore  plus  les  00  °°  - 1  ;  car  fi,  par  ex. 

3  g 

»*=  3 ,  on  a  3  >  oc00  ,  fi  «==  6  y  9  >  ooœ  ,  &c.  &par 

3  * 

conféquent  2  >  00 00  —  1  ,  8  >  oc00  —  1,  &c.  D’un  autre 
côté  les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  déter¬ 
minables  ont  les  différences  de  leurs  deux  iers  termes  beau- 

n 

coup  plus  grandes  que  ces  00 00  —  ï  ;  par  ex.  fi  n  ==  3 ,  la 
différence  des  deux  iers  termes  de^5  eft  7  ,  beaucoup  plus 
grand  que  2  ,  fi  n  =  6 ,  la  différence  des  deux  iels  termes 
de  A6  eft  63  ,  beaucoup  plus  grand  que  8  ,  &c.  Or  les  Suites 
comprifes  entre  1  &  00”  y  étant  rangées  félon  la  grandeur  de 
leurs  fommes  décroiffantes  y  &  par  conféquent  les  différences 
d’une  Suite  étant  plus  croiffantes  que  celles  de  la  précédente* 
ou  y  ce  qui  revient  au  même ,  les  différences  de  l’origine  étant 
plus  petites  dans  une  Suite  que  dans  la  précédente  *  il  fuit  de 
tout  ce  qui  vient  d’être  dit,  que  dès  que  n  ==  2  ,  les  diffé¬ 
rences  de  l’origine  des  Suites  originairement  formées  de  ter¬ 
mes  Finis  déterminables,  font  plus  petites  que  celles  delà 
progreffion  arithmétique ,  &  plus  grandes  que  celles  de  la 
progreflion  géométrique ,  que  par  conféquent  ces  Suites  font 
placées  entre  ces  deux  progreflions,&  que  cela  dure  au  moins 
tant  que  n  eft  fini.  Mais  quand  n  =====  00 ,  la  différence  de  la 

progreflion  arithmétique  eft  00  °0-"'  ,  &  la  ire  différence 

00 

de  la  géométrique  eft  00  00  —  1  =  00, &  par  conféquent 
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il  n’y  a  aucune  Suite  à  différences  finies.,  ou  originairement 
formée  de  termes  Finis  déterminables,  qui  puiffe  fe  placer 
entre  ces  deux  progreffions.  Donc  s’il  y  a  quelque  Suite  de 
cette  nature  comprife  entre  1  &0000  ,  elle  eft  au-deffous  de 
la  progreffion  géométrique. 

y  64.  La  progreffion  arithmétique  eft-~- 1.  1  -4-00  °°~~l 
=  00  .200  ,  &c.  00x00  ==  00e0 ,  dont 

00  — | —  1 

la  fomme  eftoo  — - ,&lagéométriqueeft“-i.oo.  oo^&c. 

00  e0  ,  dont  la  fomme  eft  00  00  .  Entre  les  mêmes  extremes 

eft  A  originairement  formée  de  termes  Finis  déterminables, 
qui  eft  i1, 21  y  y ,  &C.0000  (282).  Selon  l’art,  précédent, 

A  eft  au-deffous  de  la  progreffion  géométrique^  par  confé- 
quent  elle  devroit  avoir  une  moindre  fomme,  cependant  elle 
a  précifément  la  même  (  283).  Mais  cela  vient  de  ce  que  la 
progreffion  géométrique  ayant  la  moindre  fomme  poffible  , 

puifque  ce  n’eft  que  fon  dernier  terme ,  A*  rien  peut  jamais 
avoir  une  moindre.  En  ce  cas-là  le  dernier  terme  feul  faifant 
la  fomme ^  &  étant  le  même  en  deux  Suites,  tous  les  termes 
qui  le  précèdent  dans  Pune  &  dans  l’autre ,  quelque  différens 
qu’ils  foient ,  ne  font  plus  à  confidérer ,  ainfi  qu’ils  Pétoienc 
lorfque  wétoitfini.  Et  ce  qui  marque  bien  que  fi  ce  nétoifc 

cela ,  la  fomme  de  At  fe roit  moindre  que  celle  de  la  progref¬ 
fion  géométrique,  c’eft  qu’en  prenant  un  nombre  fini  quel¬ 
conque  de  termes  de  A*>  on  en  trouvera  la  fomme  moindre, 
&  même  infiniment  moindre  que  celle  d’un  même  nombre 
de  termes  de  la  progreffion  ,  ou  plutôt  que  le  dernier  de  ce 
nombre  de  termes  qui  fera  feul  la  fomme.  Ainfi  32,  fomme 

des  trois  1 crs  termes  de  A  ,  eft  infiniment  moindre  queccf, 
fomme  des  trois  iers  termes,  ou  3 me  terme  de  la  progreffion. 

yéj.  On  voit  par-là  que  les  fommes  de  Suites  comprifes 
entre  1  &  qo”,  ôc  originairement  formées  de  termes  Finis 

C  c  ij 


204  E le  mens  de  la  Gf/ome'trie 
déterminables ,  fe  font  toujours  d  autant  plus  approchées  de 
la  fomme  de  la  progrefiicn  géométrique  que  n  fini  a  été  plus 
grand ,  jufqu’à  ce  qu’enfin  n  étant  =  oo  ,  ces  Tommes  foient 
devenues  égales  à  celle  de  cette  progrefïion.  En  effet  on  a 

vu  dans  les  /F  qu’à  mefure  que  n  étoit  plus  grande  les  fom- 

mes  étoient  CO  divifé  par  un  plus  grand  nombre  (  227  ) , 

ce  qui  approchoit  toujours  de  plus  en  plus  oc  ~rl  de  oc”. 


5  66.  D’un  autre  côté  les  fommes  des  progrefiions  géo¬ 
métriques  comprifes  entre  1  &  oo”,  ayant  été  pour  1  , 

x  00 ,  pour  n  ==  2 ,  ,  &  enfin  pour  n  =  00 , 00  00 ,  on 


Ordre  des 

fommes  des 
Suites  com- 
frifes  entre 

ï  ^  w  n 


voit  qu’elles  ont  toujours  dû  être  le  dernier  terme  de  la  pro- 
greflion  multiplié  par  un  même  nombre ,  &  divifé  d’abord 
par  un  nombre  beaucoup  plus  petit  que  ce  multiplicateur, 
mais  croiffant >  de  forte  que  le  divifeur  eft  enfin  devenu  égal 
au  multiplicateur.  Ainfi  ces  fommes  ont  toujours  été  des  In¬ 
finis  plus  élevés ,  mais  décroiffarîs  chacun  dans  fon  ordre. 
Tous  ces  décroiffemens  de  fommes  dans  leurs  ordres  vien¬ 
nent  ,  félon  ce  qui  a  été  dit  ici  affez  fouvent  ,  de  ce  qu’il  y 
a  eu  toujours  moins  de  termes  utiles  à  la  fomme. 

j 67.  Entre  i  ôcoo00  eft  encore  la  Suites 00  ,,  100 ,  200  , 
3 00  j  &c.  oc00  (228  ).  Il  faute  aux  yeux  que  les  différences 
de  fon  origine  qui  font  les  termes  mêmes ,  2 00  , 3 00  ,  &c. 
étant  plus  grandes  que  co  ,  oc1 ,  &c.  ( 2  3  y  ,  2 39 ) ,  diffé¬ 
rences  correfpondantes  de  la  progrellion géométrique ,  A  00 
doit  être  au-deffus  de  cette  progrefïion,  &  fa  fomme  plus 
grande ,  &  c’eft  aufii  ce  qu’on  a  trouvé  (  24*  )„ 

2.6$+  Soient  maintenant  les  Suites  infinies  comprifes  en- 

1 

tre  1  &  00  ” .  Si  n  =  2 ,  ce  qui  ell:  ici  fa  moindre  valeur 
poflible  y  on  a  la  -j-  1.  1  +  1  H — 1  -+-  —h  » 

il  z 

00  00  00 


L  L  1 

&C.  I  H — ”  =====  I  4-0G1==00\  Et  la  -77-  I.  OO  aoo  » 
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IJ  oo  T_ 

=  ocz.  La  fomme 

? 

— - -  La  fomme 


OCT  00  =  OC  °°.OC  100  .jêcC.OO1  <*> 


î_ 

1 


de  la  i re  eft  &  la  fomme  de  la  2dc 


CO 


2  OQ 


de  la  i rc  eft  de  l’ordre  le  plus  élevé  qu’elle  puiflé  être  ;  car 

elle  eft  de  l’ordre  de  oc1  =====  oc1"1  1  ;  or  nulle  Suite  ne  peut 
avoir  une  fomme  d’un  ordre  plus  élevé  que  celui  qui  eft  im¬ 
médiatement  fuperieur  à  fon  dernier  terme. 

La  différence  confiante  de  la  progreftion  arithmétique  eft 
infiniment  petite ,  puifqu’elle  eft  >  &  la  i re  différence  de 

î 

CO 

la  progreftion  géométrique  eft  encore  plus  petite  par  la  na¬ 
ture  de  ces  deux  progre (fions.  Donc  il  n’y  a  entr’elles  aucune 
Suite  originairement  formée  de  termes  Finis  déterminables, 
&  qui  par  conféquent  auroit  des  différences  finies.  Donc 
toute  Suite  de  cette  nature  eft  au-deffus  de  la  progreffion 
arithmétique ,  &  a  une  plus  grande  fomme.  Or  elle  n’en  peut 
avoir  une  d’un  ordre  plus  élevé ,  donc  elle  la  feulement  plus 

grande  dans  l’ordre  de  oc1. 

r  JL  i. 

En  effet  on  a  trouvé  (2  J  8)  que  A1,  qui  eft  i1,  21  ,  ôcc. 

1 

ocT ,  ôc  qui  a  des  différences  finies ,  a  une  fomme  plus  grande 


i 

1 


que  Audi  A 1  a-t-elle  des  différences  abfolument  dé- 
croiffantes  >  comme  l’on  verra  aifément ,  car  les  v7  commen- 
furables  confécutives  ^  telles  que  v7 1  Lq  ,  V  9  ,  &c.  n’ayant 
toutes  que  1  pour  différence ,  cet  intervalle  eft  toujours  par¬ 
tagé  en  un  plus  grand  nombre  de  parties  par  les  \/  incom- 
menfurables  intermédiaires. 

5  69.  11  en  ira  de  même  des  Suites  comprifes  entre  t  ôc 
OC5 ,  dont  la -r  eft  1.  1  Hh— 1  -H  - 


co 


1  i 

5 


ÔCC.  I  — f— • 


00 


co 


CO 


oc3.  Et  la -H- eft  u  oc3r-°  .  cc^oo 


00 

6c c.  oc  3  o* 


/O  • 

C  c  11} 
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4 

*=  oo1.  La  fomme  de  la  ivc  efl-—  ,  ôc  celle  de  la  2d<î 

1 

3 

• — 22 — .  Il  efl  aifé  de  voir  que  la  différence  de  la  progref 

00  * 00  —  1 

fion  arithmétique  étant  infiniment  petite  ^  &  même  infini¬ 
ment  plus  petite  que  celle  de  la  progreffion  arithmétique 

comprife  entre  1  ôc  00 1 ,  &  la  1 re  différence  de  la  progref- 
lion  géométrique  encore  plus  petite  que  celle  de  larithmé- 

1 

tique,  il  n’y  aura  point  de  Suites  telles  que  A%  (2jp)  origi¬ 
nairement  formées  de  termes  Finis  déterminables, qui  n’aient 

4 

3 

une  plus  grande  fomme  què  ,  quoique  du  même  ordre. 

j 70.  Il  en  ira  toujours  de  même  ,  ôc  à  plus  forte  raifon 
'des  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  détermi- 

1 

nables,  comprifes  entre  1  ôc  00  "  ,  à  mefure  que  «croîtra , 
&  tant  qu’il  fera  fini.  Donc  toutes  ces  Suites  ont  des  fom- 

__i _ j_!  HH 

mes  de  l’ordre  de  00  w  =====  oc  «  . 

On  pourroit  fuivre  cette  Théorie  jufqu’à  n  =  oc,  Ce  qui 
feroit  voir  l’analogie  des  Suites  décroiffantes  depuis  celles  qui 

1 

feroient  comprifes  entre  1  ôc  oo1,  jufqu’à  celles  qui  feroient 

1 

entre  1  ôc  00^",  ôc  produiroit  quelques  remarques  particu¬ 
lières  ,  mais  ce  feroit  une  curiofité  inutile ,  quant  à  prefent. 

571.  Il  efl:  clair  que  toutes  les  Suites  comprifes  entre  1 

&ooz  ou  oo* ,  ôcc.  ôc  en  général  entre  1  ôc  00  ”  ,  m  étant 

plus  grand  que  n ,  font  de  Pefpece  de  celles  qui  font  entre  1 

ôc  oc1  ou  oo5 ,  ôcc.  comme  toutes  celles  qui  font  entre  1 

» 

-  5  - 

&  oo’ ,  ou  00* ,  ôcc.  ôc  en  général  entre  i  ôc  oo  ”  font 

de  l’efpece  de  celles  qui  font  entre  i  ôc  oo1  ou  oo*,  ôcc. 
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Donc  toutes  les  Suites  originairement  formées  de  termes  Fi¬ 
nis  déterminables  y  ôt  comprifes  entre  1  &  oc  élevé  à  quel¬ 
que  puiffance  finie  que  ce  foit ,  parfaite  ou  imparfaite  ,  ôc 
dont  les  différences  font  continuement  croiffantes  ou  décroît 
fantes  >  ont  une  forme  de  Tordre  immédiatement  fupérieur 

à  celui  de  leur  dernier  terme ,  ou  de  l’ordre  de  00  * 

n  étant  un  nombre  fini  quelconque  entier  ou  rompu  j  & 

00*  leur  dernier  terme. 

S  7 2.  Toutes  les  A  dont  on  a  vû  dans  la  Se£L  III  >  que  application 

J  '  ?}_^i  ^  delà  Théorie 

la  fomme  étoit  de  l’ordre  de  00  y  n  étant  fini ,  font 
tant  d’exemples  de  cette  Théorie ,  mais  comme  elle  eft  de-  °m  ' 
venue  plus  générale  >  il  fera  bon  d’en  donner  encore  quelques 
autres  nouveaux. 

Exemple  I. 

f 

Il  eft  démontré  fur  les  nombres  Polygones  que  n  étant  un 
nombre  naturel  quelconque , 

le  nme  Triangulaire  eft.  ” ♦ 

2r 

Quarré 

3  nn — 1» 

Jrentagone  .......  - •- 

X 

T''  _  .  _  _  -  4 »» - in 

Exagone  — — — — — © 

Eptagone 

2 

D’où  il  fuit  que  le  dernier  des  Naturels  étant  c®, 

le  dernier  des  Triangulaires  eft  .  .  »■ .  ^====1—-* 

1  x 

des  Quarrés  . .00  — f-» 

2 

des  Pentagones . 

des  Exagones  .....  ...  2-^— 
des  Eptagones  ........ 


200  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

Et  par  conféquent  félon  la  Théorie  préfente ,  la  fomme  d’une 

Suite  infinie  dePolygones  quelconques  fera  de  l'ordre  deoch 

En  effet,  il  eft  démontré  dans  Part,  io ,  de  la  2de  Edit, 
de  P Effai  dï  Analyfe fur  les  Jeux  de  Ha fard ,  que  la  fomme  d’un 
nombre  quelconque  dénombrés  Polygones  quelconques  eft 

- 7 h — I — >  en  Prenant  a  =  i  >  s  il  s  agit  des  Trian¬ 
gulaires  ,  a  =  2  pour  les  quarrés ,  a  =  5  pour  les  Pentago¬ 
nes  ,  ôcc.  ôc  n  étant  le  nombre  des  termes,  dont  on  cherche 
la  fomme. 


D’où  il  fuit  que  fi  n  ==  oc  , 

La  fomme  infinie  des  Triangulaires  eft  .  .  . 

/ 

des  Quarrés . .  . 

des  Pentagones . LS2l ,  &c. 

6 

573.  Toutes  ces  fommes  font  en  progrefiion  arithméti¬ 
que  ,  aufii-bien  que  les  derniers  termes  des  différens  ordres 
confécutifs  de  Polygones  rangés  de  fuite ,  ôc  même  que  tous 
leurs  wmes  termes ,  comme  il  fera  aifé  de  le  voir. 

5*74.  Les  multiplicateurs  des  fommes ,  toutes  de  l’ordre 
de  OC’  ,  des  Polygones  finis  ,  augmentent  toujours,  leur  di- 
vifeur  demeurant  le  même ,  parce  qu’à  mefure  que  ces  Poly¬ 
gones  font  plus  grands  ,  les  Suites  ont  un  moindre  nombre 
de  termes  Finis,  ôc  un  plus  grand  d’infinis.  Et  comme  ces 
Polygones  ne  paffent  point  ocf ,  ils  n’ont  des  Infinis  que  de 
deux  ordres,  ôc  tous  utiles  à  la  fomme. 


57 j.  Si  entre  les  deux  extremes  d’une  Suite  dePolygo¬ 
nes  finis  quelconques ,  un  fait  une  progrefiion  arithmétique 
d’un  même  nombre  de  termes, on  trouvera  toujours  fa  fomme 
plus  grande  que  celle  de  la  Suite  de  Polygqnes,ôc  même  dans 
le  rapport  confiant  de  3  à  2.  Aufii  les  Suites  de  Polygones 
ont-elles  des  différences  abfolument  croiffantes ,  qui  ne  font 
que  relativement  décroiffantes.  Et  pareillement  une  progref- 
.  f  fion 
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fton  géométrique  aura  toujours  une  fomme  de  l’ordre  de  oo% 
félon  que  le  demande  la  Théorie  préfente. 


Exemple  IL 

$76.  On  a  dans  l’art.  1  2 6 ,  les  derniers  termes  de  toutes  Application 
les  Suites  des  Nombres  Figurés.  Or  c’eft  une  propriété  de  attx  *'&**“• 
ces  nombres  ,  que  le  nme  terme  d’un  ordre  de  Figurés  quel¬ 
conque  eft  égal  à  la  fomme  des  n  premiers  termes  de  l’ordre 
immédiatement  inférieur.  Par  exemple  ,  io;  4me terme  des 
Triangulaires  ,  eft  égal  à  la  fomme  des  4  premiers  Naturels* 

Donc  n  étant  = 


00 


La  fomme  des  Triangulaires  eft  . 


0  •  •  *  •  ... 


des  Pyramidaux 
des  Triang.  pyramidaux 


00 

6 

00 

24 

00 


r.l 


î 


I  20 


,  &c. 


D’où  l’on  voit  que  ces  fommes  font  toujours  de  l’ordre  topé' 
rieur  au  dernier  terme  de  la  Suite. 

y 77*  En  même  temps  que  d’un  ordre  de  Figurés  au  fui- 
vant  ces  fommes  s’élèvent  toujours  d’un  ordre  d’infini ,  elles 
font  de  moindres  Infinis  dans  leur  ordre.  Cela  vient  i°  de 
ce  que  ces  Suites  terminées  par  des  Infinis  toujours  d’ordres 
fupérieurs ,  le  font  par  de  moindres  Infinis  dans  ces  ordres  : 
mais  20  elles  ont  toujours  un  plus  grand  nombre  de  diffé-* 
rens  ordres  ,  êc  par  conféquent  moins  d’infinis  de  leur  der¬ 
nier  ordre  ,  qui  font  les  principaux  pour  la  fomme  ,  êc  d’ail¬ 
leurs  elles  ont  auffi  plus  de  termes  inutiles  à  la  fomme.  C’eft 
par  cette  raifon  que  l’Infini  de  leur  fomme  a  un  plus  grand 
divifeur  que  l’Infini,  qui  eft  leur  dernier  terme. 

J 7 8.  D’une  Suite  à  1  autre  les  Poligones  fe  terminent 
toujours  à  un  Infini  du  même  ordre  êc  croiftfant  de  gran¬ 
deur  ,  êc  les  Figurés  à  des  Infinis  croififans  d  ordre  êc  décroif- 
fans  de  grandeur.  Les  fommes  font  de  même ,  êc  en  partie 
parce  que  tels  font  les  derniers  termes  :  mais  de  plus  les 

Dd 


\ 


Détermina 
tion  précife 
de  la  fomme 
de  toutes  les 
Suites  An. 


2  ï  Û  E  L  EM  EN  S  DE  LA  Ge'oME'TRIE 
fommes  des  Figurés  font  décroiffantes  de  grandeur,  parce 
que  le  nombre  de  leurs  différens  ordres  eft  croiffant. 

5*79.  Par  la  formation  des  Poligones  &  des  Figurés  ,  les 
différences  des  uns  ôc  des  autres  font  croiffantes  dans  chaque 
Suite, Ôt  plus  croiffantes  dans  une  Suite  que  dans  l'inférieure* 
mais  beaucoup  plus  croiffante  dans  une  Suite  de  Figurés  que 
dans  une  Suite  correfpondante  de  Poligones ,  excepté  la  Sui¬ 
te  des  Triangulaires  ,  qui  eft  en  même  temps  Suite  de  Poli¬ 
gones  &  de  Figurés.  Cette  confidération  des  différences 
pouffée  plus  loin  ,  s’accordera  avec  tout  ce  qu’on  a  établi 
dans  la  Théorie  générale. 

y  8 o.  Il  eft  démontré  dans  l’art,  i  3  de  X  Analyfe  des  Jeux 
de  Ha  fard ,  qu’un  nombre  quelconque  de  Nombres  naturels, 
étant  n  >  la  fomme  de  ces  nombres  depuis  1  jufqu’à  n  indu- 

fivement  élevés  au  quarré  eft  ...  .  — ^ 


au  cube 


n 4  -f-  2 .n7*  -f-  nz 


6n^  -{-  ï  -f-  ro»5 — n 

au  quarré-quarré  * — - — — — - -  *  &c. 


30 


D’où  il  fuit  que  n  étant = 00  *  la  fomme  des  nombres  Naturels 
élevés  au  quarré  eft . . 


2  00 


au  cube 


00 


à  la  4”'  puiflance  ......  6—~  =s  -f-, 

à  la  . >  &c. 

6 

Et  en  général  n  étant  une  puiffance  parfaite  *  la  fomme  des 

n  y  l 

nombres  Naturels  élevés  à  n  eft  *  ce  qui  donne ,  outre 

l’ordre  que  Ton  avoit  déjà  *  une  valeur  précife  que  l’on 
n’avoit  pas. 

En  attendant  cette  détermination  précife ,  on  avoit  prouvé 
à.  priori ,  dans  les  art.  212  >  22]  ,  226 ,  227,  que  la  fomme 


de  L*  I N  F  i  N  i.  Partie  L  SeSï*  VïP  â  1 1 
de  A 1  étoit  une  partie  de  fon  Infini  moindre  que{,  ôc  en 
effet  elle  en  eft  j  ;  que  celle  de  A 5  étoit  une  partie  de  fon 
Infini  moindre  que  f  ,  &  en  effet  elle  en  eft  ,  &c. 

5*8  i.  La  fomme  des  nombres  Naturels  non  élevés  eft 


00  ”  ’1_  1 

auftî  comprife  dans  la  Formule  n,~  y  car  alors  étant  élevés 


+ 


à  i  ,  leur  fomme  ^ 


00 


î  4-  I 


I-f-l 


■.  Et  même  la  fomme  des 


9* 


mêmes  nombres  élevés  à  o  y  eft  comprife  auflL  car  elle  eft 

=  oo  y  fomme  des  Unités.  Et  tous  les  nom-* 


©0 


0  4-1 


CO 


O  -f-  I 


bres  naturels  ne  font  alors  que  des  Unités. 

582.  La  fomme  de  toute  An  où  n  eft  un  entier ,  étant  "Dé termina* 

tion  de  la 


donc 


00 


n  4-  1 


J'oiTITTîC  clc$ 

,  il  s’agit  de  favoir  fi  cela  aura  encore  lieu  ,  jl 

A  11  j  en 


•  ^  des 

quand  n  fera  une  fraûion  ou  ,  c’eft-à-dire  ,  fi  la  fomme  î 

.  .  „  +-  1  A™  ,  ou 

1  - f~  I  - -  m 

de  A  ”  fera  — - =i££— — .  -  A~. 


n 


'  +  1 


n  -f-  1 


En  donnant  à  n ,  dénominateur  de  ~ }  fes  deux  valeurs 

1  1 

extrêmes  1  êc  00,  la  première  des  A  12  eft  A  *  ==Aj  dont 
la  fomme  eft  —  = 


1  ■»- 1 


1 Et  la  derniere  des  A  n  eft 

i-f-i 

1 

A  00  y  dont  la  fomme  >  fi  la  Formule  préfente  lui  convient , 

=  00.  Or  c’eft  là  effectivement 


OC  +-  I 


fera 


00  x  CO 


00  4-  I 


CO 

00 


la  fomme  de  A  00  (2  67  ).Donc,puifque  la  Formule  convient 


aux  deux  extremes  des  A  n  y  elle  convient  à  toutes  les  moyen¬ 
nes  y  félon  fart.  123  ;  car  on  a  vu  dans  toute  la  Se£h  m  ^ 

que  le  cours  des  A~  9  comparées  les  unes  aux  autres  >  aufïL 

Dd  ij 
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bien  que  celui  des  A” ,  étoit  très-uniforme,  ôc  que  toutes 
leurs  autres  propriétés  croiffantes  ou  décroifTantes  ne  fai- 
foient  que  croître  ou  décroître  toujours  des  unes  aux  autres, 
583.  O11  peut  prouver  encore  ainfi  la  même  chofe. 

n  entier  eft  =  — .  Donc  la  Formule  de  la  fomme  des  A 9 

/■  1 


n- f-  ï 


eft  00  1  divifé  par  ;  ou  multiplié  par  y  c’eft-à-db 


n  -K  1 


jte  -°°  — .  Donc  quand  n  fera  une  vraie  fraêlion ,  ou  — ,  il 


faudra  faire  la  même  opération ,  &  on  aura  ” 

Et  en  effet ,  fi  n  entier  eft ,  par  ex.  3 ,  il  peut  être  exprimé 


n  4-1 
00  w 

< 

n  -f-  1 


par  { ,  &  alors  on  a.pour  la  fomme  de  A 3 


CO 


f+I 


)  6 


7  "F  1 


8 

2  CO  z 
8 


4. 

==  ;d’où  Ton  voit  que  quand  flnfini,  qui  exprime  Tor¬ 
dre  d’  une  fomme ,  a  un  expofant  fractionnaire ,  il  faut ,  pour 
la  valeur  précife  de  la  fomme, multiplier  l’Infini  par  cet  expo¬ 
fant  reverfé.  Or  il  n’eft  pas  poffible  que  cela  foit  vrai  des 
expofans  fractionnaires  qui  valent  des  entiers ,  ôc  non  de 
ceux  qui  font  de  pures  fractions.. 


n 


584.  Donc  en  général  la  fomme  de  toute  Am  ,  quelques 

n  +-  m 

nombres  que  foient  n  &  m  ,  eft  MCO  ■ 

^  n-j-m 

Quand  m  —  1 ,  ce  font  les  fommes  des  An\  Quand  n  =  r? 

1 

ce  font  celles  des  A™  3  dont  Pexpofant  eft  une  pure  fraCtioiv 


Hors  dé  ces  deux  cas  —  eft  une  fraCtion  ou  pure  ou  mixte» 

m  f 


1  1  ± 

2  co  2 _ ii_j_  ^  ?  _  /}_  3  g®  ^ 


Ainfi  h  fomme  de  A 1  eft  celle  de  A 5  eft  s-^ ,  &c. 
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21  $ 


i  i 

3  ...  .  L  ^  a  00  1 


celle  de  A 5  eft  — —  ,  celle  de  A 1  eft 

5  5 


,  ÔCC. 


Qi/and  les 


mis 0 


On  pourra  voir  combien  ces  déterminations  précifes  s’ac¬ 
cordent  avec  ce  qui  avoit  été  trouvé  à  priori  fur  ces  fommes 
dans  la  Seêt.  ni. 

$  8  $.  Il  ne  fuffit  pas  de  fa  voir  de  quel  ordre  font  les 
fommes  des  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  Suttes infinies 
déterminables  y  ôc  comprifes  entre  i  ôc  oo%  ce  qui  fait  voir  Ct0™[r&\ 
en  même  temps  fi  les  Infinis  de  leur  dernier  ordre  font  en  — 

/"**  *r***i/i’  i  r  *  rr*  i  ÛO  11  oit 

nombre  fini  ou  infini;  il  eit  important  de  lavoir  auüi  quand  _n_ 

le  nombre  de  leurs  termes  finis  eft  fini  ou  infini.  00  T  ont ?n' 

C  F  I  n  -  n  nombre  infini 

i  ôc  oo  étant  pôles  pour  extremes  y  entre  lelquels  font  ou  fini  de  ter ~ 
comprifes  toutes  les  Suites  polïibles  qui  les  auront  pour  pre-  mesfil 
mier  ôc  dernier  terme  ,  les  deux  Suites  dont  la  nature  eft  la 
plus  oppofée  quil  fe  puilfe  ,  fur-tout  à  l’égard  du  nombre  des; 
termes  des  deux  différens  ordres  que  toutes  ces  Suites  con¬ 
tiennent,  font  A  ôc  G  y  que  Ton  a  tant  vues.  Car  A  ayant 
une  infinité  de  termes  tant  Finis  qu’infinis,  ôc  une  plus  grande 
infinité  d’infinis,  G  n’en  a  une  infinité  que  de  Finis,  ôc  un 
nombre  feulement  fini  d’infinis ,  ce  qui  eft  la  plus  grande 
oppofition  poflîble.  Donc  ce  en  quoi  elles  conviennent  à 
eet  égard  doit  être  bien  eflfentiel  à  toutes  les  Suites  comprifes* 
entre  i  ôc  oo.  Or  A  Ôc  G  conviennent  en.ee  quelles  ont  un 
nombre  infini  de  termes  finis;  donc  toutes  les  Suites  com¬ 
prifes  entre  i  ôc  oo  en  ont  aufli  un  nombre  infini ,  ôc  cela  , 
comme  on  voit ,  foit  quelles  foient  originairement  formées 
de  termes  Finis  déterminables ,  ou  non. 

$26.. Cela  fera  encore  vrai,  quand  les  Suites  fe  termine¬ 
ront  par  un  Infini  plus  grand  que  oo ,  mais  du  même  ordre, 
comme  par  200.  T  elle  eft  la  Suite  des  Impairs  — f- 1,  3 , 5,  ôcc. 
qui  pour  avoir  un  nombre  de  termes=  00  ,  doit  aller  juf 
qu’à  200.  Il  eft  clair  qu’elle  a  encore  une  infinité  de  termes 
finis ,  quoiqu’elle  en  ait  la  moitié  moins  que  A.  Il  eft  clair 
aufti  que  le  nombre  de  fes  termes  finis,  comparé  au  nombre 
des  Finis  de  A ,  n’a  reçu  qu’une  diminution  proportionnée  à 

Dd  iij 
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l'augmentation  du  dernier  des  Impairs  comparé  au  dernier 
de  A  j  ôc  que  comme  cette  augmentation  na  été  que  finie * 
ou  de  grandeur  Amplement  *  &  non  d'ordre  *  la  diminution 
qui  s’en  enfuivoit  n’a  été  aufli  que  de  grandeur ,  ôc  non  d'or¬ 
dre*  ou  finie.  Ce  même  raifonnement  aura  également  lieu 
pour  toutes  les  Suites  terminées  par  noo ,  n  étant  Fini  dé¬ 
terminable.  Donc  toutes  les  Suites  comprifes  entre  i  ôc  n  co* 
n  étant  un  nombre  Fini  déterminable  quelconque  *  ôc  origi¬ 
nairement  formées  de  termes  Finis  déterminables  ou  non  > 
ont  une  infinité  de  termes  finis. 

587.  A  plus  forte  raifon  ,  fi  ces  Suites  étaient  terminées 

par  ~  j  car  le  nombre  des  termes  finis  en  augmenteroit 
plutôt  que  de  diminuer. 

5*88.  La  progrelïion  arithmétique  comprife  entre  1  ôc 
CO2  (  y  J  y  )  a  des  termes  de  trois  ordres ,  ôc  n’a  que  fon  pre¬ 
mier  termç  1  dans  l’ordre  du  Fini.  La  géométrique  n’a  qu’une 
fomme  de  l’ordre  de  oc2  (  &  Par  conféquent  n’a  qu’un 

nombre  fini  de  termes  dans  fon  dernier  ordre*  qui  eft  celui 
de  och  Donc  malgré  leur  oppofition  elles  conviennent  en 
ce  qu’elles  n’ont  ni  l’une  ni  l’autre  un  nombre  infini  de  ter¬ 
mes  dans  chacun  de  leurs  trois  ordres.  Donc  nulle  Suite 
comprife  entre  ï  ôc  00’'  *  ôc  qui  par  conféquent  aura  des  ter¬ 
mes  de  trois  ordres  *  n’aura  une  infinité  de  termes  dans  cha¬ 
cun  des  trois. 

7 8p.  Toute  Suite  originairement  formée  de  termes  Finis 
déterminables  ,  ôc  comprife  entre  1  ôc  oo’* ,  a  une  fomme  de 
Tordre  de  CG'  (  y  j 7  ).  Donc  elle  a  une  infinité  de  termes* 
de  l’ordre  de  ocf ,  donc  elle  n'en  a  pas  une  infinité  de  l’ordre 
du  Fini ,  ôc  de  l’ordre  de  00  (  5*88  ).  Donc  elle  en  a  *  ou  i° 
un  nombre  fini  de  ces  deux  ordres  *  ou  2  ’  un  nombre  fini 
de  l’ordre  du  Fini ,  ôc  un  nombre  infini  de  l’ordre  de  00 ,  ou 
30  un  nombre  infini  de  1  ordre  du  Fini*  Ôc  un  nombre  feu¬ 
lement  fini  de  l’ordre  de  00.  Ce  dernier  cas  eft  vifiblement 
impoffible*  ôc  abfolument  contraire  à  la  gradation  régulière 
des  Suites  toujours  réglées  par  quelque  Loi  *  car  une  Suite 
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compofée  de  trois  ordres  confécutifs ,  auroit  donc  un  nombre 
infini  de  termes  dans  le  Ier,  un  nombre  fini  dans  le  2d,  ôc 
un  nombre  infini  dans  le  3me.  Donc  il  ne  refte  que  les  deux 
ieis  cas  de  poffibles,  qui  tous  deux  ne  donnent  à  la  Suite 
qu’un  nombre  fini  de  termes  finis  :  mais  il  eft  aifé  de  voir 
que  c’eft  le  2d  qui  eft  le  vrai.  Donc  toute  Suite  originaire¬ 
ment  formée  de  termes  Finis  déterminables ,  ôc  comprife 
entre  r  ôc  CO" ,  ira  qu’un  nombre  fini  de  termes  finis. 

On  en  peut  prendre  pour  exemple  A \ 

5^0.  Si  la  Suite  fe  terminoit  par  ,  ce  qui  feul  peut 

augmenter  le  nombre  des  termes  finis,  le  nombre  nsen  feroit 
encore  que  fini, félon le raifonnement  de lart.  7  8  é,  renverfé , 
ôc  587. 

5*^1.  Donc  la  Suite  infinie  des  Triangulaires  ,  terminée 

1 

par-^L  (  5*72)  ,  n’a  qu’un  nombre  fini  de  termes  finis.  Et 

en  effet  j  puifqu’un  nombre  Naturel  quelconque  étant  n>  le 

Triangulaire  correfpondant  eft  -  y  la  Suite  des  Triangu- 

2 

laires  arrive  à  l’infini ,  dès  que  nn  eft  infini  :  or  il  l’eft,  dès 
que  n  eft  un  Fini  indéterminable  =  xy  ôc  quand  cela  arrive, 
il  n’y  a  encore  eu  qu’un  nombre  fini  de  nombres  Naturels  n 
finis  y  ôc  par  conféquent  que  ce  même  nombre  de  Triangu¬ 
laires  finis. 

592.  De  même  toutes  les  autres  Suites  de  Poligones  ter- 

1 

minées  par  des  croiffans  dans  cet  ordre  y  n’auront  qu’un 

nombre  fini  de  termes  finis.  On  peut  leur  appliquer  aufïi  le 
raifonnement  qui  vient  d’être  fait  fur  la  Suite  des  Triangulaires. 

5* 9  3.  Si  les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis 
déterminables ,  ôc  comprifes  entre  1  ôc  oc",  foit  que  cet 
Infini  ait  un  multiplicateur  ou  un  divifeur  fini ,  n’ont  qu’un 
nombre  fini  de  termes  finis ,  à  plus  forte  raifon  cela  fera-t’ii 
vrai  des  Suites  pareilles  qui  s’élèveront  plus  haut,  ou  fe  ter¬ 
mineront  par  00 3 ,  co4 ,  ôcc.  ôc  en  général  par  00 n  >  n  étant 
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fini.  On  peut  auffi  leur  appliquer  le  raisonnement  qui  a  été 

fait  fur  les  Suites  comprifes  entre  i  ôc  OC1. 

Donc  toutes  les  Suites  comprifes  entre  i  ôc  co  ,  foit 
qu’elles  foient  originairement  formées  de  termes  Finis  déter¬ 
minables  ,  ou  non  ,  ont  une  infinité  de  termes  finis ,  ôc  toutes 
les  Suites  comprifes  entre  i  ôc  ocw,  n  étant  fini  ôc  plus  grand 
que  i,  n’ont  qu’un  nombre  fini  de  termes  finis ,  fi  ces  termes 
dont  elles  font  originairement  formées  font  déterminables, 
ôc  cela,  quelque  coefficient  fini  qu’ait  oo1  ou  oc”. 

On  voit  aifément  par  les  art.  5*77  ôc  j8p  ,  pourquoi  la 
condition  que  les  Suites  foient  originairement  formées  de 
termes  Finis  déterminables  eft  néceflaire ,  dès  que  Fexpofant 
de  l’Infini  qui  les  termine  eft  plus  grand  que  1. 

jp 4.  Donc  tous  les  nombres  Figurés,  à  commencer  par 
les  Triangulaires  ,  n’ont  qu’un  nombre  fini  de  termes  finis  , 
Ôc  même  un  nombre  toujours  décroiffant  d’une  Suite  à  l’autre. 
On  le  verra  auffi  à  priori  par  leurs  Formules  de  l’art.  12 6  > 
en  fuivant  le  raifonnement  de  l’art,  jpi* 

jp  J.  Si  les  Suites  font  comprifes  entre  1  ôc  00  ”,  il  eft: 
vifible  quelles  font  de  la  même  efpece  que  celles  qui  feroient 
terminées  par  oc1,  ôc  que  même  celles-ci  doivent  à  plus  forte 
raifon  avoir  un  nombre  infini  de  Finis.  Il  en  faut  dire  autant 

n 

de  celles  qui  feroient  terminées  par  00  w  ,  fi  n  cm.  Pareil- 

m 

lement  celles  qui  feront  terminées  par  00  ”  ,  où  w  >  w, 
feront  de  l’efpece  de  celles  qui  font  terminées  parce ,  dont 
Fexpofant  eft  un  entier  plus  grand  que  1 ,  ôc  elles  n’auront 
qu’un  nombre  fini  de  termes  finis.  On  en  a  vu  des  exemples 

n  —  i  n 

dans  les  A  n  de  l’art.  275,  ôc  dans  les  An~1  de  l’art.  27p. 

j p<5.  Si  une  Suite  a  plus  d’un  terme  fini,  elle  n’en  fau- 
roit  avoir  moins  qu’un  nombre  fini  indéterminable.  Il  eft 
clair  que  fi  fon  ier  terme  étant  1 ,  le  id  eft  un  Infini ,  comme 
dans  la  progreffion  arithmétique  çomprife  entre  i  ôc  oc2, 

(sfj) 
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(  ïyj  )  dont  la  différence  eft  00  *  elle  ne  peut  jamais  avoir 
que  fon  ier  terme  de  Fini,  Mais  fi  ce  zd  terme  eût  été  un 
nombre  fini  quelconque  *  il  eût  été  impoflible  que  la  Loi  qui 
auroit  réglé  la  Suite  *  n’eût  fourni  un  3™  terme  fini  *  qui  eût 
fuivi  cette  Loi  à  l’égard  du  2d *  comme  le  2d  la  fuivoit  à 
l’égard  du  1er*  &  de  même  un  4mc  à  l’égard  du  3™ *  ôcc. 
ce  qui  fe  feroit  étendu  à  tous  les  nombres  Finis  déterminables 
qui  auroient  pu  fuivre  la  Loi  *  de  forte  qu’on  n’en  auroit  pu 
aiïigner  ou  déterminer  le  dernier*  ou*ce  qui  revient  au  même* 
qu’ils  auroient  été  au  moins  en  nombre  Fini  indéterminable. 

C’eft  ce  qu’011  a  vu  dans  les  Az  *  A * *  ôcc.  Ce  fera  la  même 
chofe  *  fi  une  Suite  originairement  formée  de  termes  finis  * 
doit  fe  terminer  par  l’Infîniment  petit.  Elle  aura  ou  une  infi¬ 
nité  *  ou  un  nombre  Fini  indéterminable  de  termes  finis.  Il 
en  ira  encore  de  même  ,  fi  une  Suite  a  d’abord  des  diffé¬ 
rences  finies *  &  après  cela  d’infiniment  petites. 

597.  Confiderons  maintenant  les  Suites  originairement  ordre  de* 
formées  de  termes  Finis  *  &  terminées  par  des  Infiniment  pe-  infi- 
îits*  ôc  par  conféquent  compofées  de  termes  de  différens  nies  décroif- 
ordres  *  qui  vont  en  s’abbaiffant.  ec™~ 

Quel  que  foit  le  nombre  de  ces  différens  ordres  *  elles  ne  x  &  jl ,  ou 

peuvent  avoir  une  fomme  infinie  que  quand  le  nombre  de  _ 

leurs  termes  finis  fera  infini;  car  le  nombre  des  termes  infi-  <» 
mment  petits  du  icr  ordre  *  qui  font  les  plus  élevés  de  tous  * 
fut-il  infini ,  ils  ne  vaudroient  tous  enfemble  qu’un  terme 
fini *  qui  fe  joindroit  aux  finis  *  ôc  ne  changeroit  rien  à  l’ordre 
de  leur  fomme.  A  plus  forte  raifon  cela  fera-t’il  vrai  des  Infi¬ 
niment  petits  inférieurs*  ôc  par  conféquent  tout  fe  réduit  à 
favoir  quand  le  nombre  des  termes  finis  de  ces  Suites  fera 
fini*  ou  infini. 

$9$.  Ces  Suites  n’ayant  qu’un  nombre  total  de  termes 
—  OC  *  ôc  le  nombre  de  leurs  termes  finis  *  quand  il  eft  infini  * 
ne  pouvant  être  que  de  cet  ordre  *  elles  ne  peuvent  avoir  une 
fomme  d’un  ordre  plus  élevé  que  celui  de  00. 

fPP-  Quelle  que  foit  une  de  ces  Suites  *  elle  n’eft  (  361) 
qu’uneSuite  croiffante  originairement  formée  de  termes  finis* 

E  e 


ü2i8  Elemens  de  la  Ge'om'etrie 
&  terminée  par  oc”  ,  n  ayant  une  valeur  quelconque ,  maïs 
que  l’on  a  changée  en  une  Suite  de  fractions  ,  ôc  qui  par 

conféquent  efl:  devenue  décroiffante  ,  &  terminée  par -^3. 

Donc  tous  les  termes  finis  de  la  Suite  croiffante  terminée  par 
00”  font  demeurés  finis  dans  la  décroiffante  terminée  par 


&  au  contraire  tous  les  Infinis  de  la  ire  font  devenus 


00 


Infiniment  petits  dans  la  2de.  Or  toutes  les  Suites  originai¬ 
rement  formées  de  ternies  Finis,  &  terminées  par  00,  ont  un 
nombre  infini  de  termes  Finis,  &  toutes  les  Suites  originaire¬ 
ment  formées  de  termes  Finis  déterminables ,  &  terminées 
par  ,  n  étant  fini ,  &  plus  grand  que  1  ,  n’ont  qu’un  nom¬ 
bre  fini  de  termes  Finis  ;  donc  toutes  les  Suites  décroiffantes 
terminées  par  ont  une  infinité  de  termes  Finis, &  par  con¬ 
féquent  une  fomme  infinie  de  l’ordre  de  00 ,  &  toutes  les 
autres  terminées  par  —n ,  n’ont  qu’un  nombre  fini  de  termes 

finis,  &  par  conféquent  une  fomme  finie ,  pourvû  qu’elles 
foient  originairement  formées  de  termes  Finis  déterminables. 
Il  faut  joindre  aux  Suites  terminées  par  ,  celles  qui  le 
font  par  1 —  ou  par  — l— ,  puifqu’elles  font  de  la  même 


oc  n 


00 


m 


efpece ,  &  aux  Suites  terminées  par  ,  celles  qui  le  font 


par- 


m 


00  n 


On  a  déjà  vu  des  exemples  de  cette  Théorie  dans  les  art, 
362,  3  6^3  ,  365*, 366, 367, 368,  365?,  370.  Mais  comme 
elle  n’étoit  pas  alors  générale,  en  voici  de  nouveaux. 

Exemple  J. 

'fifrhêorîe  ’^0°*  l  divife  les  Unités  par  les  nombres  Naturels 


de  U  Théorie  A 

aux  formes  ce  qUi  donnera  7 , 7 ,  f 1 ,  &c.  -1- . 

de  différentes  *  oo 

suites  dé -  Les  nombres  Naturels  par  lesTrianguîaires,ce  qui  donnera 

113  4  o-  „  CO 

l  2  5  6  3  1  0 


croiffantes  de 
cette  efpece » 


)  &C.  7 


i  «• 


OO 
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Les  Triangulaires  par  les  Pyramidaux  ,  ce  qui  donnera 


I  ?  6  io  Rrr  '  _ _  ■ —  

7>  4  •  73  >  ï-o>  <XC-  I  -  OO 

Les  Pyramidaux  par  les  Triangulo-pyramidaux,  ce  qui 


r  „  i 
—  00 


donnera  {,■  f  ,  f? ,  ,  &c.  j 


7  00 


CO 


4 


00 


Et  fi  enfin  on  opéré  toujours  ainfi  de  fuite  furies  Nombres 
Figurés  y  on  voit  que  Ton  aura  toujours  des  fommes  infinies 
de  l’ordre  de  cq  [S 99)  ?  &  même  des  fommes  toujours 
croiffantes. 

6o i.  Tous  les  derniers  termes  des  Suites  de  Figurés  divi- 
fés  par  les  Figurés  de  Tordre  immédiatement  fupérieur ,  font 
en  progreffion  arithmétique  naturelle. 

Exemple  IL 


602.  Si  Ton  divife  les  Figurés  d’un  ordre  par  les  Figurés 
fupérieurs  de  deux  ordres ,  les  Unités  par  les  Triangulaires  9 
les  nombres  Naturels  par  les  Pyramidaux, &c.  ce  qui  donnera 


I 

1 

i 

1 

&C. 

I 

1  y 

3  y 

1  y 

1 0  y 

1 

2 

CO  1 

1 

2 

3 

4 

&c. 

00 

1  y 

4  y 

1 0  * 

1 0  y 

1 

6 

00  3 

Et  pour  les  autres  derniers  termes  des  Suites  de  Figurés  ainfî 

divifées  y~ry  &c.  on  voit  que  toutes  ces  Suites  n’au- 
00  00  ^  » 


ront  que  des  fommes  finies  (  599  )  &  croiffantes. 

605.  Les  dénominateurs  des  derniers  termes  de  ces  Suites 
étant  toujours  oc2, ,  les  numérateurs  2 ,  6 ,  12 ,  20,  êcc.  ont 
pour  différences  les  termes  d’une  progreffion  arithmétique  y 
dont  Je  Ier  terme  eft  &  la  différence  2. 

604.  En  opérant  de  même  fur  les  Poligones,  on  trouve 
que  les  Triangulaires  divifés  par  les  Quarrés ,  donnent 


I  1  £  L2 

1  5  4  *  9  *  16 


&C. 


L  oo1 

2 


00 


Que  le  dernier  terme  des  Quarrés  divifés  par  les  Pentagones 

E  e  ij 
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eft  j ,  des  Pentagones  par  les  Exagones  \  >  des  Exagones  "par 
les  Eptagones  | ,  &c.  &  par  conféquent  que  ces  Suites  ne 
peuvent  avoir  que  des  fommes  infinies  de  Pordre  de  oo  >  ôc 
même  croiifantes  ^  puifque  ces  derniers  termes  le  font. 

tfoy.  Si  on  divife  des  Poligones  par  les  Poligones  fupé- 
rieurs  de  deux  ordres  y  les  Triangulaires  par  les  Pentagones  j> 
les  Quarrés  par  les  Exagones ,  &c.  on  aura  cette  Suite  des 
derniers  termes  &c.  D’où  Pon  voit  que 

toutes  les  fommes  feront  infinies  6c  croiifantes* 


Exemple  II  T. 

j  t 

606.  A  étant  la  Suite  naturelle ,  fi  on  divife  A  ’  par  A1 , 


ce  qui  donne  7  > 


z  —  $ 


OO 


OO 


OO 


00 


j  la  fomme  eft  infinie  (  ypp  ). 


3 


OO 


r 

A 4 


yi T 

De  même  le  dernier  terme  de  —7  étant 

„  3 


OO 


ï_ 

4 


OO 


T  ^ 

— Z  > 
1  2. 
OO 


A 4 

îa  fomme  de  —  eft  encore  infinie }  &  toujours  ainfi  tant 


r 

T  _  ,  Am 

que  la  Suite  fera  — -  où  m  >  n  y  Ôc  plus  généralement 

A" 

encore ,  tant  que  les  expofans  de  A  divifée  &  de  A  divifante 
feront  de  pures  fractions ,  foit  que  le  numérateur  en  foit  r 
ou  non  >  pourvû  que  Pexpofantde  A  divifée  foit  le  plus  petit  ^ 
comme  il  eft  nécelfaire  pour  avoir  une  Suite  décroilfante. 

Exemple  IV. 


607.  La  fomme  de  —  qui  fe  termine  par 

a * 


OO 


n’eft 


■V  eft  de  l’ordre  de  (  ppp  ).  Et  en 

—  00..  _  -  - 


que  finie  ;  puifque 
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général  ces  femmes  font  toujours  finies ,  tant  que  l’expofant 
de  A  divifée  étant  une  pure  fraction ,  celui  de  A  divifante 
eft  une  fraétion  mixte. 

608.  Si  les  deux  expofans  étoient  des  fractions  mixtes. 


l’ordre  de  la  fomme  dépendroit  de  leur  rapport.  Ainfi 


A 5 


terminée  par  aufli-bien  que  — ,  auroit  auffi  une  fom- 

a » 


00" 
1 
A 4 


1  7 

00  1  1 


n’auroit  qu’une  fom* 


our 


me  infinie ,  &  —  terminée  par 

at 

me  finie. 

609.  Je  confidere  maintenant  les  Suites  originairement  Théorie p 
formées  d’infiniment  petits  du  ier  ordre  ,  qui  aboutilfent  à  Vordre  des 
un  dernier  ternvp  quelconque.  _ 

Si  elles  aboutiffent  à  un  infiniment  petit  du  Ier  ordre ,  ce  pnfis  entre 
font  des  Suites  que  j’appelle  primitives,  toutes  formées  de  ter-  ~k  &under* 
mes  finis  ,  dont  on  a  divifé  chaque  terme  par  00.  Telles  ^ZuZque  ; 
fèroient  les  trois  Suites  primitives  des  art.  y 2 y 25*,  530,  &  d'abord 
divifées  par  oc.  La  ire  deviendroit  ^suites 

1  2  î  1  comprifes  en* 

y  OCC.  -0Q“»  ire  deux  Infi¬ 

niment  petits .. 


200  *  300  5  4 co 


La  2 


de 


n 


00 


n 


CO 


n 


o a 


00 


00 


CO 


&c.  — . 

CO 


La  3me 


1 


00 


,  &C 


I- 


00 


Il  eft  clair  que  ces  Suites ,  qui  ne  fortent  point  de  l’ordre 
de  leur  origine  y  ont  par  cette  raifon  une  fomme  de  l’ordre 
immédiatement  fupérieur ,  c’eft-à-dire  finie ,  &  cela  indépen¬ 
damment  des  rapports  déterminables  y  ou  non  y  des  Infini¬ 
ment  petits  de  leur  origine,  car  il  n  y  a  que  la  ire  dont  les 
Infiniment  petits  de  l’origine  aient  des  rapports  détermina¬ 
bles.  Il  eft  clair  auffi  qu’il  n’importe  que  ces  Suites  foient 
eroiffantes  ou  décroiffantes. 


E«  •  • 

e 


Ordre  des 
fommes  des 
Suites  com- 
prifes  entre 

55-  &  I- 
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6 io.  Si  ces  Suites  fortent  de  leur  ordre,  &  fe  terminent 
par  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  tout  autre  nombre 
fini ,  ce  font  des  Suites  primitives ,  originairement  formées 
de  termes  finis,  &  terminées  parce.,  dont  on  a  divifé  chaque 
terme  par  ce.  Ainfi  la  Suite  primitive  A  deviendroit  ~ , 

—  >—>  &c.  —  =  i>&  la correfpondante  G  deviendroit 


00 


I 

ÛO 


00 


oo 


2 

oo 


00 


&C.  I. 


Ces  Suites,  qui  ont  des  termes  Finis,  ne  peuvent  avoir 
une  fomme  de  l’ordre  de  co ,  que  quand  elles  auront  une 
infinité  de  termes  Finis ,  &  elles  n’en  peuvent  avoir  une  infi¬ 
nité  que  quand  les  primitives  en  auront  une  infinité  d’infinis 
de  Tordre  de  oo.  Or  les  primitives  ont  des  fommes  de  Tordre 
de  oo2 ,  ou  ,  ce  qui  eft  le  même ,  une  infinité  de  termes  de 
l’ordre  de  co ,  quand  elles  font  originairement  formées  de 
termes  Finis  déterminables  (  &  5*7 1) ,  &  en  ce  cas  il  eft 

clair  que  les  Infiniment  petits,  dont  les  Suites  que  nous  confi- 
dérons  font  originairement  formées,  ont  des  rapports  déter¬ 
minables.  Donc  en  ce  cas  ces  Suites  ont  des  fommes  de  Tor¬ 
dre  de  00.  Les  deux  Suites  de  cet  art.  font  des  exemples  des 
deux  cas.  La  ire  étant  une  progrefiion  arithmétique,  fa  fournie 


eft  &  la  fomme  de  la  2de,  qui  eft  une  progreftion  géo¬ 
métrique  ,  eft  — \ —  =  1  divifé  par  ~ ,  ou  ==x }  nombre 


Ordre  des 
fommes  des 
Suites  com- 
pri/ès  entre 

—  é>  oo  ou 


Fini  indéterminable. 

6 11.  Si  ces  Suites  fe  terminent  par  00 ,  ce  font  des  Suites 
primitives  originairement  formées  de  termes  Finis ,  &  termi¬ 
nées  par  oo2,  dont  on  a  divifé  chaque  terme  par  00.  Ainfi 

A 1  deviendroit  — .  — .  — ,  ôcc.  =====  00.  On  voit  aiïez 


que  le  raifonnement  de  l’art,  précédent  revient  ici,  &  que 
ces  Suites  qui  ont  des  termes  de  Tordre  de  00,  n’en  peuvent 
avoir  une  infinité ,  ni  par  conféquent  des  fommes  de  Tordre 
de  oo2,  que  quand  les  Suites  primitives  auront  des  fommes 


de  l’Infini.  Partie  I.  Seft.  VIL  223 
de  l’ordre  de  oo3 ,  6c  que  par  conféquent  les  Suites  originai¬ 
rement  formées  d  Infiniment  petits  du  1e1  ordre  ,  6c  termi¬ 
nées  par  oc  ,  ont  des  fournies  de  l’ordre  de  oo2,  quand  les 
Infiniment  petits  de  leur  origine  ont  des  rapports  détermi¬ 
nables. 

612.  Il  efl  clair  que  ces  Suites  y  quoiqu’originairement 
formées  d  Infiniment  petits  du  Ier  ordre,  peuvent  monter  par 
leurs  derniers  termes  à  00%  oo3,  ôcc.  6c  que  ce  fera  toujours 
le  même  raifonnement.  Donc  en  général  fi  elles  ne  fortent 
point  de  l’ordre  de  leur  origine,  elles  n’ont  que  des  fommes 
finies,  6c  fi  elles  s’élèvent  à  quelque  ordre  fupérieur ,  elles 
ont  des  fommes  infinies  de  l’ordre  immédiatement  fupérieur 
à  celui  de  leur  dernier  terme ,  lorfque  les  Infiniment  petits  de 
leur  origine  ont  des  rapports  déterminables. 

6 13.  Si  ces  Suites  font  décroifîantes ,  ôc  terminées  par  Ordre  des 

fom?nes  des 

y  ce  font  des  Suites  primitives  comprifes  entre  00  6c  oc2,  suites  dé- 

crcijfantes 

telles  que  la  progrefïlon  arithmétique  -7-  cc ,  20c,  300,  ôcc.  comprifes  en~ 
oo2  de  l’art,  y  5*  5* ,  dont  tous  les  termes  ont  divifé  les  termes tre  »  & 
de  Suites  toutes  formées  de  Finis ,  telles  que  les  trois  Suites 
des  art.  5*21,  5*25  6c  5*30,  qui  feroient  devenues  , 
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D’où  l’on  voit  que  la  progreflion  arithmétique  00 . 
2CC  ,  ôcc.  oc2,  ayant  une  infinité  de  termes  de  l’ordre  de  oc? 
ce  qu’il  eft  aifé  de  voir,  auffi-bien  qu’une  infinité  de  l’ordre 
de  oc2,  les  Suites  décroiffantes ,  dont  il  s’agît  ici ,  auront  une 

infinité  de  termes  de  l’ordre  de  —  ,  6c  par  conféquent  des 

fommes  finies ,  foit  que  les  Infiniment  petits  de  leur  origine 
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aient  des  rapports  déterminables  ,  comme  dans  la  ire,  ou 
non  ,  comme  dans  les  deux  autres.  Donc  à  plus  forte  raifon 
les  Suites  originairement  formées  de  — ,  Ôc  terminées  par 


OC.  > 


CC  4 


,  ôcc.  ne  peuvent  avoir  des  fournies  d’un  ordre  plus 

élevé  que  celui  du  Fini. 

6 14.  Quant  aux  Suites  originairement  formées  d’infini¬ 
ment  petits  du  Ier  ordre,  ôc  terminées  par  des  Finis ,  ou  In¬ 
finis  ,  ou  Infiniment  petits ,  qui  aient  des  coëfficiens  ,  il  ne 
peut  y  avoir  nulle  difficulté  (5*47)  ,  non  plus  que  fur  ces 
mêmes  Suites  terminées  par  des  Infinis  ou  Infiniment  petits 
radicaux ,  qui  fe  rapporteroient  fans  peine  aux  potentiels. 

Sur  les  der-  tfij.  U  eft  important  de  connoître  des  Suites  qui  com- 
TssJms’qui menceroient  par  o  ,  ou  par  — ,  &  dont  les  termes  quelcon- 
commencent  ques  n’auroient  que  des  différences  infiniment  petites ,  qui 
Par  -z;>  &  feroient  originairement  de  l’ordre  de  — —  Mais  après  tout  ce 

dont  les  ter -  0  .  r 

mes  n  ont  que  qui  vient  d’être  dit ,  la  connoiffance  en  fera  facile. 

des  dîfferen-  g*  une  guite  croiffante  commence  par  —  .,  ôc  fi  les  difTe- 

petites.  rences  de  fes  termes  doivent  être  toutes  égales  ,  le  2c]  terme 
fera  le  3™  ,  ôcc.  ôc  elle  ne  pourra  avoir  un  terme 

Fini  que  quand  fes  numérateurs  ,  qui  font  les  nombres  natu¬ 


rels ,  auront  atteint  le  premier  ôc  le  moindre  oC  ,  ôc  alors  — 

fera  une  fraction  finie  beaucoup  moindre  que  1 ,  ôc  la  fomme 
de  toutes  les  différences  infiniment  petites  de  termes  qui  au¬ 
ront  précédé.  Et  comme  ces  termes  précédens  ont  été  en 
nombre  infini ,  il  a  fallu  que  la  Suite  fuppofée  ait  eu  un  nom¬ 
bre  infini  de  termes  avant  que  de  venir  à  en  avoir  un  fini. 

616 .  Après  elle  n’a  plus  que  des  termes  finis,  mais 
qui  n’ont  que  des  différences  =  ,  ôc  pour  venir  à  en  avoir 

un  qui  ait  à  —  une  différence  finie ,  il  faut  qu’elle  ait  encore 

une  infinité  de  termes  finis  ;  car  puifque  cette  différence  doit 
être  finie ,  elle  ne  peut  être  que  la  fomme  d’une  infinité  de 

différences  =  &  par  conféquent  entre  —  &  le  terme 

00  1 
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ïe  plus  proche,  dont  la  différence  à  ^  foit  finie ,  il  y  aura 

une  infinité  de  termes,  &  toujours  ainfi  de  fuite,  de  forte 
<ju’il  y  aura  toujours  une  infinité  de  termes  finis  infiniment 
peu  différens  entre  deux  termes  finis  quelconques ,  qui  au-' 
ront  une  différence  finie. 

6 17.  Tous  les  termes  finis,  qui  n’ont  à  d'autres  termes 
finis  que  des  différences  infiniment  petites  >  ne  peuvent  être 
déterminés ,  &  il  n'y  a  de  déterminables  que  ceux  qui  ont 
entr’eux  des  différences  finies.  Donc  ces  Suites  ont  autant 
d’infinités  de  termes  Finis  non-déterminables ,  qu’elles  ont 
de  termes  Finis  déterminables. 

6\ 8.  Et  comme  les  Suites  infinies  que  nous  confidérons 
n’ont  de  termes  qu’en  nombre  infini  de  l’ordre  de  oc ,  elles 
ne  peuvent  pas  avoir  une  infinité  d'infinités  de  termes  Finis 
non-déterminables.  Donc  elles  ne  peuvent  avoir  qu’un  nom¬ 
bre  fini  d  infinités  de  termes  Finis  non-déterminables,  ôt  par 
conféquent  un  nombre  fini  de  termes  Finis  déterminables. 
Donc  en  quelque  grand  nombre  fini  de  parties  qu’on  les 
divife ,  on  ne  peut  leur  trouver  qu’un  nombre  fini  de  termes 
Finis  déterminables. 

6 ip.  Donc  leur  dernier  terme  eft  toujours  fini.  Ce  qui 
fuit  auffi  de  ce  qu’il  eft  la  fomme  d’un  nombre  infini  de 

différences  égales  de  l’ordre 

620 .  Mais  comme  ces  différences  égales  de  l’ordre  de  ~ 

peuvent  être  plus  ou  moins  grandes ,  ce  dernier  terme  fini 
peut  être  auiTi  plus  ou  moins  grand. 

62 1.  Si  ces  Suites  ont  des  différences  inégales  ,  il  n’y  a 
rien  de  changé  au  nombre  total  de  leurs  termes ,  qui  eft  tou¬ 
jours  de  l’ordre  de  oc ,  ni  à  ce  nombre  fini  d’infinités  de 
termes  Finis  non-déterminables,  qui  font  toujours  entre  deux 
termes  Finis  déterminables  ;  mais  le  dernier  terme  eft  diffé¬ 
rent  ,  félon  que  les  différences  inégales  font  croilfantes  ou 
çlécroiffantes. 

Si  elles  font  croilfantes ,  &  terminées  par  —  ,  le  dernier 

°°  Ff 


Suites  infi¬ 
niment  infi¬ 
nies,  &  r or¬ 
dre  de  leurs 
fommes. 
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terme  de  îa  Suite  principale  eft  encore  fini  { 6op\ 

62 2.  Si  la  Suite  des  différences  croiffantes  eft  terminée 
par  1  y  &  fi  de  plus  ces  différences  ont  eu  originairement 
des  rapports  déterminables,  le  dernier  terme  de  la  Suite  prin¬ 
cipale  eft  un  Infini  de  l’ordre  de  o©  (61  o). 

6 23.  Et  en  général  fi  les  différences  croiffantes  font  ter¬ 
minées  par  co” ,  &  ont  eu  originairement  des  rapports  dé¬ 
terminables  3  le  dernier  terme  de  la  Suite  principale  fera  de 

l’ordre  de  oo'',~rI  (611). 

62 4.  Si  les  différences  font  décroiffantes ,  ôc  terminées 
par  3  le  dernier  terme  de  la  Suite  principale  fera  fini. 

62  s*.  Si  les  différences  font  terminées  par  &  en- 
général  par  n  étant  fini,  le  dernier  terme  de  la  Suite 


principale  eft  Fini  (6 13). 

626 .  Nous  n’avons  encore  confidéré  que  des  Suites  dont 
les  termes  étoient  en  nombre  infini  de  l’ordre  de  O©.  Mais 
le  nombre  infini  de  termes  peut  être  infiniment  plus  grand, 
ou  d’un  ordre  fuperieur  à  o©.  Par  exemple  y  on  peut  intro¬ 
duire  entre  1  &  2  une  infinité  de  moyens  arithmétiques  ou 
géométriques  >  de  même  entre  2  &  3  ,  &c.  de  forte  qu’en 
concevant  tous  ces  termes  difpofés  de  fuite^bn  aura  une  Suite 
qui  aura  autant  d’infinités  de  termes  qu’il  y  a  de  termes  dans 
la  Suite  naturelle ,  &  qui  en  aura'  par  conséquent  un  nombre 
—  00  x  o©  =  o©1.  Il  eft  clair  qu’on  peut  imaginer  une 
infinité  d’autres  Suites  pareilles  qui  auront  d’autres  Loix.  Je 
les  appelle  infiniment  infinies  *  à  la  différence  des  autres  qui 
font  Simplement  infinies,  &  je  fuppofe  que  le  nombre  de  leurs 
ternies  ne  paffe  point  l’ordre  de  00 1 3  parce  qu’il  feroit  abso¬ 
lument  inutile  de  pouffer  cela  plus  loin. 

627.  Ces  Suites  originairement  formées  foit  de  termes 
finis ,  foit  d’infinis ,  foit  d’infiniment  petits ,  foit  croiffantes  9 
foit  décroiffantes ,  foit  toujours  égales ,  ayant  une  infinité 
d’infinités  de  termes ,  fi  l’on  conçoit  qu’011  ait  pris  la  fomme 
de  chaque  infinité  de  leurs  termes  >  toutes  ces  Sommes  difpo- 
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fées  félon  leur  ordre ,  ne  feront  plus  qu’une  Suite  fimplement 
infinie  ,  dont  la  fomme  fera  celle  de  la  Suite  infiniment  in¬ 
finie.  Donc  les  Suites  infiniment  infinies  étant  rédukes  par 
ce  moyen  en  Suites  fimplement  infinies ,  on  jugera  de  leurs 
fommes  par  les  réglés  précédentes. 

6 28.  Une  Suite  quelconque  infiniment  infinie  peut  tou¬ 
jours  être  conçue>comme  ayant  chaque  infinité  de  fes  termes 
introduire  ou  inférée  entre  deux  termes  confécutifs  d’une 
Suite  fimplement  infinie  Animent  diftans  l’un  de  l’autre  ; 
d  où  il  fuit  que  la  fomme  de  chaque  infinité  de  termes  de  la 
Suite  infiniment  infinie  ,eft  toujours  de  Tordre  immédiate¬ 
ment  fupérieur  à  celui  des  deux  termes  confécutifs  de  la  Sui¬ 
te  fimplement  infinie ,  entrélefquels  cette  infinité  fèroit  corn- 
prife.  Ainfi  fi  entre  1  &  2  eft  cette  infinité  de  termes 

1  +  TT?  1  +  Ôte.  1  -f-  —  ==  2  j  h  fomme 

00  7  00  ?  00  *  00 

en  eft  (  f  yp  )  .  De  même  entre  00  dernier  terme  de  la 

Suite  naturelle  9  &  celui  qui  le  précédé  immédiatement  9  la 
Suite  infiniment  infinie  introduira  une  infinité  de  termes  in¬ 
finis  ,  dont  la  fomme  fera  de  l’ordre  de  oc2-.  Donc  la  Suite 
infiniment  infinie  quelconque  étant  réduite  en  une  Suite  fim¬ 
plement  infinie  des  fommes  de  chaque  infinité  de  fes  termes , 
fon  premier  ôt  fon  dernier  terme  *  après  cette  réduôtion  3  fe¬ 
ront  de  l’ordre  immédiatement  fupérieur  à  celui  dont  ils 
étoient  auparavant. 

62g.  Donc  toute  Suite  fimplement  infinie  a  une  fomme 
du  même  ordre  qu’une  Suite  fimplement  infinie  >  qui  auroit 
un  premier  terme  &  un  dernier  terme  de  Tordre  immédia¬ 
tement  fupérieur  à  celui  dont  ils  étoient  dans  la  Suite  infini¬ 
ment  infinie. 

Exemple. 

630.  Donc  la  Suite  infiniment  infinie  qui  introduit  une 
infinité  de  moyens  arithmétiques  entre  1  &  2,  entre  2  6e 
3  y  &c.  a  une  fomme  de  l’ordre  de  OC3 ,  puifqu’elle  fe  termine 

par  oc  >  &  qu’elle  a  une  fomme  du  même  ordre  qu’une  Suite 

F  f  i  j 
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fimplement  infinie  commençant  par  oc,  &  terminée  pat  oc% 
ou  par  un  infini  de  cet  ordre  comme  la  progreflion  arithmé¬ 
tique  de  l’art,  jyy  ,  oo  étant  pofé  pour  fon  ier  terme. 

En  effet  >  la  fomme  de  l’infinité  de  moyens  arithmétiques 

introduits  entre  i  &  2  eft  .  ,  .  .  — . 

,  2, 

entre  2  &  3 . 

entre  3  &  4  .....  .  ,  &c. 

D’où  l’on  voit  que  ces  fommes  difpofëes  félon  leur  ordre  en 
nombre  infini  font  une  progreflion  arithmétique  ,  dont  le  Ier 

terme  eft  —  ^  &  la  différence  00  *  &  par  conféquent  la 
fomme  —  -4-  00  x  00  x  — =—  ,  fomme  de  la  Suite 

i  Z  t  * 

infiniment  infinie ,  qui  eft  aufli  celle  de  la  progreflion  arith¬ 
métique  comprife  entre  00  &  oo\ 

6s  1.  Les  Suites  infiniment  infinies,  dont  il  eft  le  plus 
utile  de  connoître  les  fommes  ,  font  celles  qui  font  originai¬ 
rement  formées  d'infiniment  petits  du  Ier  ordre.  Et  comme 
les  feules  fur  lefquelles  on  puifle  faire  des  recherches ,  font 
celles  qui  font  originairement  formées  d’infiniment  petits  , 
dont  les  rapports  font  déterminables,  il  faut  les  fuppofer  ainfi 
conditionnées. 

De  plus,  comme  il  faut  les  réduire  à  des  Suites  fimplement 
infinies,  dont  le  Ier  terme  fera  1 ,  ou  en  général  Fini ,  puis¬ 
qu'on  aura  toujours  pris  la  fomme  d'un  nombre  oc  de  ^  5 

les  Suites  infiniment  infinies  originairement  formées  d’infini¬ 
ment  petits  du  1e1  ordre,  qui  auront  des  rapports  détermi¬ 
nables,  répondront  aux  Suites  fimplement  infinies  original- 
renient  formées  de  termes  Finis  déterminables. 

Donc  il  n’y  aura  plus  qu’à  élever  à  l’ordre  immédiatement 
fupérieur  le  dernier  terme  de  la  Suite  infiniment  infinie  ,  & 
on  aura  l’ordre  de  la  fomme. 

632.  Donc  une  Suite  infiniment  infinie  ,  commençant 

par  &  terminée  par  un  Infiniment  petit  du  même  ordre  ?j 
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aune  fomme  infinie,  puifque  la  fomme  d’une  Suite  Ample¬ 
ment  infinie  ,  commençant  par  un  terme  fini  ,  &  terminée 
par  un  fini,auroit  une  fomme  infinie. 

63  3.  Donc  une  Suite  infiniment  infinie  croiffante,  ori¬ 
ginairement  formée  d’infiniment  petits  du  ier  ordre,  &  ter¬ 
minée  par  1 ,  a  une  fomme  infinie  de  l’ordre  de  ooz ,  puif- 
qu’une  Suite  Amplement  infinie ,  commençant  par  1  &  ter¬ 
minée  par  00,  a  une  fomme  de  cet  ordre  (  5*49  ). 

63 4.  Il  en  ira  de  même  de  ces  Suites  terminées  par  00, 
&  en  général  par  00"* 

635.  Une  Suite  infiniment  infinie  décroiffante  ,  originai¬ 
rement  formée  d’infiniment  petits  du  1e1  ordre ,  &  terminée 

par  ~  ou  par  ~z ,  a  une  fomme  infinie ,  puifque  telle  feroit 
ïa  fomme  d’une  Suite  Amplement  infinie  commençant  par  1  p 
&  terminée  par  1 ,  ou  par  —  (jpp). 

636.  Mais  toutes  les  autres  Suites  infiniment  infinies* 

terminées  par  ,  &c.  n’auront  plus  que  des  fommes 

finies  (6 13). 

637.  Tout  ce  qui  a  été  dit  des  fommes  des  Suites  ter¬ 
minées  par  oc” ,  ou  par  fe  doit  entendre  de  même  des 

n  m 

fommes  de  celles  qui  feroient  terminées  par  o©  m  ou  oc  ~ , 


ou  par  — ou  — ■— .  Car  il  n’y  auroit  qu  a  rapporter  ces 

m  n 

00  00 


Infinis  radicaux  à  l’ordre  potentiel  auquel  ils  appartiendroient 
félon  l’art.  1  58  ,  ôc  les  derniers  termes  feroient  par  rapport 
au  Fini  de  cet  ordre  potentiels 

6 38.  Une  Suite  Amplement  infinie  ,  &  une  infiniment 
infinie ,  ayant  toutes  deux  originairement  des  différences  in¬ 
finiment  petites ,  la  raifon  qui  empêche  que  la  1 re  n’ait  une 
infinité  de  termes  Finis  déterminables  (6 18),  ceffe  à  l’égard 
de  la  2de ,  ôc  par  conséquent  celle-ci  a  cette  infinité  de  ter¬ 
mes  Finis  déterminables. 


Jufquiçi  nous  n  ayons  confidéré  les  Suites  que 

Ff  u) 


Tevms  eu 
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lesSuîtis  ten -  comme  abfolument  terminées  par  leur  dernier  terme*  &  elles 
dent  &*rri-  y  doivent  être  effectivement  terminées  *  quant  à  la  grandeur 
'verfemenUts  des  termes  qui  les  compofent,  puifque  le  dernier  terme  n’eft 
Suites  uni-  ]e  dernier*  que  parce  qu’il  dï  le  plus  grand  ou  le  plus  petit 
Termes.  US  de  tous  ceux  que  la  Suite  peut  avoir  félon  la  Loi  qui  la  réglé. 

Mais  elle  peut  n’être  pas  terminée  à  ce  dernier  terme*  quant 
à  fon  cours  ;  c’effà-dire,  qu'étant  arrivée  à  ce  terme*  elle  peut 
être  obligée  par  la  Loi  à  y  recommencer  un  nouveau  cours. 
Ainfi  fuppofé  que  le  Soleil  pût  s’élever  à  l’infini  au  deffus 
de  la  Terre  *  la  Suite  des  nombres*  qui  repréfenteroient  fes 
élévations  *  fe  termineroit  par  oc  ;  mais  fi  le  Soleil  fe  rappro- 
choit  enfuite,  cette  même  Suite  arrivée  à  oc,  &  terminée  là* 
quant  à  la  grandeur  de  fes  termes *  recommenceroit  un  nou¬ 
veau  cours  d’élévations  toujours  décroiffantes.  Ces  fécondés 
Suites  qui  naiffent  des  premières  *  ou  leur  luccedent*  ne  don¬ 
nent  lieu  à  aucune  confidération  nouvelle  *  ni  pour  les  der¬ 
niers  termes  *  ni  pour  les  fommes*  mais  le  paffage  dune  Suite 
à  l’autre*  ou  la  maniéré  dont  elles  peuvent  fe  fuccéder*  y 
donne  lieu. 

Si  le  Soleil  s’efl  élevé  infiniment  au  deffus  de  la  T  erre  *  & 
après  cela  redefcend,la  Suite  des  élévations  fe  termine  à  oo  * 
ôc  celle  des  abaiffemens  y  commence  ;  de  forte  que  oo  eft 
en  même  temps  le  Terme  de  la  iie*  ôc  V Origine  de  la  ade. 
Je  n’emploierai  plus  indifféremment  le  mot  de  Terme  pour 
une  grandeur  quelconque  d’une  Suite  *  mais  feulement  pour 
celle  qui  la  termine *  foit  qu’elle  la  termine  fimplement  *  foit 
qu’elle  la  termine  &  en  commence  une  fécondé. 

Comme  l’Infini  peut  être  le  Terme  d’une  Suite  croiffante 
&  l’Origine  d’une  décroiffante  *  zéro  ou  flnfiniment  petit 
peuvent  être  le  Terme  d’une  décroiffante*  &  l’Origine  d’une 
croiffante. 

<540.  Une  Suite  ne  peut  arriver  à  un  Terme*  &  y  re¬ 
commencer  un  nouveau  cours  fans  fe  renverfer*  c’eft-à  dire, 
fans  devenir  de  croiffante  décroiffante ,  ou  de  décroiffante 
croiffante ,  en  un  mot  *  contraire  à  ce  quelle  étoit.  Car  elle 
C  étoit  arrivée  à  un  Terme  de  grandeur. 
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641.  C’eft  la  même  Suite  qui  fe  renverfe.,  &  ce  ne  font 
pas  deux  Suites  contraires  mifes  bout  à  bout.  Je  m’explique. 
Si  je  conçois  une  Suite  croifiânte  terminée  par  go  ,  &  après 
elle  une  Suite  décroiflante  commençant  par  oc,  &  que  je 
veuille  les  concevoir  comme  mifes  feulement  bout  abouti 
ou  comme  étant  toujours  deux  Suites  diftin&es,  je  concevrai 
OO  Terme  de  la  ire,  diftinêl  de  go  Origine  de  la  2de,  ôc 
par  conféquent  je  concevrai  oo  pofé  deux  fois  confécutives. 
Mais  fi  je  veux  que  ce  ne  foit  que  la  même  Suite  qui  fe  ren- 
verfe,  je  ne  concevrai  oc  pofé  qu’une  fois,  parce  qu’alors  il 
eft  en  même  temps  Terme  ôc  Origine,  &  qu’en  général  tou¬ 
te  grandeur  dune  Suite  appartient  également  ôc  au  cours  qui 
précédé ,  ôc  à  celui  qui  fuit ,  ôc  ne  fe  répété  point  deux  fois 
pour  appartenir  à  l’un  ôc  à  l’autre.  Par-là  fe  leve  findéterrnb 
nation  qu’on  a  laiffée  dans  fart.  48  j. 

J’ai  dit  précifément^w  appartenir  à  F un  &  à  Faune  cours 3 
car  une  grandeur  peut  fe  répéter  deux  fois  par  quelque  autre 
raifon. 

En  un  mot,  une  Suite  qui  fe  renverfe  en  une  même  Suite , 
où  ce  renverfement  eft  auffi-bien  caufé  par  la  Loi  que  le 
feroit  un  cours  toujours  continu.  Donc  le  Terme  où  fe  fait 
le  renverfement  y  eft  unique,  auffi-bien  que  toute  autre 
grandeur. 

642.  Si  X unité  de  la  Suite  exige  que  le  Terme  où  fe  fait 
le  renverfement  foit  unique,  l’unité  du  Terme  exige  auffi 
qu’il  contienne  toute  la  nature  ou  toute  l’effence  du  renver¬ 
fement  ;  c’eft-à-dire ,  que  la  Suite  fe  renverfe  dans  le  même 
fens  que  le  Terme  peut  appartenir  à  deux  cours  contraires, 
&  ne  fe  renverfe  qu’autant  qu’il  y  peut  appartenir. 

64?.  Une  Suite  croiflfante  peut  être  telle  quelle  ne  fe 
terminera  pas  à  oo,  mais  à  quelque  grandeur  finie.  Ainfi  la 
Suite  des  élévations  du  Soleil  fur  l’Horifon  ne  peut  paflfer  po. 
Après  cela  comme  cette  Suite  fe  renverfe, ôc  devient  décroif- 
fante,  po  eft  auffi-bien  Terme  ôc  Origine  que  l’auroit  été  00 
dans  une  autre  fuppolition.  On  appelle  ces  Termes  finis  des 
Maxima  ou  plus  grands.  De  même  une  Suite  décroiflante  peut 
f 


Termes  na¬ 
turels  ,  & 
arbitraires. 


§lue  VEgct> 
Vite  efl  un 
Terme. 

Terme  com 
pliqué. 
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fe  terminer ,  non  à  o,  ou  à  mais  à  une  grandeur  finie, 
qui  fera  un  Minimum  ,  ou  plus  petit .  J’appelle  00  ou  o  >  ou 
—  j  T ermes  naturels ,ôt  les  plus  grands  ou  plus  petits,T ermes 

arbitraires ,  parce  que  leur  grandeur  dépend  d’une  détermi¬ 
nation  arbitraire  de  la  Loi. 

I 

644.  On  en  a  vû  un  exemple  dans  A  *  (284)  qui  ell 

croiffante  jufqu  a  31 ,  &  après  cela  fe  renverfe ,  ôe  devient 

£ 

décroiflante.  3 3  y  efl:  donc  un  plus  grand. 

645*.  Toute  Suite  tend  à  un  dernier  Terme,  &  il  faut 
qu’elle  y  arrive,  foit  par  un  cours  fini ,  foit  par  un  cours  infini. 
Donc  toute  Suite  croiffante  arrive  à  l’infini ,  ou  à  un  plus 
grand y  &  toute  Suite  décroiflante  arrive  à  zéro ,  ou  à  l’Infini' 
ment  petit ,  ou  à  un  plus  petit.  Et  li  elles  ont  à  fe  renverfer , 
c’eft  là  qu’elles  fe  renverfent. 

646.  Une  Suite  croiffante  ou  décroiflante ,  dont  les  diffé¬ 
rences  font  croiffantes  >  croît  ou  décroît  toujours  de  plus  en 
plus  :  mais  fi  ces  différences  font  décroiffantes ,  elle  ne  croît 
ou  ne  décroît  que  de  moins  en  moins.  Or  ce  qui  ne  croît 
ou  ne  décroît  que  de  moins  en  moins,  tend  à  ceffer  de  croître 
ou  de  décroître ,  c’eft-à-dire,  à  demeurer  égal ,  &  par  confé- 
quent  toute  Suite  croiffante  ou  décroiflante  qui  a  des  diffé¬ 
rences  décroiffantes ,  outre  qu’elle  tend  à  un  Terme  naturel 
ou  arbitraire  de  grandeur  ou  de  petiteffe ,  tend  aufli  à  l’Ega- 
iité ,  nouveau  Ternie  qui  lui  efl  particulier;  &  puifqu’elle  y 
tend ,  elle  y  arrive  par  un  cours  foit  fini  foit  infini  (  64$  ). 

<547.  L’Egalité  efl;  un  Terme  en  partie  naturel ,  en  partie 
arbitraire  ;  naturel ,  en  ce  que  Légalité  efl:  quelque  chofe  de 
fixe,  &  qui  n’efl:  point  fufceptible  de  plus  &  de  moins;  arbi- 
traire ,  en  ce  que  la  détermination  des  deux  grandeurs,  entre 
fefquelles  doit  être  l’égalité ,  dépend  de  la  Loi. 

648.  Une  Suite  arrivée  au  Terme  de  l’Egalité  peut  être 
arrivée  en  même  temps  aux  deux  plus  grandes  ou  plus  pe¬ 
tites  grandeurs  qu’elle  puiffe  avoir,  ou  feulement  aux  deux 

plus 
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plus  grandes  ou  plus  petites  grandeurs  qu’elle  puiffe  avoir 
égales  ,  ôc  non  abfolument  à  la  plus  grande  ou  à  la  plus  pe¬ 
tite.  Si  elle  lé  renverfe *  il  eft  neceffaire  dans  lun  ôc  dans 
l’autre  cas  ,  que  les  différences  de  décroisantes  qu’elles 
étoient  ,  deviennent  croiffantes,  puifqu’elîes  font  arrivées  à 
zéro.  Mais  dans  le  1 er  cas  la  Suite  principale  deviendra  outre 
cela  de  croiffante  ,  décroiffante,  ou  au  contraire  ;  ôc  dans  le 
2d  elle  demeurera  croiffante  ou  décroiffante ,  comme  elle 
étoit;  mais  croiffante  ou  décroiffante  de  plus  en  plus -,  au  lieu 
qu’elle  fétoit  de  moins  en  moins.  Ainfi  le  Terme  de  l’Ega¬ 
lité  peut  être  ou  fimple ,  ou  compliqué  avec  un  Terme  naturel 
ou  arbitraire  de  grandeur  ou  de  petiteffe. 

649.  Quand  une  Suite  arrivée  à  un  Terme  compliquée 
s’y  renverfe ,  il  faut  qu’elle  fe  renverfe  félon  tous  les  fens 
que  contient  le  Terme  compliqué,  fuppofé  qu’elle  ait  tendu 
à  ce  Terme  félon  tous  les  ièns  qu’il  contient. 

659.  Deux  Infiniment  grands  ou  petits  peuvent  être 
égaux,  ôc  deux  zéro  le  font  toujours.  Donc  une  Suite  qui  ar¬ 
rive  à  l’Egalité ,  peut  arriver  auffî  en  même  temps  ou  à  fin- 
fini  ,  ou  à  {  Infiniment  petit ,  ou  à  zéro.  Mais  en  ce  cas  le 
Terme  de  l  Egalité  eft  néceffairement  compliqué  avec  un 
Terme  naturel  de  grandeur  ou  de  petiteffe  :  car  la  Suite  11e 
peut  avoir  tendu  à  ce  Terme  que  comme  à  la  plus  grande 
ou  plus  petite  grandeur  quelle  pût  avoir.  Donc  fi  elle  fe 
renverfe ,  elle  fe  renverfe  en  deux  fens ,  c’eft-à-dire,  que  non 
feulement  elle  prend  des  différentes  croiffantes ,  mais  qu’elle 
devient  de  croiffante  ,  décroiffante,  ou  au  contraire.  Donc 
ce  n’efï  que  dans  le  cas  où  une  Suite  arrive  à  deux  grandeurs 
égales  finies  qu’elle  peut  continuer  après  cela  d’être  croiffan¬ 
te  ou  décroiffante  comme  elle  étoit.  Alors  ces  deux  gran¬ 
deurs  égales  ne  font  pas  un  Terme  arbitraire  de  grandeur 
ou  de  petiteffe ,  mais  un  Terme  fimple  d’Egalité. 

65  r.  L’Egalité  ne  paroît  être  qu’un  effet  de  ce  que  des 
grandeurs  précédentes  ont  cru  ou  décru  de  moins  en  moins, 
ôc  puifqu’elle  fuppofe  des  grandeurs  précédentes ,  ellen’eft 
pas  propre  à  être  Origine,  mais  feulement  Terme,  ou  T erme 
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&  Origine  en  même  temps.  Cependant  comme  toute  Suite 
peut  être  renverfée  *  6c  que  par  conféquenr  une  Suite  termi¬ 
née  par  l’Egalité  pouvoit  auffi  commencer  par-là *  l’Egalité 
peut  absolument  être  Origine* 

652.  Il  n’y  a  que  cinq  efpeces  de  Termes  poffibles*  les 
deux  naturels  de  grandeur  &  de  petiteffe*les  deux  arbitraires 
correfpondans*  6c  l’Egalité;  car  une  Suite  ne  peut  être  que 
croiffante  ou  décroiffante  *  à  différences  confiantes ,  croiffan- 
tes  *  ou  décroiffantes  *  6c  dans  tous  ces  cas  elle  arrive  néceffai- 
rement  à  un  Terme  naturel  ou  arbitraire  de  grandeur  ou  de 
petiteffe*  excepté  dans  celui  ou  elle  a  des  différences  décroif¬ 
fantes  *  qui  eft  celui  du  Terme  de  l’Egalité.  Encore  peut-il 
être  compliqué  avec  l’un  des  quatre  autres  (648). 

3 .  Les  différences  font  une  Suite  que  Rappelle  acceffoire > 
pour  la  diftinguer  de  la  principale.  Si  une  Suite  eftconftantej, 
elle  n’a  point  d.e  différences  ou  de  Suite  acceffoire  *  mais  dès 
qu  elle  n’eft  pas  confiante  *  elle  a  au  moins  une  Suite  accef- 
fbire  ;  car  elle  peut  n’en  avoir  qu’une *  6c  c’eft  lorfque  fes 
différences  font  confiantes.  Que  ü  les  différences  de  la  Suite 
principale  ne  font  pas  confiantes  *  elles  ont  elles-mêmes  au 
moins  une  Suite  acceffoire  *  6c  la  fuite  principale  en  a  au 
moins  deux.  Ainfi  la  Suite  des  Quarrés  naturels  a  pour  Suite 
acceffoire  celle  des  nombres  Impairs>&  celle-ci  a  pour  Suite 
acceffoire  une  Suite  confiante  dont  tous  les  termes  font  2* 
la  Suite  des  Cubes  naturels  a  trois  Suites  acceffoires  >  dont 
la  3me  eft  une  Suite  confiante  dont  tous  les  termes  font  6  ; 
6c  ainfi  à  mefure  que  ces  Suites  font  de  plus  hautes  puiffances 
des  nombres  naturels.,  elles  ont  plus  de  Suites  acceffoires^  6c 
la  derniere  acceffoire  qui  eft  confiante  6c  qui  termine  tout  * 
eft  plus  éloignée.  Elle  le  feroit  infiniment  *  fi  on  formoit  une 
Suite  des  puiffances  infinies  des  nombres  naturels. 

Mais  fans  aller  jufqu’à  une  Suite  toute  formée  de  grandeurs 
infinies *  toute  progreffion  géométrique  formée  d’une  infinité 
de  termes,  aune  infinité  de  Suites  acceffoires*  6c  n’en  a  point 
de  derniere  confiante  5  car  les  différences  d’une  progreffion 
géométrique  font  aulli  en  progreffion  géométrique  ;  êc  par 
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conféquent  les  différences  de  ces  différences*  ôc  ainfi  à  Fin- 
fini  *  au  lieu  que  la  progrefllon  arithmétique  n’a  qu’une  feule 
Suite  acceffoire  confiante *  ce  qui  confirme  encore  tout  ce 
qui  a  été  dit  de  l’oppofition  de  ces  deux  progreffions. 

On  voit  donc  qu’une  Suite  principale  quelconque  étant 
pofée *  elle  peut  avoir  plus  ou  moins  de  Suites  acceffoires 
jufqu’à  la  derniere  *  qui  fera  confiante.  Mais  tout  ce  qu’on 
a  ici  en  vue  *  c’eft  de  considérer  quand  &  jufqu’à  quel  point 
les  Suites  acceffoires  influent  fur  la  principale *  c’eft- à-dire * 
y  produifent  ce  qu’elle  n’eût  pas  eu  par  elle-même *  &  in¬ 
dépendamment  d’elles. 

Une  Suite  croiffante  qui  a  des  différences  confiantes *  arri¬ 
ve  à  l’Infini ,  une  Suite  croiffante  qui  a  des  différences  croif- 
fantes*  y  arrive  auffi*  &  par  conféquent  ce  n’eft  point  en  ver¬ 
tu  précifément  de  fes  différences  croiffantes  qu’elle  y  arrive , 
puifque  l’autre  avec  des  différences  confiantes  y  arrivoit  pa¬ 
reillement.  Mais  quand  une  Suite  croiffante  arrive  à  deux  In¬ 
finis  égaux ,  c’eft  précifément  en  vertu  de  fes  différences  dé- 
croiffantesjôc  par  conféquent  en  ce  cas-là  la  Suite  acceffoire 
influe  fur  la  principale.  Et  comme  ce  raifonnement  eft  géné¬ 
ral  pour  toutes  les  Suites  qui  arrivent  à  l’Egalité *  il  fuit  qu’en 
ce  cas  la  Suite  acceffoire  a  influé  fur  la  principale  *  6c  il  eft 
clair  que  c’eft  que  la  Suite  acceffoire  eft  arrivée  à  zéro. 

65*4.  Donc  quand  une  Suite  arrive  à  l’Egalité *  il  faut  né- 
ceffairement  confidérer  la  Suite  de  fes  différences *  ou  la  irc. 
Suite  acceffoire. 

6  y  y.  Si  la  1 re  Suite  acceffoire  arrive  elle-même  à  l’Egali¬ 
té  *  il  y  a  donc  une  2de  Suite  acceffoire  qui  eft  arrivée  à  zéro 3 
&  alors  il  y  a  dans  la  Suite  principale  trois  grandeurs?qui  ont 
des  différences  égales.  Donc  l’égalité  de  ces  deux  différen¬ 
ces  eft  produite  dans  la  Suite  principale  par  une  2de  Suite 
acceffoire  ^  ôc  il  faut  remonter  jufqu’à  cette  2de  pour  trouver 
la  fource  de  cette  égalité  des  différences  de  la  principale. 

656.  De-là  il  ne  s’enfuit  pas  néceffairement  que  les  trois 
grandeurs  de  la  Suite  principale  foient  en  progrefllon  arith¬ 
métique  y  fi  on  attache  au  mot  de  -progrefllon  l’idée  que  les 
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grandeurs  aillent  toujours  en  croiiïant  ou  en  décroiffantr.Car 
2,  i  ,  2  ^ ou  1,2, i, ont  des  différences  égales,  ôc  ne  font  pas 
félon  cette  idée  en  progrefïion  arithmétique  ,  mais  on  peut 
dire  qu'ils  font  en  contre-progrejfion .  Donc  la  2de  Suite  ac- 
ce  (foire  arrivée  à  zéro  produit  dans  la  principale  trois  gran¬ 
deurs  en  progreiTion  ou  en  contre-progreffion  arithmétique* 
qui  n’y  euffent  pas  été  fans  cela  :  car  la  Suite  principale  n’é~ 
toit  pas  une  progreffion  arithmétique ,  puifqu’on  lui  a  fup- 
pofé  des  différences  variables. 

Il  eff  vrai  que  fi  les  trois  grandeurs  de  la  Suite  principale 
ont  été  en  contre-progreffion, elle  eff  arrivée  à  un  plus  grande 
fi  elles  ont  été  comme  1,2,1  ,  ou  à  un  plus  petit ,  fi  elles  ont 
été  comme  2, 1, 2,  ôc  qu’elle  pouvoit  arriver  à  un  plus  grand  g 
ou  à  un  plus  petite  indépendamment  de  toute  Suite  acceffoirej 
mais  elle  n’y  feroit  pas  arrivée  avec  des  différences  égales  de 
part  ôc  d’autre  du  Terme.  Si  les  trois  grandeurs  font  en  pro¬ 
greffion,  la  Suite  n’arrive  ni  à  un  plus  grand,  ni  à  u  n  plus  petit. 

6J7.  Si  la  1 !C  Suite  acceffoire  arrive  à  l’Egalité  ôc  à  zéro 
tout  enfemble ,  il  y  a  dans  la  Suite  principale  trois  grandeurs 
confécutives  égales, ôc  qui, par  conféquent  font  dans  la  moin¬ 
dre  progreffion  ou  contre-progreffion  arithmétique  qu’il  foit 
poffible.  Il  eff  clair  qu’une  Suite,  dont  la  nature  eff  de  varier 
toujours  i  n’auroit  pas  par  elle-même  trois  grandeurs  confé¬ 
cutives  égales,  ôc  qu’il  faut  que  ce  foit  quelque chofe  d’étran¬ 
ger  qui  l’y  détermine.  C’eft  la  ire  Suite  acceffoire  arrivée  à 
l’Egalité  ôc  à  zéro  ,  ôc  la  2de  arrivée  feulement  à  zéro. 

éjB.  S’il  y  a  une  3me  Suite  acceffoire  qui  arrive  à  zéro , 
elle  produit  dans  la  zde  deux  grandeurs  égales ,  dans  la.  1 re  , 
trois  grandeurs  en  progreffion  ou  contre-progreffion  arith¬ 
métique  ,  e’elt- à-dire,  comme  1 , 2,  5,  ou  3 , 2 ,  1 ,  ou  comme 
1 , 2 ,  1 ,  eu  2  ,  r,  2 ,  ôc  par  conlëquent  il  y  a  dans  la  Suite 
principale  quatre  grandeurs  qui  font  (y  étant  une  grandeur 
quelconque  )  y.  y  -b  1.  y  -h  1  -f-  2— jy-t-3..  jy  h-  3  -4-  3 
z=y  -4 -6,  oujy.  y  -b  r  *  jy  -b  !  -f-  z  —  y -h  y  y  h-  3  +  1 
^=~-y  -b  4 ,  ôcc.  ce  qui  n’a  rien  de  particulier ,  &  qui  ne  put 
être  dans  la  Suite  principale  indépendamment  des  acceffoires. 
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65 'p.  Que  fi,  lorfque  la  3mc  Suite  acceffoire  arrive  à  zéro , 
les  deux  grandeurs  égales  de  la  2de  font  aufli  zéro  ,  il  y  en  a 
trois  égales  dans  la  1 re ,  &  par  conféquent  il  y  a  quatre  gran¬ 
deurs  delà  Suite  principale  en  progrefïion  ou  contre-progref- 
lion  arithmétique,  qui  n’y  euffent  pas  été  fans  cela. 

66 0.  Que  fi  tout  le  refte  demeurant  le  même  ,  les  trois 
grandeurs  égales  de  la  1 rc  Suite  acceffoire  font  zéro ,  il  y  a 
dans  la  Suite  principale  4  grandeurs  eonfécuti ves  égales  ,  ce 
qui  eft  encore  un  effet  particulier  des  Suites  acceffoires. 

66 1.  Et  comme  on  peut  fuivre  cette  idée  aufli  loin  qu’on 
voudra  ,  il  s’enfuit  en  général  qu’autant  qu’une  Suite  princi¬ 
pale  qui  n’eft  point  progrefïion  arithmétique  a  de  grandeurs 
égales  ,  ou  en  progrefïion  ou  contre-progreffion  arithméti¬ 
que,  autant  il  y  a  de  Suites  acceffoires  ,  moins  une ,  qui  in¬ 
fluent  fur  elle ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  qu’il  faut  conïï- 
dérer ,  &  jufqu’où  il  faut  remonter  pour  trouver  la  fource  de 
la  propriété  fuppofée  dans  la  Suite  principale  ,  &  que  hors 
de-là  les  Suites  acceffoires  n’influent  point  néceffairement 
fur  elle  ^  ou  qu’il  n’efl;  point  néceffaire  de  les  confidérer. 

66 2.  J’appelle  Changement ,  ce  qui  arrive  à  une  Suite  qui  changement 
paffe  au  de-là  d’un  Terme ,  &  y  recommence  un  nouveau  c™fîs  dans 
cours ,  &  par  conféquent  Changement  s’oppofe  à  Fariation,  Unnver}** 
qui  n’efl:  que  le  cours  d’une  Suite  depuis  une  Origine  jufqu’à  ment' 

un  Terme. 

L’idée  de  changement  n’emporte  aucune  autre  néceflité, 
flnon  que  la  Suite  devienne  contraire  à  ce  qu’elle  étoit  félon 
la  nature  du  Terme  par  où  elle  paffe.  Du  refte  les  grandeurs 
de  la  Suite  dans  la  2de  variation  peuvent  être ,  ou  les  mêmes 
que  celles  de  la  T%  mais  pofées  dans  un  ordre  contraire, 
ou  différentes. 

665.  Si  dans  une  Suite  qui  a  un  premier  changement, la 
s~e  variation  n’eft  que  la  irc  renverfée ,  ôc  que  la  Loi  ne  per¬ 
mette  pas  qu’il  y  en  ait  une  3  me  différente  des  deux  ires,  ce 
qui  arriveroit  dans  la  Suite  des  élévations  ou  abaiffemens  du 
Soleil  par  rapport  à  THorifon ,  il  faut  concevoir ,  ou  que  la 
Suite  eft  abfolument  terminée  par  les  deux  xlcs  variations  $ 
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ou  qu’elle  en  recommence  une  3mc  toute  femblable  à  la  i vc, 
6c  après  cela  une  4me  toute  femblable  à  la  2de ,  ce  qui  n’a 
point  de  fin.  Donc  ces  fortes  de  Suites  peuvent  .être  conçues, 
ou  comme  ayant  un  cours  fini ,  11  on  les  borne  au  point  après 
lequel  il  ne  peut  plus  rien  arriver  de  nouveau  ,  ou  comme 
ayant  un  cours  infini ,  fi  on  veut  qu’elles  le  continuent  tou¬ 
jours  fans  aucune  nouveauté. 

66 4.  Et  quand  même  les  deux  ires  variations  feroient 
différentes ,  ce  feroit  encore  la  même  chofe ,  fi  la  3me  n’étoit 
que  la  1 re ,  6c  la  4me  que  la  2dc ,  ôc  toujours  ainfi. 

66<y\  Que  fi  toutes  les  variations  étoient  différentes  au 
moins  de  deux  en  deux,  c’eft-à-dire ,  que  les  deux  1  es  n’étant 
que  la  même  renverfée  la  3me  6c  la  4me  en  fuffent  différen¬ 
tes  ,  quoiqu’elles  ne  fuffent  que  la  même  renverfée  6c  tou¬ 
jours  ainfi ,  la  Siite  auroit  un  cours  abfolument  infini ,  6c  un 
nombre  infini  de  variations  6c  de  changemens. 

666.  Une  Suite, qui  a  un  Terme  infiniment  éloigné  de  fon 
Origine ,  ôc  par  conféquent  un  cours  infini ,  eft  ordinaire¬ 
ment  cenfée  finir  à  ce  Terme  ,  6c  par  conféquent  elle  n’a 
point  de  changement.  Quelquefois  auffi  on  peut  concevoir 
qu’elle  revienne  de  ce  Terme  vers  le  Fini ,  auquel  cas  elle  a 
un  changement ,  6c  a  paffé  par  ce  Terme  infiniment  éloigné. 

66 7.  Il  eft  poflible  qu’une  Suite ,  après  avoir  paffé  par 
un  nombre  fini  de  Termes  finis ,  à  chacun  defquels  elle  fera 
arrivée  par  un  cours  fini ,  6c  où  elle  aura  reçu  un  change¬ 
ment,  tende  à  un  Terme  infiniment  éloigné  ,  où  elle  ne 
pourra  arriver  que  par  un  cours  infini ,  6c  où  elle  ne  recevra 
plus  de  changement. 

66 8.  Donc  par  rapport  aux  changemens ,  il  y  a  trois  ef- 
peces  de  Suites  ^  les  1 les  qui  n’en  ont  point  (  666  ) ,  les  2des 
qui  en  ont  un  nombre  fini  (  66 7) ,  les  3mes  qui  en  ont  un 
nombre  infini  (66 y  ). 

669.  Et  par  rapport  au  cours ,  il  n  y  a  que  deux  efpeces 
de  Suites ,  les  unes  qui  en  ont  un  abfolument  infini  ;  les  au¬ 
tres  qui  en  ayant  un  fini  ,  peuvent  cependant  être  conçues 
comme  en  ayant  un  infini  (663). 
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670.  Jufqu’ici  nous  n avons  confidéréles  Suites  de gran-  changement 
deurs  que  comme  purement  numériques  :  mais  fi  on  leur  nurn^ue , 
joint  quelque  idée  d  être  fpécifique  ^  il  y  a  certaines  confidé-  ^  fp-c:fiïîi(î°- 
rations  à  ajouter. 

Lorfqu’une  Suite  ainfi  conditionnée  paffe  au-de-là  d’un 
Terme  ,  il  faut  que  ce  Terme  le  foit  non  feulement  numé¬ 
riquement,  mais  encore  fpécifiquement,  car  ce  qu’exigeoit 
l’unité  de  la  Suite  numériquement  prife  (  <5qi  ) ,  Punité  de  la 
Suite  fpécifiquement  prife  Pexige  aufii. 

671.  Il  n  y  a  que  deux  maniérés  dont  un  Terme  puiffe  Terme 
l’être  fpécifiquement.  Il  peut  ne  contenir  ni  Pun  ni  Pautre  Z°-yen  ' 
des  deux  etres  îpecmques  qui  appartiennent  aux  deux  varia-  mm. 
tions  contraires ,  chacun  à  la  Tienne  ,  en  ce  cas  je  l’appelle 
Terme  moyen,  ou  il  contient  Pun  ôc  Pautre  être  fpécifique,  ôc 

je  l’appelle  Terme  commun ..  , 

Par  exemple,  fi  on  tire  une  Bombe  obliquement  à  Phori- 
fon  ,  elle  a  un  premier  cours  où  elle  monte  toujours ,  ôc  un 
fécond  où  elle  defcend  toujours;  fi  je  veux  concevoir  ces 
deux  cours  ou  variations  comme  appartenans  à  une  Suite  où 
entre  l’idée  fpécifique  de  variation  montante  ôc  defcendan- 
te  ,  il  faut  que  je  conçoive  que  cette  Suite  paffe  de  Pune  à 
l’autre  par  un  Terme  qui  n’elt  ni  montant  ni  defcendant , 
c’eft-à-dire  ,  par  quelque  étendue  où  la  Bombe  va  parallè¬ 
lement  à  l’horifon.  C’eft:  là  un  Terme  moyen. 

Si  je  fuppofe  que  deux  Jets  d’eau  égaux,  courbes.  Portant 
de  terre  avec  leurs  convexités  tournées  vers  la  terre ,  5c  di¬ 
rectement  oppofés,  fe  rencontrent  5c  fe  choquent  dans  leur 
plus  grande  élévation ,  qui  fera  une  petite  étendue  verticale  y 
quelques  gouttes  d’eau  dans  cette  étendue  monteront,  5c 
d’autres  defcendront ,  de  forte  qu’on  pourra  dire  que  le  total 
montera  ôc  defcendra  en  même  temps.  Si  j’avois  pris  les  deux 
cours  des  deux  Jets  d’eau  pour  une  feule  Suite ,  dont  l’origi¬ 
ne  auroit  été  fixée  au  point  où  l’un  des  deux  fort  de  terre  , 
cette  Suite  auroit  eu  une  variation  montante  ôc  une  defcen- 
dante,  ôc  le  Terme  par  où  elle  pafferoit  pour  devenir  de 
montante ,  defcendante  ,  feroit  l’étendue  verticale  où  elle 
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feroit  montante  &  defcendante  en  même  temps ,  ôc  ce  feroit 
un  T erme  commun. 

Ce  fécond  exemple  ,  quoiqu’un  peu  forcé  ,  fuffit  pour 
donner  l’idée  du  Terme  commun.  C’eft  allez  préfentement 
qu’on  en  apperçoive  la  poftibilité. 

6 j 2.  Si  une  Suite  fpécifique  ôc  qui  fe  renverfe  ,  ne  peut 
avoir ,  ou  n’a  pas  un  Terme  moyen ,  il  faut  quelle  en  ait  un 
commun  ;  car  fon  unité  demande  néceffairement  qu’elle  ait 
un  Terme  entre  fes  deux  variations ,  ôc  elle  n’en  peut  avoir 
que  de  l’une  ou  de  l’autre  efpece. 

673.  Le  Terme  moyen  ne  détermine  pas  abfolument  la 
Suite  à  devenir  fpécifiquement  contraire  à  ce  qu’elle  étoit; 
car  comme  il  ne  contient  ni  l’un  ni  l’autre  des  deux  êtres 
Ipécifiques  oppofés ,  il  peut  être  Ternie  entre  le  même  être 
fpécifique  qui  a  toujours  décru  ,  ôc  le  même.qui  va  croître, 
ou  au  contraire.  Ainfi ,  fi  lorfque  le  cours  de  la  Bombe  eft 
devenu  parallèle,  à  l’horifon  ,  il  lui  furvenoit  une  nouvelle 
force  pour  la  faire  monter ,  l’étendue  parallèle  du  cours  ne 
laifferoit  pas  de  pouvoir  être  Terme  moyen  entre  deux  va¬ 
riations  montantes;  mais  comme  le  Terme  moyen  eft  tou¬ 
jours  Terme  ,  ôc  par  conféquent  doit  produire  un  change¬ 
ment,  il  faudroit  que  la  ire  variation  ayant  été  montante  de 
moins  en  moins ,  la  le  fût  de  plus  en  plus,  ce  qui  revient 
à  l’art.  <548. 

674.  Le  Terme  commun  détermine  néceffairement  la 
Suite  à  devenir  fpécifiquement  contraire  à  ce  quelle  étoit; 
car  comme  il  contient  les  deux  êtres  fpécifiques  oppofés ,  il 
faut  qu’au  1 er  qui  a  régné  dans  la  1 re  variation ,  fuccede  le  2d 
dans  la  2de,  autrement  le  Terme  commun  contiendront  les 
deux  êtres  oppofés ,  ôc  les  deux  variations  n’auroient  que  le 
même  ,  ce  qui  feroit  que  le  Terme  commun  ne  le  feroit  pas  ; 
contradiction  manifefte. 

675.  Comme  l’idée  de  pofitif ôc  de  négatif,  j’entends 
négatif  abfolu  ,  renferme  un  être  fpécifique,  une  Suite  ne 
peut  devenir  de  pofitive  négative  ,  fans  avoir  paffé  par  un 
Terme  moyen ,  ou  commun.  Ainfi  dans  le  Ier  exemple  de 

l’art. 


de  l’Infini.  Partie  /.  SeSl.  Vil .  241 

l'art.  469  y  les  élévations  du  Soleil  fur  fhorifon  ne  devien¬ 
nent  abaiffemenS;  ou  grandeurs  négatives ,  qu^près  avoir 
paffé  par  zéro  c’eft-à-dire ,  par  une  pofition  du  Soleil  à  l’ho- 
rifon,  où  ilneft  ni au-deffus  ni  au-deffous;  ce  zéro  eft  donc 
Terme  moyen.  De  même  dans  le  id  exemple  du  même  arr. 
les  arcs  que  le  Soleil  décrit  à  ma  droite  ;  ne  deviennent  arcs 
décrits  à  ma  gauche  qu  après  avoir  paffé  par  le  point  90 ,  qui 
n’eftni  à  ma  droite ,  ni  à  ma  gauche  ;  ce  point  90  eft  donc 
encore  un  Terme  moyen  par  où  fe  fait  le  pailàge  du  pofttif 
au  négatif. 

676.  La  nature  du  Terme  par  où  fe  fait  le  paffage  du 
pofttif  au  négatif ,  c’eft-à-dire;  la  détermination  s’il  eftmoyen 
ou  commun^  dépend  de  l’être  fpécifique  auquel  on  a  attaché 
le  pofttif  &  le  négatif.  Ainfi  ft  on  avoit  attaché  ces  deux 
idées  à  des  Fonds  ôc  à  des  Dettes^  on  feroit  fur  que  le  paf- 
Page  ne  pourroit  fe  faire  que  par  un  Terme  moyen  qui  ne 
fut  ni  Fonds  ni  Dette  ;  parce  qu’il  ne  peut  y  avoir  un  Terme 
commun  ;  qui  foit  Fonds  &  Dette  en  même  temps.  Donc 
le  Terme  feroit  zéro. 

Ce  n’eft  pas  qu’un  Homme  ne  puiffe  venir  à  avoir  des 
Dettes  &  aucun  Bien  fans  avoir  paffé  par  n’avoir  ni  Dettes  y 
ni  Bien  ;  ou  ;  ce  qui  revient  au  même  ;  autant  de  Dettes  que 
de  Bien.  Mais  il  eft  vrai  qu’on  ne  changera  rien  à  l’état  de 
fa  fortune  ;  quand  on  fuppofera  qu'il  a  paffé  par-là;  &  il  fau¬ 
dra  le  fuppofer  ;  pour  conferver  l’unité  mathématique  de  la 
Suite  des  grandeurs  qui  exprimeront  fa  fortune  &  fes  varia¬ 
tions.  Ainft  le  paffage  fe  fera  par  zéro  ;  du  moins  foufentendu, 
ce  qui  fuffit  quant  à  préfent. 

677.  Tout  Terme  par  où  fe  fait  le  paffage  du  pofttif  au 
négatif  eft  en  même  temps  un  Terme  d’accroiffement  ou  de 
décroiffement  :  car  une  grandeur  ne  peut  devenir  fpécifique- 
ment  contraire  à  ce  qu’elle  étoit  ;  fans  avoir  épuifé  dans  fou  * 
premier  être  fpécifique  tout  l’être  numérique  dont  elle  étoit 
capable. 

%  -■  - 

67 S.  Si  une  Suite  eft  exprimée  par  Va  —  x  9  a  étant  chwgwm 

H  h 
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^  suites  une  grandeur  confiante  ,  plus  grande  d’abord  que  a  ,  &  x 
imaginaires ,  une  grandeur  variable  croiflante  ,  moindre  d’abord  que  a ,  la 
&•  récipro -  Suite  deviendra  imaginaire ,  lorfque  x  fera  plus  grand  que  ay 

g  ut  ment,  2, 

car  foit  alors  ci  —  x  = —  z ,  la  Suite  fera  donc  V  —  z.  Le 
paffage  du  réel  à  l’imaginaire  doit  fe  faire  par  un  Terme  ou 
moyen  ou  commun  II  ne  peut  y  en  avoir  un  commun  :  car 
aucune  grandeur  ne  peut  être  telle  qu  elle  foit  ôc  en  même 
temps  11e  puiffe  être.  Il  relie  donc  que  le  Terme  foit  moyen* 
ôc  ce  ne  peut  être  que  zéro  •>  qui  eft  parfaitement  moyen 
entre  ce  qui  eft,  Ôc  ce  qui  ne  peut  être  :  car  il  eft  également 
vrai  qu’une  grandeur  n’exifte  point ,  &  n’efi  point  pour  cela 
précifément  dans  l’impoffibilité  d’être.  Donc  la  Suiteapaffé 

2 - 

par  zéro  ,  c’eft-à-dire  par  Va — x  —  oy  a  étant— xy  après 

2 

quoi  vient  V  . —  z. 

679.  Il  fuit  de  ce  raifonnementque  zéro  eft  le  feul  Terme 
par  où  une  Suite  puiffe  paffer  du  réel  à  l’imaginaire. 

68 0.  Si  après  que  x  eft  devenu  plus  grand  que  ay  ôc  la 

Suite  par  conféquent  imaginaire,  x  ne  peut  croître  que  juf- 
qu’à  un  plus  grand  ,  après  quoi  il  décroît,  ôc  redevient  =  a > 
ce  qui  fait  arriver  la  Suite  à  zéro  une  fécondé  fois ,  x  conti¬ 
nue  à  décroître ,  la  Suite  redevient  réelle ,  Ôc  par  conféquent 
il  peut  y  avoir  dans  les  Suites  des  Vuiâes ,  ou  certains  efpaces 
dans  Iefquels  il  n’y  a  nulles  grandeurs ,  après  quoi  il  peut  re¬ 
venir  des  efpaces  pleins.  Et  il  faut  concevoir  que  les  grandeurs 
impoffibles  de  ces  Vuides  ne  laiffent  pas  d’être  capables  de 
variations  qui  fuivent  les  mêmes  loix  que  celles  des  autres* 
félon  les  art.  y  1 1 ,  y  1 3  1 4. 

681.  Dans  une  Suite  qui  a  plufiejurs  changemens  ,  deux 
Termes  de  même  nature  ou  efpece  nefauroient  être  çonfé - 
cutifs ,  c’eft-à-dire ,  placés  dans  la  Suite  l’un  après  l’autre  avec 
une  feule  variation  entre  deux  :  car  toute  Suite  qui  paffe  par 
un  Terme ,  y  reçoit  un  changement,  ôc  par  conféquent  ne 
peut  plus  tendre  qu’à  un  Terme  contraire. 

68 z.  Deux  termes  différens  ne  fauroient  être  contigus  y 
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c’eft-à-dire,placés  immédiatement  l’un  après  l’autre:car  l’idée 
de  Terme  fuppofe  néceflairement  une  variation  qui  y  abou- 
tiffe y  &  par  conféquent  il  faut  qu'il  y  ait  toujours  une  va¬ 
riation  entre  deux  Termes  différens.  Mais  au  lieu  d’être 
contigus y  ils  peuvent  en  être  un  feul  compliqué  ;  parce  que 
la  variation  aura  été  telle  qu’elle  aura  tendu ,  &  fera  arrivée  à 
tous  les  deux  en  même  temps  >  ce  qui  revient  à  l’art.  64p. 

<58  3.  Si  les  différences  des  grandeurs  d’un  Suite  font  infi-  Application 
îiiment  petites^l  n’arrivera  aucun  autre  changement  à  tout  ce  T* 
quiaétéditjfinonquelesvariations.ferontconduitespardegrés  rencesferoient 
infiniment  petits,Ôc  par  conféquent  feront,  pour  ainfi  dire, in-  în^™en&  ce 
finiment  douces > car  de  chaque  pas  au  fuivantda  différence  fera  qUi  en  réfuta 
inexprimable^  indéterminable  à  caufe  defon  infinie  petiteffe. te- 

Si  on  appelle  y  une  grandeur  variable  quelconque  ,  dont 
l’accroiffement  ou  décroiffement  perpétuel  réglé  par  quelque 
Loi  y  forme  une  Suite  y  on  appellera  dy  fes  différences  infini¬ 
ment  petites.  Ces  dy  font  les  &  en  effet  ce  font  des 


y 

fractions  ou  parties  infinitiémes  dey,  ôc  dy  eft-^-.  Silesiy 

font  variables  y  ils  auront  auffi  des  différences  qui  feront  par 
rapport  à  eux  comme  les  dy  par  rapport  aux  y.  O11  les  appelle 

dy 

ddy  y  &c  on  a  d  dy  =:  -y.  De  même  les  d dy  pourront 

avoir  leurs  dddy  y  &c.  jufqu’à  ce  qu’on  arrive  à  une  Suite 
d’infiniment  petits  égaux  >  s’il  y  en  a  une  même  dans  ITnfini, 
car  cela  n’arrive  pas  toujours  (  6  y  3  ). 

<58 4.  Si  lorfque  les  différences  dey  font  finies ,  &  les  pas 
ou  degré  des  variations  déterminés ,  l’unité  de  la  Suite  de¬ 
mande  qu’il  y  ait  à  chaque  changement  une  grandeur  qui 
foit  en  même  temps  Terme  &  Origine  y  &  T  erme  moyen  ou 
commun  ;  à  plus  forte  raifon  cette  même  unité  le  demande- 
t-elle  jointe  à  la  douceur  infinie  y  dont  les  variations  doivent 
être  dans  cette  nouvelle  hipothefe  (683). 

<58  y.  Le  paffage  dupofitifau  négatif  qui  pouvoit  fe  faire 
par  un  zéro  foufentendu  (  676  )  ne  peut  donc  plus  fe  faire  que 
par  un  zéro  exprimé •  H  h  ij 
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686.  En  générai,  comme  il  eft  néceflaire  qu’entre  deux 
variations  il  y  ait  un  Terme  foit  naturel ,  foit  arbitraire  ,  on 
eft  fur  que  s’il  y  a  un  Terme  naturel  pofiible  entre  les  deux 
variations  ,  la  Suite  pafie  par-là  ;  car  avec  fes  pas  infiniment 
petits,  elles  ne  peut  manquer  de  le  rencontrer.  Donc  s'il  eft 
feulement  poiïible  qu’entre  une  variation  pofitive ,  par  ex.  ôc 
line  négative ,  il  y  ait  l’Infini  ou  zéro ,  cela  eft  néceflaire.  Le 
même  raifonnement  conclut  que  fi  une  Suite,  dont  les  diffé¬ 
rences  font,  infiniment  petites ,  peut  paffer  par  l’Egalité ,  elle 
y  paffe  néceffairement. 

Quant  aux  Ternies  arbitraires,  il  n’eft  pas  befoin  d’em¬ 
ployer  ce  raifonnement,  puifqu’étant  déterminés  parla  Loi 
même  ,  la  Suite  ne  peut  manquer  de  les  avoir. 

687.  Excepté  dans  une  progreiïion  géométrique,  les  va¬ 
riations  de  la  Suite  principale  ôc  de  facceffoire  ou  des  accef- 
foires  font  différentes  :  mais  celle  de  ces  variations  que  l’on 
voudra ,  étant  réglée  par  une  Loi ,  toutes  les  autres  feront 
néceffairement  déterminées  en  conféquence.  Ainfi  il  eft  in¬ 
différent  que  la  Loi  tombe  immédiatement  fur  la  Suite  prin¬ 
cipale,  ou  fur  une  acceffoire  quelconque.  Cependant  il  eft 
plus  naturel  qu’elle  tombe  fur  la  principale ,  fi  elle  le  peut  ; 
ou  fi  elle  ne  le  peut  pas,  fur  une  acceffoire  qui  influe  fur  la 
principale.  Il  feroit  inutile ,  par  ex.  de  prefcrire  pour  Loi  que 
les  dy  ,  différences  ir"sdesjy,  ouïes  ddy,  Ôc  c.  fufiênt  en 
progreiïion  géométrique,  puifque  par-là  les jy  y  feront,  ôc 
qufi  1  vaut  mieux  prefcrire  cette  Loi  auxjy  mêmes. 

Et  comme  les  Suites  acceffoires  n’influent  point  fur  la 
principale,  paffé  la  1 ,  hors  dans  le  cas  des  art.  6  y  9  ôc  660. 
il  feroit  inutile  hors  de  ce  cas ,  que  la  Loi  tombât  fur  une 
Suite  acceffoire  plus  éloignée  que  la  2dc.Mais  ce  qui  eft  in¬ 
utile  n’eft:  pas  pour  cela  impratiquable. 

688.  Si  des  Suites  à  différences  infiniment  petites  ,  au 
lieu  d’être  formées  de  grandeurs  finies ,  le  font  de  grandeurs 
infiniment  petites  du  ier  ordre ,  ce  qui  rendra  les  différences 
du  zd ,  il  n’y  aura  rien  de  changé  à  tout  ce  qui  a  été  dit ,  ôc 
les  mêmes  principes  s’appliqueront  également  à  cette  nou¬ 
velle  hipothéfe. 
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SECTION  V 1 1  L 

Application  des  Théories  précédentes  aux  Lignes  droites. 

68p.  T  L  n'y  a  point  de  nombre  qui  ne  puifle  exprimer 
1  quelque  Ligne  droite ,  ni  réciproquement  de  Ligne 
droite  qui  11e  puifle  être  exprimée  par  quelque  nombre  com- 
menfurable  ou  incommenfurable  ;  donc  à  tout  les  nombres 
infiniment  grands  ou  petits  répondent  des  lignes  poflîbles  in¬ 
finiment  grandes  ou  petites.  Commençons  parles  Infinies. 

690.  Donc  il  y  a  des  lignes  Infinies  poflibles  de  tous  les  Lignes  infl~> 
ordres  d’infini ,  c’eft-à-dire,de  Tordre  de  oc,  ou  de  00 7- ,  &c.  nées  dej tom 

1  l&S  OYdfBj* 

&  en  général  de  Tordre  de  oc”  ,  ou  de  l’ordre  de  00  "  ,  &c. 
ôc  elles  auront  entr’elles  les  mêmes  rapports  finis  ou  infinis  , 
que  les  Infinis  qui  les  exprimeront ,  c’eft- à-dire ,  des  rapports 
finis  ,  fi  les  lignes  infinies  font  du  même  ordre  y  infinis  ,  fi 
elles  n  en  font  pas. 

691.  Si  Ton  conçoit  un  Triangle  fini  quelconque,  fes 
trois  côtés  peuvent  toujours  croître,  ôc  croître  à  l’infini,  ôc 
le  Triangle  être  toujours  femblable,  &  par  conféquent  trois 
lignes  infinies  feront  entr’elles  trois  angles  finis  égaux  aux 
premiers.  Donc  en  général  des  lignes  infinies  peuvent  faire 
entr’elles  tous  les  angles  finis  quelconques. 

692.  Si  le  premier  Triangle  fini  qu’on  pofe  d’abord,  efî  Ansles 
ifofcele,  &  que  Ton  conçoive  qu’il  n’y  a  que  les  deux  côtés  2TJL7LT 
égaux  qui  croiflent ,  la  bafe  de  l’angle  du  fommet  demeurant  ordres* 
toujours  la  même ,  l’angle  du  fommet  décroîtra  toujours ,  ôc 

les  deux  égaux  fur  la  bafe  croîtront  toujours ,  ôc  enfin  les 
deux  côtés  égaux  étant  devenus  infinis ,  l’angle  du  fommet 
fera  infiniment  petit,  ôc  les  deux  autres  égaux  chacun  à  un- 
droit,  moins  la  moitié  de  l’angle  du  fommet ,  c’eft-à-dire  , 
égaux  chacun  à  un  droit.Donc  les  deux  côtés  égaux  duTrian- 
gle  ifofcele  feront  devenus  deux  lignes  infinies  parallèles ,  ôc 

H  h  iij; 
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la  bafe  toujours  finie  fera  infiniment  petite  par  rapport  à  elles. 
Et  comme  elle  fera  perpendiculaire  à  l’une  ôcà  l’autre ,  elle 
mefurera  leur  diftance. 

69  3.  Donc  en  général  ce  qu’on  appelle  dans  le  Fini  deux 
lignes  parallèles ,  font  deux  lignes  qui,  prolongées  à  l’infini, 
font  entr’elles  à  leur  point  de  rencontre  infiniment  éloigné, 
un  angle  infiniment  petit ,  dont  la  bafe  eft  la  diftance  finie 
des  deux  parallèles. 

69 4.  Si  l’oaconcevoit  deux  parallèles  infinies  du  fécond 
ordre ,  dont  la  diftance  fût  toujours  finie  ,  l’angle  de  la  ren¬ 
contre  des  parallèles  dans  l’Infini  feroit  infiniment  plus  petit 
qu’il  n’étoit  dans  l’art,  précédent ,  car  la  bafe  feroit  de  deux 
ordres  au-deffous  des  côtés. 

69  f .  Et  comme  on  peut  concevoir  des  lignes  infinies  de 
tous  les  ordres ,  ôc  qui  feront  parallèles  ,  &  auront  des  di¬ 
ftance  finies  ,  on  trouvera  que  ces  parallèles  feront  toujours 
des  angles  infiniment  petits  d’un  ordre  plus  bas. 

696.  Donc  en  général  il  peut  y  avoir  des  angles  infini¬ 
ment  petits  de  tous  les  ordres.. 

Lignes  i»fi-  697.  Les  lignes  infiniment  petites  d’un  ordre  quelconque 

nïment  peti -  x 

tes  de  tous  les  répondent  aux - ,  qui  ont  une  grandeur  ,  &  ne  font  pas 

ordres  ,  &  co” 

toujours  éten-  des  zero  abfolus,ôc  par  conféquent  elles  nefontpas  despoints, 
mais  elles  ont  une  étendue. 

698.  Cela  n’empêche  pas  quelles  ne  foient  des  points 
phyftquement  ou  fenfiblement ,  comme  les  — font  des  zero 

00  ” 

relatifs ,  mais  en  elles-mêmes,  ou  géométriquement ,  ce  font 
des  étendues. 

699.  Donc  tout  ce  qui  appartient  aux  lignes  finies  ,  leur 
appartient  aufîi. Elles  peuvent  être  perpendiculaires  à  d’autres 
lignes  quelconques,  obliques,  parallèles,  en  un  mot, elles  ont 
unepofition  que  des  points  abfolus  n’ont  pas. 

700.  On  peut  auffi-bien  concevoir  un  Triangle  infini¬ 
ment  petit ,  dont  les  trois  côtés  feront  des  lignes  infiniment 
petites  d’un  ordre  quelconque,  qu’un  Triangle  infiniment 
grand ,  ou  même  fini,ôc  les  trois  côtés  du  T riangle  infiniment 
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petit  feront  auffi  entr’eux  des  angles  finis  ,  tant  qu'ils  feront 
des  Infiniment  petits  du  même  ordre. 

701.  Mais  fi  deux  lignes  infiniment  petites  du  même  Pœrallélifhie 
ordre  font  entr’elles  un  angle  dont  la  bafe  loit  de  lordre  im- 
médiatement  inférieur  ,  cet  angle  eft  infiniment  petit  ,  &  les  moins  a  l'in - 
deux  lignes  parallèles.  Et  plus  la  bafe  fera  d’un  ordre  inférieur 

à  celui  des  côtés*plus  l’angle  infiniment  petit  baillera  d’ordre,  dres. 

702.  Donc  au fii  fi  deux  lignes  finies  quife  rencontrent, 
ont  une  bafe  infiniment  petite  du  ier  ordre  ,  elles  font  entr’¬ 
elles  un  angle  infiniment  petit ,  &  font  parallèles.  Et  leur 
angle  eft  encore  infiniment  plus  petit ,  fi  leur  bafe  eft  du  2d 
ordre  d’infiniment  petit*  ôte. 

703.  Donc  en  général  deux  lignes  qui  fe  rencontrent 
fous  un  angle  *  dont  la  bafe  eft  infiniment  petite  par  rapport 
à  elles*  font  parallèles,  ôc  font  entr’elles  un  angle  infiniment 
petit,  &  cet  angle  eft  d’un  ordre  d’infiniment  petits  d’autant 
plus  bas  *  que  la  bafe  eft  d’un  ordre  plus  inférieur  aux  cotés. 

704.  Réciproquement  fi  deux  lignes  d’un  ordre  quel¬ 
conque  fe  rencontrent  fous  un  angle  infiniment  petit*  la  bafe 
de  cet  angle  eft  d’un  ordre  inférieur  à  elles  *  &  d’autant  plus 
inférieur  que  l’angle  infiniment  petit  eft  d’un  ordre  plus  bas  * 

&  ces  lignes  font  parallèles. 

770  > .  Il  eft  poiTible  *  mais  non  pas  néceffaire  *  de  conce¬ 
voir  deux  parallèles  comme  faifant  entr’elles  un  angle  infini¬ 
ment  petit.  Caron  peut  les  concevoir  comme  étant  toujours 
parallèles ,  mêmelorfqu’elles  feront  prolongées  à  l’infini*  de 
même  qu’elles  l’étoient  dans  le  fini.  Mais  fi  *  lorfqu’elles  fe¬ 
ront  prolongées  à  l’infini  *  011  les  conçoit  comme  fe  rencon¬ 
trant  fous  un  angle  infiniment  petit  *  elles  feront  encore  pa¬ 
rallèles  à  caufe  de  l’infinie  petiteffe  de  l’angle.  Ainfi  on  peut 
concevoir  leur  parallélifme  *  ou  comme  abfolu ,  exaêt  & 
rigoureux,  ou  comme  infiniment  peu  différent  de  celui-là  9 
&  il  n’y  a  pas  de  néceflité  de  le  concevoir  de  la  2de  façon  * 
mais  feulement  poffibiîité. 

70 6.  Si  deux  lignes  finies  fe  rencontrent  fous  un  angle 
infiniment  petit,  il  n’y  a  que  poffibiîité  de  les  concevoir 
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comme  parallèles  ,  ôc  leur  parallélifme  ne  peut  être  abfolu, 
mais  feulement  infiniment  peu  différent  de  fabfolu.  Ainii 
dans  ce  cas  là  on  peut  les  confidérer  encore  félon  l’angle  in¬ 
finiment  petit  qu’elles  font  entr’elles. 

707.  Il  en  va  de  meme  de  deux  lignes  infiniment  petites  , 
qui  font  entr’elles  un  angle  infiniment  petit. 

708.  Le  parallélifme  non-abfolu  confiftant  donc  toujours 
en  ce  que  deux  lignes  font  entr’elles  un  angle  infiniment 
petit,  fi  deux  lignes  font  parallèles  de  ce  parallélifme,elles  ne 
peuvent  fe  rencontre  qu’à  une  diftance  qui  foit  de  Pordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  dont  eft  la  bafe  de  l’angle 
infiniment  petit.  Ainfi  fi  la  bafe  de  cet  angle  eft  une  ligne 
finie,  les  deux  lignes  parallèles  ne  peuvent  fe  rencontrer  qu’à 
une  diftance  infinie,  ou  dans  l’Infini  (69 2).  Si  la  bafe  eft 
infiniment  petite  du  1 cr  ordre ,  les  deux  parallèles  fe  rencon¬ 
trent  à  une  diftance  finie ,  ôcc. 

709.  Le  parallélifme  abfolu  n’eft  point  fufceptible  de  plus 
ôc  de  moins,  mais  le  non-abfolu  en  eft  fufceptible ,  car  l’angle 
infiniment  petit  peut  être  plus  ou  moins  grand, 

710.  Le  parallélifme  non-abfolu  eft  même  fufceptible  de 
tous  les  ordres,  puifque  l’angle  infiniment  petit  peut  être  de 
tous  les  ordres  d’infiniment  petits  (696). 

7 1 1.  Donc  deux  lignés  parallèles  d’un  parallélifme  non- 
abfolu  peuvent  être  plus  ou  moins  parallèles  à  l’infini,  ôc  infi¬ 
niment  plus  ou  moins  parallèles  félon  tous  les  ordres  d’infini 
que  deux  autres  parallèles. 

On  peut  le  voir  encore  ainfi.  Soient  deux  droites  égales  A 
ôc  fi,  perpendiculaires  fur  une  même  bafe  droite  C,  la  ligne  D 
quipaffera  par  leurs  extrémités  fera  parallèle  à  la  bafe  C.  Si 
B  eft  plus  grande  que  A  d’une  différence  infiniment  petite  , 
D  fera  encore  parallèle  à  C,  mais  non  d’un  parallélifme  ab- 
folu  ,  comme  dans  le  ier  cas.  Plus  la  différence  de  A  ôc  fi 

fera  grande,  étant  toujours  de  l’ordre  de  —  ,  moins  DôcC 

00 

feront  parallèles ,  ôc  enfin  elle  ne  cefferont  entièrement  de 
l’être  >  ou  ne  deviendront  obliques  l’une  à  l’autre ,  que  quand 

la 
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la  différence  de  A  ôc  de  B  fera  finie.  Que  fi  au  contraire  la 
différence  de  A  ôc  de  B,  étant  de  l’ordre  de  —  ,écoit  décroif- 

oo 

fante,  D  ôc  Cferoient  toujours  plus  parallele$;ôc  enfin  quand 


cette  différence  feroit  devenue  =  — -,  Dôc Cferoient  infî- 

oc  2 

nimentplus  parallèles, mais  non  encore  d’un  parallélifmc  ab- 
folu  :  ôc  il  ne  le  deviendroit  que  quand  la  différence  auroit 
paffé  par  tous  les  ordres  d’infiniment  petits,  ôc  feroit  devenue 
zéro  abfolu. 

Dans  les  recherches  géométriques,  ôc  dans  le  calcul ,  le 
parallélifme  non-abfolu  eft  le  même  que  l’abfolu,  comme 
,i  +  ™=i  ,  Ôc  parla  même  raifon.  Mais  quoique  la  diffé¬ 
rence  de  ces  deux  efpeces  de  parallélifme  nous  échappeftly  * 
a  des  occafions  où  il  eft  bon  de  les  diftinguer  ;  comme  il  y 
en  a  où  il  faut  prendre  1  *4-  —  tel  qu’il  eft ,  ôc  non  pas 
=  1  (4jM,  #  00 

712.  Tout  ce  qui  a  été  dit  du  parallélifme  s’applique  de  Et  de  meme 
foi-même  à  la  perpendicularité  ,  &  l’on  verra  aifément  qu’il 
y  a  une  perpendicularité  abfolue ,  ôc  une  non-abfolue  qui 
peut  décroître  felontousles  degrés  d’un  ordre, jufqu’à  devenir 
obliquité ,  ou  au  contraire  croître  félon  tous  les  ordres  d’in¬ 
fini  jufqu  a  ce  qu’elle  devienne  perpendicularité  abfolue. 

Pour  entendre  nettement  cette  perpendicularité  croit-  Fig  IL 
fante  ,  il  n’y  a  qu’à  concevoir  que  dans  le  Triangle  reôlangle 
MRm  ,  dont  les  trois  côtés  font  finis  ,  l’hypotenufe  M m 
oblique  fur  MR  s’approche  toujours  en  décroiffant  de  la 
perpendiculaire  Rm,  & c  tend  à  fe  confondre  avec  elle.  Mm 
fera  oblique  tant  que  MH  fera  d’une  grandeur  finie,  quoi¬ 
que  cette  grandeur  foit  toujours  moindre.  Lorfque  M  m  fe 
fera  tant  approchée  de  Rm ,  que  MR  ne  fera  plus  que  de 
l’ordre  de  J_.,  Mm  fera  perpendiculaire ,  mais  non  pas  d’une 

perpendicularité  abfolue ,  car  elle  ne  fera  pas  encore  entière¬ 
ment  Ôc  exactement  confondue  avec  R  m  :  elle  le  fera  plus , 


lorfque  MR  ne  fera  que  de  l’ordre  de 


00 


,  plus  encore ,  lorf- 

I  i 
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que  MR  fera  de  l’ordre  de 


I 


C/0 


,  &  ainfi  à  l’infini 


conféquent  Mm  fera  toujours  de  plus  en  plus  perpendicu¬ 
laire  ,  &  enfin  elle  le  fera  abfolument,  lorfque  MR  fera  zéro 
abfolu. 

suites  infinies  713.  On  peut  concevoir,  ainfi  que  des  Suites  de  nom- 
de  Lignes ,  bres  y  des  Suites  de  lignes  droites  ,  ou  finies  ,  ou  infinies  ,  ou 
o “données™  infiniment  petites,  ou  originairement  formées  de  lignes  finies 
pojees  p^ai-  &  terminées  par  des  lignes  infiniment  grandes  ou  petites» 
leinAxl  ^Ur  comme  on  rapporte  toutes  les  Suites  de  nombres  à  la 
Suite  naturelle  ,  ne  fut-ce  que  pour  leur  donner  les  dénomi¬ 
nations  de  icl,  2d ,  3  &c.  de  même  il  faut  concevoir  les 

Suites  quelconques  de  lignes  difpofées  parallèlement  félon 
leur  grandeur  fur  une  ligne  commune,  qifon  appelle  en  gé¬ 
néral  diamètre  ,  &  en  particulier  axe  ,  fi  les  lignes, qui  y  font 
difpofées,  lui  font  perpendiculaires ,  ce  qui  eft  la  fuppofition 
la  plus  naturelle,  &c  la  plus  ordinaire.Les  lignes  difpofées  fur 
un  diamètre  ou  axe  s’appellent  Ordonnées  ou  appliquées. 

714.  L’axe  étant  conçu  divifé  en  une  infinité  de  parties 
égales, elles  repréfentent  la  Suite  infinie  des  Unités,  &  leurs 
fommes ,  à  compter  de  l’origine  de  l’axe ,  font  en  progrefiion 
arithmétique  naturelle  ,  &  repréfentent  la  Suite  naturelle  A« 
Les  Ordonnées  pofées  fur  tous  les  points  de  divifion  de  l’axe, 
peuvent  croître  ou  décroître  félon  telle  Loi  qu’on  voudra. 

7  1 5*.  Il  eft  plus  naturel ,  mais  non  pas  néceffaire ,  que  l’axe 
foit  conçu  divifé  en  parties  égales  ,  ôc  on  peut  le  divifer  en 
parties  qui  fuivront  telle  Loi  qu’on  voudra.  Les  fommes 
confécutives  de  ces  différentes  parties  égales  ou  inégales, cor- 
refpondantes  chacune  à  une  Ordonnée ,  s’appellent  AbjcijJ'es 
ou  Coupées . 

716.  Une  droite  finie  quelconque  étant  prife  pour  axe  „ 
&  conçue  divifée  en  une  infinité  de  parties  égales  de  l’ordre 

de  —  ,  fi  l’on  conçoit  de  plus  que  fur  chaque  point  de  divi¬ 


fion  foit  élevée  uneOrdonnée;qu’elles  fuivent  toutes  comme 
leurs  Abfciffes  correfpondantes  la  progrefiion  arithmétique 
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naturelle  3  ôc  que  la  dernière  foit  finie  comme  fon  Abfciffe, 
qui  eft  Taxe  entier3il  eft  clair  que  ces  Ordonnées  ne  pourront 
repréfenter  les  nombres  de  A ,  qui  font  de  deux  ordres  diffé¬ 
rais  >  à  moins  qu’elle  ne  (oient  auffi  de  deux  différens  or¬ 
dres  ;  ôc  que  puifque  la  derniere  ou  plus  grande  eft  finie  ,  il 
y  en  aura  vers  l’origine  de  leur  Suite  ou  de  l’axe  3  qui  ne 
feront  que  de  l’ordre  de  JL.  Donc  les  Ordonnées  de  l’ordre 

de  repréfenteront  les  nombres  finis  de  A  3  ôc  les  Ordon¬ 
nées  finies  repréfenteront  les  Infinis  de  A.  Donc  puifqu’il  y 
a  dans  A  une  infinité  de  Finis  3  ôc  une  infinité  beaucoup  plus 
grande  d’infinis  3  il  y  aura  une  infinité  de  ces  Ordonnées  de 
l’ordre  de  3ôc  une  infinité  beaucoup  plus  grande  de  F inies. 

Et  en  effet  on  voit  déjà  qu’en  joignant  par  une  ligne  droite 
oblique  à  Taxe  les  extrémités  de  toutes  ces  Ordonnées  3  il  fe 
formera  un  Triangle  reélangle ,  dont  elles  rempliront  faire  ; 
que  fon  11’en  pourra  trouver  une  finie  vers  le  fommet  du 
Triangle  3  quelque  petite  qu’elle  foit  3  que  quand  on  prendra 
une  partie  finie  de  l’axe  ;  que  cette  partie  finie  de  l’axe  étant 
compofée  d’une  infinité  de  parties  de  f  ordre  de  —  3  la  pre¬ 
mière  ôc  plus  petite  ordonnée  finie  que  l’on  concevra  9  fera 
précédée  par  conféquent  d’une  infinité  d’Ordonnées  de  l’or¬ 
dre  de  ôc  qu’après  elle  il  en  viendra  une  infinité  beau¬ 
coup  plus  grande  de  Finies.  Cela  repréfente  à  l’œil  ce  que 
nous  avons  dit  tant  de  fois  fur  la  Suite  naturelle  A ,  qui.quant 
au  nombre  3  aux  rapports  3  &  aux  différens  ordres  de  fes 
grandeurs  3  eft  précifément  la  même  chofe  que  la  Suite  des 
Ordonnées  de  ce  Triangle. 

717.  Ce  qui  fait  que  ce  Triangle  ne  repréfente  que  les 
rapports  3  ôc  non  l’abfolu  de  A ,  c’eft  qu’on  a  pris  un  axe  fini  > 
divifé  en  parties  égales  de  l’ordre  de  -J3dont  chacune  repré- 

fentoit  une  Unité  finie  de  A  3  de  forte  que  les  différences 
confiantes  des  Ordonnées  n’ont  été  auffi  que  des  — .  Mais 

fi  on  avoit  pris  un  axe  —  00 }  divifé  en  une  infinité  de  par- 
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ties  toutes  —  i?  on  auroit  eu  dès  les  premiers  points  de  dî~ 
vifion  desOrdonnées  finies*qui  euffent  repréfenté  l’abfolu  des 
nombres  finis  qui  font  à  l’origine  de  A .  Auiïî  n’auroit-on 
pu  jamais  avoir  annuellement*  ou  tracer  qu’un  nombre  fini 
de  ces  Ordonnées*  encore  moins  eût- on  pu  tracer  les  infinies 
qui  auroient  dû  les  fuivre  *  8c  l’on  n’eût  eu  qu’une  repréfenta- 
tion  très-incomplete  de  A . 

718.  A  ayant  des  nombres  de  trois  ordres  *  des  Finis  en 
nombre  fini  *  des  00 , 6c  des  00 en  nombre  infini  croiflant 
(210)  *  cette  Suite  peut  être  reprélentée  par  des  Ordonnées 

de  l’ordre  de  — -  5  de  — *  8c  du  Fini*  ou  de  l’ordre  de  —  *  du 

00  00  o® 

Fini ,  6c  de  00  *  ou  du  Fini  *  de  oc  *  6c  de  oc1  ;  toutes 
confervant  les  rapports  des  quarrés  des  nombres  naturels.  Et 
en  général  il  eft  évident  qu’il  n’y  a  point  de  Suite  dénombrés 
qui  ne  puiffe  être  repréfentée  par  des  Ordonnées  difpofées 
lignes  pofi-  fur  un  axe  *  ou  diamètre  *  ce  qui  fuffit  quant  à  préfent. 

7  î  5>.  Si  les  lignes  font  fufceptibles  de  l’idée  du  pofitif  8c 
gimins .  du  négatif*  il  faut  que  ce  foit  par  quelque  être  fpécifique.  Or 

on  n’y  peut  jamais  confiderer  que  deux  chofesjeur  grandeur* 
6c  leur  pofition.  Leur  grandeur  eft  certainement  leur  être 
numérique  *  dont  il  faut  que  le  fpécifique  foit  entièrement 
diftind  ;  il  faut  même  *  autant  qu’il  eft  poffible ,  que  le  fpéci¬ 
fique  ne  touche  point  au  numérique  ;  c’eft-à-dire  *  qu’il  ne 
doit  ni  augmenter  ni  diminuer  la  grandeur*  mais  lui  être  ab- 
folumént  indifférent.  La  pofition  d’une  ligne  par  rapport  à 
une  autre  ligne  confifte  à  lui  être  ou  perpendiculaire*  ou  obli¬ 
que  *  ou  parallèle  :  mais  outre  que  ces  différentes  pofitions 
feroient  varier  dans  prefque  tous  les  cas  la  grandeur  d’une 
ligne  *  6c  ne  feroient  pas  par  conféquent  indifférentes  à  leur 
être  numérique  *  il  eft  clair  que  cette  idée  de  pofition  ne  peut 
convenir  ni  aux  Abfcifles  *  qui  ne  font  qu’une  même  ligne 
plus  ou  moins  grande  *  ni  aux  Ordonnées*  qui  font  toutes 
perpendiculaires  à  l’axe*  ou  également  obliques  fur  un  dia¬ 
mètre.  Donc  fi  ces  lignes  font  capables  d’être  fpécifiques*  il 
confifte  en  quelque  autre  chofe. 
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720.  Il  faut  néceffairement  déterminer  une  Origine  à 
l’axe  ,  c’eft-à-dire ,  un  point  d’où  parte  la  1 lc  Ordonnée. Cette 
Origineétantarbitrairementdéterminée,carellene  peut  hêtre 
autrement ,  il  faut  que  les  Abfciffes  prennent  leur  cours  ou 
à  la  droite  ou  à  la  gauche  de  l’Origine  ,  ôc,  s’il  eft  poflible  , 
qu’elles  prennent  leur  cours  &  à  la  droite  &  à  la  gauche ,  les 
Abfciffes  d’une  part  &  les  Abfciffes  de  l’autre  auront  donc 
des  pofitions  contraires  par  rapport  à  leur  Origine  commune: 
ôc  fi  celles  qui  font  à  la  droite  ont  été  qualifiées  de  pofitives* 
celles  qui  feront  à  la  gauche  feront  négatives, ou  au  contraire* 
Ce  fera  donc  là  leur  être  fpécifique. 

721.  De  même  il  faut  déterminer  arbitrairement  fi  les 
Ordonnées  feront  pofées  au-deffus  ou  au-deffous  de  l’axe, car 
cela  eft  entièrement  indifférent ,  ôc  s’il  eft  poffible  qu’il  y  en 
ait  tant  au-deffous  qu’au-deffus  ,  elles  auront  par  rapport  à 
l’axe  des  pofitions  contraires,  en  quoi  confiftera  leur  être  fpé¬ 
cifique,  ôc  fi  les  fuperieures  ont  été  qualifiées  de  pofitives,les 
inférieures  feront  négatives  ,  ou  au  contraire. 

722.  Il  eft  évident  que  les  Abfciffes  ne  peuvent  être  pofi- 
tives  &  négatives  que  de  la  maniéré  qui  a  été  dite.  Mais  on 
pourroit  croire  que  les  Ordonnées  le  devroient  être  auffi  de 
la  même  maniéré  :  car  celles  qui  feront  àla  droite  de  l’origine 
de  l’axe  ,  auront  une  pofition  contraire  à  celles  qui  feront  à 
la  gauche.  Mais  ce  qui  fait  que  cela  n’eft  pas ,  c’eft  que  pour 
déterminer  une  Ordonnée ,  qui  eft  à  la  gauche  de  l’origine 
de  l’axe  ,  il  fuffit  d’avoir  déterminé  que  l’Abfciffe  qui  lui  ré¬ 
pond  eft  négative.  Ainfi  le  pofitif  ôc  le  négatif  des  Ordon¬ 
nées  ne  doit  confifter  que  dans  leur  pofition,  au-deffu s  ou  an 
deffous  de  l’axe,  comme  le  pofitif  ôc  le  négatif  des  Abfciffes 
ne  confifte  que  dans  leur  pofition ,  à  la  droite  ou  à  la  gauche 
de  l’origine  de  l’axe. 

On  a  déjà  vu  des  exemples  de  ces  deux  efpeces  de  pofitif 
ôc  de  négatif  dans  l’art.  469 ,  parce  qu’ils  étoient  tirés  d’arcs 
ou  de  lignes  qui  ne  peuvent  avoir  que  ces  deux  maniérés 
d’être  pofitives  ou  négatives. 

723.  On  voit  affez  que  le  quarré  d’une  Ordonnée  fupé- 

I*  •  •  • 
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rieure  par  une  inférieure  égale  ne  fera  qu’imaginaire  ;  parce 
que  fi  on  vouloit  tracer  réellement  un  quarré  fur  une  Ordon¬ 
née  fupérieure ,  il  faudroit  que  ce  quarré  fut  auffi  entièrement 
au-deffus  de  l’axe.  C’eft  la  même  chofe  pour  le  quarré  d’une 
Abfciffe  pofitive  par  une  négative  égale.  De-là  s’enfuit  tout 
ce  qui  peut  appartenir  à  ces  grandeurs  entant  que  réelles  ou 
imaginaires. 

724.  Si  Ton  conçoit  que  les  différences  des  Ordonnées 
foient  finies  ,  il  faut ,  pour  la  correfpondance  des  divifions  de 
Taxe  aux  Ordonnées  ,  concevoir  auffi  ces  divifions  finies  ,  ou, 
ce  quieft  la  même  chofe ,  les  différences  des  Abfciffes.  Mais 
fi  on  conçoit  les  différences  des  Ordonnées  infiniment  petites 
du  iel  ordre,  il  faut  concevoir  auffi  les  divifions  de  l’axe  infi¬ 
niment  petites  de  ce  même  ordre  ^  ôc  par  conféquent  les  Or¬ 
données  infiniment  proche  les  unes  des  autres ,  ou  chacune 
de  fa  confécutive. 

725*.  Les  différences  quelconques ,  foit  des  Abfciffes ,  foit 
des  Ordonnées, ne  font  point  proprement  ôc  par  elles-mêmes 
fufceptibles  de  Fidée  du  pofitifôc  du  négatif:  car  elles  n’ont 
point  de  pofition  qui  leur  appartienne,  elles  n  ont  que  celle 
des  grandeurs  dont  elles  font  différences  ôc  parties.  Elles  n’ont 
îe  que  parce  quelles  font  ajoutées  à  des  grandeurs  croif- 
fantes ,  ni  le  —  que  parce  qu’elles  font  retranchées  de  gran¬ 
deurs  décroiffantes. 
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SECTION  IX. 

Idée  générale  des  Lignes  Courbes. 

yi6.  T  L  n’y  a  point  de  Lignes  qui  ne  puiffe  être  conçue  Differentes 
J.  comme  décrite  par  le  mouvement  d’un  point  qU\™ameresd™e 
coule.  La  .Ligne  droite  eft  décrite  par  un  point  dont  le  mou-  concevoir  u 
vement  a  toujours  la  même  diredion,  &  la  Ligne  Combe,  formatton  des 
dont  l’idée  eft  oppofée  à  celle  de  la  droite ,  fera  donc  décrite  it 

par  un  Point  dont  le  mouvement  changera  toujours  de  dire-  l*fa“t  conce- 
dion.  Il  faut  voir  maintenant  ce  que  c’eft  que  changer  tou¬ 
jours  de  diredion.  Le  Point  décrivant  n  en  peut  changer 
qu’après  chaque  pas  ou  chemin  fini ,  ou  après  chaque  pas  infi¬ 
niment  petit;  il  n’en  peut  changer  que  Animent,  ou  infini¬ 
ment  peu. 

72,7.  Si  le  Point  décrivant  change  Animent  de  diredion 
après  un  pas  fini,  auquel  félon  la fuppofition  fuccede  un  fé¬ 
cond  pas  fini, ce  font  deux  lignes  droites  finies  qui  fonr  entr  el¬ 
les  un  angle  fini ,  tout  le  mouvement  quelconque  du 
Point  produit  un  aflemblage  de  droites  finies  ,  qui  font  entr  - 
elles  certains  angles;  c’eft-à-  dire ,  que  le  tout  eft  un  Poligone 
rc&iligne. 

728.  Si  le  Point  décrivant  change  Animent  de  diredion 
après  un  pas  infiniment  petite  &  ainfi  de  fuite  ,  il  fe  forme 
un  alfemblage  de  lignes  droites  infiniment  petites  ,  qui  font 
entr’elles  des  angles  finis  ,  ou ,  pour  ne  pas  éviter  une  expref- 
fion  que  l’idée  demande, un  Zic-zac,dont  tous  les  angles  font 
finis,  &  les  côtés  infiniment  petits.  Or  il  eft  manifefte  que 
ce  n’eft  pas  là  ce  qu’on  entend  par  une  Courbe ,  &  que  cette 
figure  ne  pourroit  jamais  être  décritiecar  les  côtés  infiniment 
petits  devroient  êtrediftinds  les  uns  des  autres  à  caufe  des 
angles  finis  qu’ils  feroient  entr’eux  ,  mais  par  la  même  raifon 
que  tout  Infini  en  grandeur  ou  en  petiteffe  eft  inexprimable 
en  nombres ,  il  eft  indefcriptible  en  ligne ,  &  par  conféquent 
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les  côtés  du  Zic-zac  infiniment  petits ,  ôc  diftincts  les  uns  des 

autres  ^  devroient  ôc  ne  pourroient  être  décrits. 

729.  Si  le  Point  décrivant  après  un  pas  fini ,  change  infi¬ 
niment  peu  de  direction  ,  fon  fécond  pas  eft  en  ligne  droite 
avec  le  premier  à  caufe  de  la  petiteffe  infinie  du  changement 
de  direàion  ,  ôc  par  conféquent  il  ne  fe  forme  dans  cette  hi- 
pothéfe  qu’une  ligne  droite. 

730.  Donc  il  refte  pour  la  defcription  de  la  Courbe  que 
le  Point  décrivant  à  chaque  pas  infiniment  petit  >  change  infi¬ 
niment  peu  de  direêtion. 

731.  Si  la  Courbe  étoit  le  Zic-zac  de  l’art.  72 S,  elle 
auroit  la  plus  grande  oppofition  poffible  à  la  ligne  droite  :  car 
rien  n’eft  plus  oppofé  à  ne  changer  jamais  de  direction  après 
aucun  pas  fini  y  que  d’en  changer  toujours  Animent  après  cha¬ 
que  pas  infiniment  petit;  ôc  il  eft  vifible  que  de  n’en  changer 
qu  infiniment  peu  à  chaque  pas  infiniment  petit^eft  une  moin¬ 
dre  oppofition.  Elle  eft  même  fi  petite  >  qu’on  peut  conce¬ 
voir  la  ligne  droite  comme  changeant  infiniment  peu  de  di- 
reêtion  après  un  pas  fini;  ainfi  qu’on  a  vu  dans  l’art.  729  ; 
en  quoi  confifte  donc  l’oppofition  de  la  droite  ôc  de  laCourbef 
C’eft  que  la  Courbe  changeant  infiniment  peu  de  direction 
à  chaque  pas  infiniment  petit ,  dès  que  le  nombre  de  ces  pas 
eft  infini ,  la  Comme  en  eft  finie  y  ôc  par  conféquent  auffi  celle 
des  changemens  de  direction*  d’où  il  fuit  qu’après  une  éten¬ 
due  finie  de  la  Courbe  y  quelque  petite  qu’elle  foit  >  il  y  a  un 
changement  de  direction  fini au  lieu  qu’après  une  étendue 
finie  quelconque  de  la  ligne  droite  y  il  n’y  a  aucun  change¬ 
ment  de  direction  fini  y  ôc  l’Infiniment  petit  qu’on  y  fuppo- 
feroit  ne  feroit  rien  y  ôc  n’empêcheroit  pas  la  rectitude  de 
la  ligne. 

732.  De-là  il  fuit  qu’une  droite  qui  à  chaque  pas  fini 
quelconque  changeroit  infiniment  peu  de  direction  y  feroit 
toujours  une  droite  tant  qu’elle  feroit  finie  >  mais  deviendroit 
Courbe  y  ou  changeroit  de  direction  dès  qu’elle  feroit  infinie  : 
car  au  nombre  infini  de  fes  pas  finis  répondroit  un  même 
nombre  infini  de  changemens  de  direction  infiniment  petits 

qui 
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<jui  feroîent  une  fomme  finie.  Mais  cette  Courbe  feroit  d’une 
nature  differente  des  Courbes  que  nous  connoiffons  ,  ôc  qui 
le  font  dans  des  étendues  finies  quelconques.Cependant  cette 
idée  peut  avoir  lieu  en  certains  cas ,  ôc  l’aura  dans  la  fuite. 

733.  Nous  concevons  toujours  que  les  changemens  de 
direêtion  de  la  Courbe  font  des  Infiniment  petits  du  icr  or¬ 
dre  y  puifqu’il  fuffit  de  les  prendre  de  cet  ordre  ,  aufffbien 
que  les  pas  de  la  Courbe.  Alais  fi  l’on  concevoit  que  les  pas 
étant  toujours  de  ce  ier  ordre  ,  les  changemens  de  direêtion 
fuffent  du  2a y  il  s’enfuivroit  qu’après  un  nombre  infini  de  pas 
de  la  Courbe ,  ou  quand  elle  auroit  une  étendue  finie  y  elle 
n’auroit  qu’un  changement  de  direction  infiniment  petit  du 
icl  ordre  y  ôc  par  conféquent  feroit  encore  ligne  droite  ,  ôc 
que  ce  ne  feroit  qu’après  une  étendue  infinie  qu’elle  auroit 
un  changement  de  direêtion  fini  ,  ou  deviendroit  Courbe  , 
ce  qui  retombe  dans  fart,  précédent  ,  dont  le  cas  eft  le  par¬ 
fait  équivalent  de  celui-ci. 

734.  Ces  fortes  de  Lignes  infinies  qui  feroient  droites 
tant  qu’elles  auroient  des  étendues  finies  y  ôc  Courbes  quand 
elles  en  auroient  d’infinies ,  peuvent  toujours  être  conçues 
comme  ayant  un  nombre  fini  de  parties  infinies  ,  telles  que 
des  moitiés,  des  tiers ,  &c.  ôc  par  conféquent  elles  auroient 
à  chacune  de  ces  parties  un  changement  de  direction  fini, 
ce  qui  les  rendroit  effentiellement  différentes  des  droites, 
qui  le  font  toujours ,  dans  quelque  étendue  infinie  que  ce 
loit ,  ôc  en  même  temps  différentes  des  Courbes  ordinai¬ 
res  ,  qui  ont  un  changement  de  direction  fini  dans  la  plus 
petite  étendue  finie. 

735*.  Il  feroit  impollible  ou  inutile  de  concevoir  les  pas 
de  la  Courbe  comme  infiniment  petits  du  2d  ordre.  Car  ou 
ï’on  concevroit  en  même  temps  les  changemens  de  direction 
comme  infiniment  petits  du  Ier,  auquel  cas,  après  une  éten¬ 
due  infiniment  petite  du  icr  ordre ,  qui  feroit  la  fomme  d’une 
infinité  de  pas  infiniment  petits  du  2d ,  il  y  auroit  un  chan¬ 
gement  de  direêtion  fini ,  ce  qui  feroit  la  ligne  indefcriptible 
de  fart.  728,  où  l’on  concevroit  les  changemens  de  direction 
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infiniment  petits  du  2d  ordre  ,  comme  les  pas ,  ce  qui  ne  fe- 
roit  que  ce  que  font  les  pas  infiniment  petits  du  icl  ordre 
avec  des  changemens  de  direction  du  même  ordre. 

Ce  raifonnement  ne  conclut  pas  qu’il  ne  puifle  y  avoir 
une  Courbe  dont  les  pas  foient  infiniment  petits  du  2  1  ordre 
avec  des  changemens  de  direction  du  Ier  ,  mais  feulement 
qu’une  telle  Courbe  feroit  indefcriptible ,  &  ne  feroit  pas 
par  conféquent  de  la  nature  de  celles  que  nous  connoiflons. 

Il  n’empêche  pas  non  plus  que  dans  quelque  Courbe  def- 
criptible  &  que  nous  connoîtrons ,  il  ne  puifle  y  avoir  quelque 
pas  infiniment  petit  du  2^  ordre;  mais  feulement  la  Courbe 
n’en  fera  pas  toute  compofée ,  puifqu  on  la  fuppofe  def- 
criptible. 

7  36*  Donc  la  Courbe  en  général ,  &  par  rapport  à  nos 
connoiflances  ^  eft  un  aflemblage  de  lignes  droites  infiniment 
petites  du  icl  ordre,  dont  chacune  fe  détourne  infiniment 
peu  de  celle  qui  la  précédé  ou  la  fuit ,  ou ,  ce  qui  eft  le  mê¬ 
me,  fait  avec  elle  un  angle  infiniment  petit  du  ier  ordre.1 
Ces  petites  droites  s’appellent  les  cotés  de  la  Courbe ,  qui  eft 
par  conféquent  un  Poligone  reèïiligne  dont  les  côtés  font  infi¬ 
niment  petits .  On  foufentend  qu’ils  fe  détournent  infiniment 
peu  les  uns  des  autres. 

7  37.  Et  comme  il  n’y  a  point  de  Courbe  qui  n’ait  au  moins 
une  étendue  finie ,  &  qu’il  faut  une  infinité  d’infiniment  pe¬ 
tits  du  icr  ordre,  pour  faire  une  fomme  ou  grandeur  finie 7 
toute  Courbe ,  dans  quelque  étendue  finie  qu’on  la  prenne* 
eft  un  P oligone  recliligne  infiniti-latere *  ou  un  Poligone  infini  * 
en  foufentendant  que  fes  côtés  font  droits ,  infiniment  petits* 
&  fe  détournant  infiniment  peu.  Et  fi  la  Courbe  a  une  éten¬ 
due  infinie ,  c’eft  un  Poligone  infiniment  infini  (  626). 

738.  Chaque  côté  d'une  Courbe  eft  inaflignable  &  in¬ 
déterminable  ,  puifqu’il  eft  infiniment  petit.  Cependant  il  a 
une  direction ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  une  étendue  (dp7)# 
mais  fenfiblement  ou  phyfiquement  nulle  (ép8). 

de  direction  d’un  côté 
:nt  petit ,  il  faut  que  les 
H?  u  courbe,  deux  ç ôtés  A  B  *  AC  >  foient  infiniment  peu  éloignés  d’être 


Ce  que  c*ejt  73^.  Afin  que  le  changement 
sZumn!cede  quelconque  au  fuivant  foit  infinim 
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en  ligne  droite  ,  &  par  conféquent  que  l’angle  ABC  différé  Fig.  Z, 
infiniment  peu  d’un  angle  de  180  degrés ,  &  que  l’angle  de 
complément  DBClo\t  infiniment  petit.  On  appelle  1  angle 
DEC ,  angle  de  contingence. 

740.  Puifque  l’angle  de  contingence  DBC ,  qui  eft  le 
changement  de  direction  du  côté  AB  au  côté  BCy  eft  infi¬ 
niment  petit  du  icl  ordre,  &  que  BC>  l’un  de  fes  côtés ,  eft 
infiniment  petit  du  1 cr  ordre ,  étant  côté  de  la  Courbe ,  ce  qui 
fait  que  B  D  doit  être  auffi  conçu  du  même  ordre  >  la  baie  de 
cet  angle  fera  une  ligne  infiniment  petite  du  2 ordre  (704). 

741.  Donc  aufti  fon  Sinus,  qui  fera  fa  mefure,  en  prenant 
pour  Sinus  total  le  côté  BC>  fera  une  ligne  infiniment  petite 
du  ordre. 

742.  De  ce  que  chaque  côté  de  la  Courbe  eft  inaiïignable 
&  indéterminable  (7  3  8) ,  il  fuit  qu’on  ne  peut  déterminer  que 
le  côté  AB ,  fuppofé  que  A  ne  foit  pas  le  premier  point  de  la 
Courbe ,  commence  au  point  A  ôc  Unifie  au  point  B ,  ni  que 
le  côté  BC  commence  en  B ,  &  finiffe  en  C.  Par  conféquent 
on  peut  prendre  A  B  &  B  Cenfemble  pour  un  feul  côté  de 
la  Courbe  ,  ou  A  B  ôc  une  partie  de  B  C,  telle  que  B  b  >  ou 
feulement  la  ligne  A  a,  ou  a  B  b.  Enfin  ABC  étant  une 
portion  infiniment  petite  de  la  Courbe ,  il  eft  libre  de  la  pren¬ 
dre  ,  on  pour  un  feul  côté ,  ou  pour  une  partie  d’un  côté ,  ou 
pour  plufieurs  côtés  ,  en  tel  nombre  fini  qu’on  voudra;  car 
cette  portion  étant  infiniment  petite ,  elle  peut  n’être ,  ou 
qu’une  petite  droite ,  ou  portion  de  droite ,  fans  aucun  chan¬ 
gement  de  direâion ,  ou  plufieurs  petites  droites  quin’auront 
qu’un  nombre  fini  de  changemens  de  direction  infiniment 
petits ,  qui  tous  enfemble  n’empêcheront  point  toutes  ces 
petites  lignes  d’être  pofées  bout  à  bout  en  ligne  droite. 

743.  Si  on  conçoit  AB&cBC  comme  deux  côtés ,  alors 
cette  idée  emporte  nécefiairement  qu’il  y  ait  entr’eux  un 
angle  ABC ,  comme  au  point  B. 

744.  Donc  de  l’infinie  petiteffe  des  côtés  d’une  Courbe  > 
qui  les  rend  indéterminables  ,  il  fuit  que  la  divifion  d’une 
Çourbe  en  fes  côtés  eft  entièrement  arbitraire ,  c’eft-à-dire , 

Kk  ij 


2.6  o  Elemens  de  la  Ge'o  he'trie 


Angle  de 
contingence 
croïffant  ou 
décroïjfant » 
Idée  de  lu 
courbure 
eroijfante  ou 


quon  peut  les  concevoir  égaux  ou  inégaux ,  félon  telle  raifon 
qu’on  voudra,  pourvû  que  cette  divifion  étant  établie,  on  con¬ 
çoive  toujours  entre  deux  côtés  confécutifs  un  angle  A  B  C 
7451.  De  cette  divifibilité  arbitraire  de  la  Courbe  qui  peut 
produire  des  divifions  différentes  à  l’infini,  &  de  ce  qu’entre 
deux  côtés  confécutifs ,  il  y  a  toujours  un  angle  ABC ,  il 
fuit  qu’il  n’y  a  aucun  point  de  la  Courbe  où  il  ne  fe  faffe  un- 
changement  de  direction  infiniment  petit» 

746".  L’angle  de  contingence  DBG  a  une  grandeur ,  ôc 
par  conféquent  peut  croître  ou  décroître. 

747.  S’il  croît ,  il  femble  qu’il  doive  être  capable  de  deve- 
nir  infiniment  plus  grand  qu’il  n’étoit,c’eft-à~dire,  fini.  Mais 
s’il  le  devenoit,  la  divifion  de  la  Courbe  ne  feroit  plus  arbi- 


décroijjiwte*  traire  en  cet  endroit  ;  car  011  ne  pourroit  plus  prendre  pour 
une  feule  ligne  droite  AB  &  BC>  qui  feroient  entr’eux  un 
angle  obtus  A  B  C,  dont  le  complément  DEC  feroit  fini.  Il 
eft  vrai  qu’on  pourroit  dire  qu’il  fuffirok  que  par-tout  ailleurs 
la  divifion  de  la  Courbe  fût  arbitraire ,  mais  on  prouvera  dans 
la  fuite  que  l’angle  D  B  C  11e  peut  jamais  être  fini. 

748.  S’il  décroît ,  rien  n’empêche  qu’il  ne  devienne  =  o  ? 
auquel  cas  il  faut  concevoir  l’angle  A  B  C' comme  étant  exa¬ 
ctement  de  1 80  degrés ,  &  les  deux  côtés  A  B ,  BCy  exacte** 
ment  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite.  Alors  ces  deux  côtés 
peuvent  encore  n?être  pris  que  pour  un  feul ,  ôc  ne  font  fen- 
fiblement  qu’un  point. 

749.  Si  l’angle  DEC  devient ,  non  pas  abfoîument  zéro  y 
mais  infiniment  petit  du  2(î  ordre ,  c’eft  encore  la  même  cho~* 
fe  ;  car  les  deux  côtés  AB ,  12 C,  quiapprochoient  infiniment 
d’être  pofés  en  ligne  droite,  venant  à  en  approcher  encore, 
infiniment  davantage ,  doivent  être  conçus  comme  pofés  en, 
ligne  droite,  quoique  ce  ne  foit  pas  à  la  derniere  rigueur.  If 
en  faudra  dire  autant  de  l’angle  DEC ,  devenu  infiniment  pe¬ 
tit  du  3  me  ordre,  &c.  Tout  cela  revient  aux  lignes  parallèles 
plus  ou  moins  parallèles  de  la  SeCt.  viiï,  &  dépend  des  mê¬ 
mes  principes.  Ici  une  ligne  droite  eft  plus  ou  moins  droite 
félon  qu’il  y  faut  concevoir  des  angles  ou  changement  de 
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dire£Hon  d’un  ordre  d’infiniment  petit  plus  ou  moins  bas* 

Et  en  effet ,  dans  une  ligne  absolument  droite  ,  il  n’en  fau- 
droit  abfolument  concevoir  aucun. 

7  jo.  Puifque  la  courbure  d’une  Courbe  confifte  dans  fes 
changemens  de  direction  ou  angles  infiniment  petits  DBC 
à  chaque  pas  infiniment  petit  ,  &  que  les  pas  ou  côtés  de  la 
Courbe ,  &  les  angles  DEC,  peuvent  être  plus  ou  moins 
grands  ,  la  courbure  fera  d’autant  plus  grande  ,  qu’un  côté 
fera  plus  petit,  &  l’angle  DEC  plus  grand ,  de  forte  que  la 
courbure  fera  croiffante  ,  files  côtés  font  décroilfans  ,  &  les 
angles  DBC  croiflàns  ;  car  il  eft  vifible  que  fe  détourner  da¬ 
vantage  après  un  moindre  chemin  en  ligne  droite ,  c’eft  s’é¬ 
loigner  davantage  de  la  rectitude.  Ce  fera  le  contraire  fi  les 
côtés  font  croiflàns ,  &  les  angles  DBC  décroiflans.  Et  fi  les 
côtés  font  toujours  égaux ,  &  les  angles  DEC auilî ,  la  cour¬ 
bure  fera  toujours  la  même  ,  ou  uniforme. 

75*  1.  On  voit  affez  par-là  qu’il  ne  peut  y  avoir  qu’une 
feule  efpece  de  Courbe  dont  la  courbure  foit  uniforme  , 

&  que  toutes  les  autres  doivent  avoir  une  courbure  croif¬ 
fante  ou  décroiflante. 

75*1.  La  divifion  d’une  Courbe  en  fes  côtés  étant  entiè¬ 
rement  arbitraire  ,  on  peut  concevoir  les  côtés  tous  égaux  , 
auquel  cas  on  n’a  plus  pour  la  courbure  que  les  angles  DB  C 
croiflàns  ou  décroiflans ,  à  confidérer.  Ou  bien  on  peut  con¬ 
cevoir  la  Courbe  tellement  divifée ,  que  tous  les  angles  DEC 
qui  feront  aux  points  de  divifion  foient  égaux,  &  on  n’aura 
plus  à  confidérer  que  les  côtés  croiflàns  ou  décroiffans  :  car 
fi  la  Courbe  eft  fuppofée  faire  des  pas  toujours  égaux ,  il  faut 
pour  une  courbure  croiffante ,  qu’elle  fe  détourne  toujours 
davantage,  ou  au  contraire  pour  une  courbure  décroiflànte; 
ôc  fi  elle  eft  fuppofée  fe  détourner  toujours  également ,  il 
faut  pour  une  courbure  croiffante ,  qu’elle  fafîè  toujours  de 
plus  petits  pas  en  ligne  droite ,  ou  au  contraire. 

75  j.  Puifque  tous  les  côtés  de  la  Courbe  ont  chacun  leur  -Différentes 
direêtion  particulière,  fi  on  rapporte  la  fuite  A  Mm  de  dif- portions  des 
férens  côtés  infiniment  petits  ,  ou  la  Courbe  A  Mm  a  une  ^  ^ 

-  ~  ~  "  :-r  Kkiij  ^ 


Courbe  par 
rapport  à  un 
meme  axe. 

Fig,  II. 


Mouvement 
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ligne  droite  A  JS,  ils  auront  tous  par  rapport  à  cette  ligne 
leur  pofition  particulière  ;  par  exemple ,  le  côté  Mm  aura 
par  rapport  à  AB  une  pofition  que  les  précédens  ni  les  fui- 
vans  n’auront  point  jOU;ce  qui  revient  au  même ,  Mm  étant 
conçu  prolongé  jufqu’à  A  B ,  l’angle  A  F M  fera  different 
de  celui  que  feroient  fur  AB  les  autres  côtés  pareillement 
prolongés.  Il  eft  clair  qu’il  n’y  a  pas  d  autre  moyen  de  con- 
fidérer  les  différentes  direêtions  des  côtés  ,  que  de  les  rap¬ 
porter  tous  à  une  ligne  droite  commune. 

75*4.  Si  des  deux  extrémités  du  côté  Mm,  &  pareillement 
de  celles  de  tous  les  autres  côtés ,  on  mene  fur  A  B  les  per¬ 
pendiculaires  MP>mp>&cc .  ces  lignes  font  Ordonnées  ou  Ap¬ 
pliquées  à  Y axe  A  B.  Et  parce  que  les  côtés  Mm  font  infini¬ 
ment  petits  du  icr  ordre ,  les  diftances  Pp  ou  MR  de  deux 
Ordonnées  confécutives ,  &  leurs  différences  pm  —  PM 
=  R  m ,  font  des  Infiniment  petits  de  ce  même  ordre. 

7SS-  L’axe  A  B  étant  conçu  comme  une  ligne  horifon- 
eompofé  de  taie ,  ce  qui  eft  entièrement  arbitraire  ,  un  côté  quelconque 
tnfimm'nt  *  ^m  oblique  à  cet  axe ,  eft  l’hypothenufe  d’un  Triangle  re- 
j petit  de  la  ôtangle  ,  dont  les  deux  autres  côtés  font  la  ligne  horifontale 
Courbe,  MR ,  &  la  verticale  Rms  Donc  tout  côté  Mm  oblique  à 
l’axe  repréfente  un  mouvement  infiniment  petit  de  la  Cour¬ 
be,  compofé  d’un  horifontal  &  d’un  vertical. 

75 '6.  L’origine  de  la  Courbe  A  Mm  étant  au  point  A  > 
&  fon  étendue  jufqu’au  point  m  finie  ,  il  eft  clair  qu’elle  eft 
la  fomme  d’une  infinité  de  côtés  Mm,  qui  ont  eu  une  dire- 
£tion  compofée  de  l’horifontale  &  de  la  verticale ,  que  Y  Abf- 
cijfe  A p  correfpondante  à  la  fomme  de  tous  ces  côtés ,  eft  la 
fomme  de  tout  ce  qu’il  y  a  eu  d’horifontal  dans  leurs  dire- 
ôtions,  ôt  l’Ordonnée  pm  la  fomme  de  tout  ce  qu’il  y  a  eu 
de  vertical  :  ou ,  pour  parler  plus  exa&ement ,  car  les  idées 
d’horifontal  &  de  vertical  ne  font  employées  ici  qu’afin  de 
rendre  l’image  plus  fenfible ,  Ap  eft  la  fomme  de  toutes  les 
diftances  infiniment  petites  Pp  qui  ont  été  entre  les  Ordon¬ 
nées^  &Lpm  eft  la  fomme  de  toutes  leurs  différences  infini¬ 
ment  petites  Rm,  les  diftances  Pp  &  les  différences  Rm 
ayant  été  en  un  même  nombre  infini. 
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J 57.  Dans  une  étendue  finie  quelconque  A  p  de  l’axe  * 
il  y  aune  infinité  d’Ordonnées  infiniment  proches  ,  qui  ré¬ 
pondent  à  une  égaie  infinité  de  côtés  Mm . 

7J8.  Au  point  A  de  l’origine  d'une  Courbe,  il  faut  lui 
concevoir  une  Ordonnée  infiniment  petite  ,  &  ne  lui  en 
concevoir  point  d’autres  jufqu’à  ce  que  la  Courbe  ait  une 
étendue  finie.  Ces  Ordonnées  font  infiniment  petites  du 
icr  ordre  ,  leurs  diftances  font  toujours  des  Pp >  &  leurs 
différences  des  R  m  du  même  ordre  qu’elles.  Et  ce  n’eft  que 
quand  ces  Ordonnées  font  en  nombre  infini >  que  la  Courbe 
a  une  étendue  finie *  ôc  une  première  Ordonnée  finie  ,  qui 
eft  la  fournie  de  toutes  les  différences  des  Ordonnées  pré¬ 
cédentes.  Il  eft  clair  que  cette  première  Ordonnée  finie  eft 
indéterminable  *  ôc  ne  peut  être  déterminée  qu’arbitrai,- 
rement. 

7yp.  Puifque  chaque  étendue  finie  de  la  Courbe  a  une 
infinité  de  Mm  y  aufquels  répondent  une  infinité  égale  d’Or¬ 
données  ,  de  Pp,  ôc  de  Rm,  fi  la  Courbe  a  une  étendue  in¬ 
finie  y  il  y  a  une  infinité  d’infinités  de  Mm  y  d’Ordonnées  > 
de  P p y  &  de  Rm . 

7  do.  Puifque  les  Ordonnées  étant  infiniment  proches*  ce  qui  e fi 
il  n’y  a  aucun  point  de  la  Courbe  où  il  ne  fe  termine  une  Refaire 
Ordonnée  *  la  Courbe  peut  auffi-bien  être  conçue  comme  la  ^oiffanceTes 
Suite  des  extrémités  de  toutes  les  Ordonnées  y  que  comme  combes . 
une  Suite  de  côtés  Mm.  Donc  on  a  la  Courbe  ,  fi  on  a  la  ^eur  f  ^ 
grandeur  de  toutes  les  Ordonnées  PM  ou pm y  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  rapport  de  chaque  Abfciffe  A  P  you 
A p  y  a  fon  Ordonnée  correfpondante  P  Al  ou  p  m .  Donc  la 
connoiffance  du  rapport  des  Abciffes  aux  Ordonnées ,  ren¬ 
ferme  toute  la  connoiffance  de  la  Courbe. 

76 1.  Si  ce  rapport  étoit  confiant ,  c’eft-à-dite  ,  fi  une 
'Abfciffe  quelconque  étoit  à  fon  Ordonnée  comme  une  au¬ 
tre  Abfciffe  à  la  fienne ,  il  eft  aifé  de  voir  que  ce  qu’on  au- 
roit  fuppofé  être  une  Courbe ,  ne  feroit  que  l’Hypothenufe 
d’un  Triangle  redangle  *  dont  une  Abfciffe  ôc  une  Ordon¬ 
née  quelconques  feraient  les  deux  autres  côtés  *  comme 
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clans  l’art  7 1  <5.  Donc  il  faut  que  dans  une  Courbe ,  le  rapport 

des  Abfcifles  aux  Ordonnées  foit  inceffamment  variable. 

7 62.  Mais  il  faut  en  même  temps  qu’il  foit  perpétuel  i 
c’eft-à-dire  ,  entre  ces  grandeurs  toujours  conditionnées  de  la 
même  maniéré.  Ainfi  ne  pouvant  être  toujours  le  même  en¬ 
tre  les  Abfcifles  ôc  les  Ordonnées ,  parce  qu’il  n’en  réfulte- 
roit  qu’une  ligne  droite  ,  il  pourra  être ,  par  exemple ,  entre 
les  Abfcifles  ôc  les  quarrés  des  Ordonnées  ^  ou  leurs  cubes, 
&c.  ôc  alors  il  eft  variable ,  ce  qui  eft  évident  &  perpétuel , 
parce  qu’il  eft  toujours  entre  les  Abfcifles  &  les  mêmes  puifl 
lances  des  Ordonnées.  On  voit  aflez  qu’il  peut  y  avoir  une 
infinité  d’autres  maniérés  de  le  rendre  variable  ôc  perpétuel , 
&  que  chacune  de  ces  maniérés  produira  une  différente  ef- 
pece  de  Courbe. 

yéj.  Il  faut  une  Loi  particulière  pour  déterminer  chaque 
rapport  perpétuel ,  ôc  l’expreflion  algébrique  de  cette  Loi 
s’appelle  Y  Equation  de  la  Courbe . 

764.  Toute  variation  demande  quelque  chofe  d’invaria¬ 
ble  ôc  de  confiant ,  qui  foit  comme  le  point  fixe  par  rapport 
auquel  fe  faffe  tout  le  mouvement  de  la  variation.  Donc 
parmi  les  grandeurs  qui  compofent  la  Courbe ,  ôc  qui  font 
les  Mm  ,  ou  celles  qui  y  ont  rapport ,  qui  font  les  Pp ,  ou 
les  Rm ,  il  faut  en  choifir  quelques-unes  qui  feront  fuppo- 
fées  confiantes ,  tandis  que  les  autres  varieront.  Et  ce  choix 
eft  entièrement  libre,  parce  que  quelque  choix  que  l’on  faffe, 
il  n’en  arrivera  autre  chofe  ,  finon  que  la  Courbe  fera  diffé¬ 
remment  divifée  en  fes  côtés ,  or  cette  divifion  eft  arbitraire. 
La  plus  ordinaire  des  trois  fuppofitions  ôc  la  plus  commode 
eft  celle  des  Pp  conftans  ,  moyennant  quoi  les  Abfcifles 
croiffent  félon  la progreflion  arithmétique  naturelle,  tandis 
que  les  Ordonnées  varient  félon  la  loi  quelconque  preferite 
par  l’Equation. 

765.  Le  rapport  des  Abfcifles  aux  Ordonnées ,  exprimé 
par  l’Équation  de  la  Courbe  fe  maintient  dans  flnfiniment 
petit ,  ôc  dans  flnfini ,  c’eft-à-dire ,  lorfque  la  Courbe  n’a  en- 
pore  qu’une  étendue  infiniment  petite,  ôc  lorfqu’elle  en  aune 

infinie ,  - 
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infinie  ,  fi  elle  en  a  une  telle.  Car  ce  rapport  eft  perpétuel, 

&  d’ailleurs  tout  rapport  peut  être  également  entre  des  gran¬ 
deurs  finies  ,  ou  infiniment  grandes ,  ou  petites, 

7 66.  L’Axe  ôc  les  Ordonnées  font  des  lignes  étrangères 
à  la  Courbe  ,  ôc  fans  lefquelles  on  peut  abfolument  la  conce¬ 
voir.  De-là  il  fuit  que  la  pofition  de  l’Axe  par  rapport  à  la 
Courbe  eft  indifférente,  c’eft-à-dire ,  qu’au  lieu  de  rapporter 
la  Courbe  A  Mm  a  l’axe  AB ,  on  peut  la  rapporter  à  Taxe  ab 
parallèle  au  premier,  ou  à  Taxe  afi  perpendiculaire  à  tous  les 
deux ,  ou  même  à  un  autre  axe  qui  leur  foit  oblique.  Mais 
un  axe  étant  pofé ,  il  emporte  la  pofition  des  Ordonnées  qui 
lui  font  toujours  perpendiculaires,  non  par  aucune  néceffité 
tirée  de  leur  nature  ,  mais  par  une  fuppofition  arbitraire  qui 
a  prévalu ,  parce  qu’elle  eft  plus  fimple  ôc  plus  commode  que 
ne  feroit  celle  des  Ordonnées  obliques  à  une  ligne  droite 
commune,  qu’on  appelleroit  alors  diamètre . 

767.  Puifqu’il  eft  indifférent  à  quel  axe  on  rapporte  une 
Courbe,  on  peut  lui  en  concevoir  deux  en  même  temps. 

Àinfi  fi  la  Courbe  A  A4 m  fe  termine  au  point  fi  ,  on  peut 
lui  concevoir  A  a  ôc  et  fi  comme  deux  axes  perpendiculaires 
l’un  à  l’autre ,  enforte  que  la  derniere  des  Ordonnées  prifes 
fur  l’un  fera  l'autre  axe  même.  En  ce  cas -là  les  Abfciffes  ôc 
les  Ordonnées  prifes  indifféremment  fur  l’un  ou  l’autre  ,  s’ap¬ 
pellent  Coordonnées.  On  appelle  auffi  les  deux  axes  Conjugués. 

7  6  8.  La  Courbe  A  Mm  eft  concave  vers  l’axe  A  B ,  mais 
fi  on  avoit  pris  a  b  pour  axe ,  die  feroit  convexe  vers  lui.  Sa 
concavité  vers  A  B  vient  de  ce  que  les  angles  obtus  ABC  de  Fig.  i. 
fes  côtés  font  tournés  vers  AB ,  ôc  par  conféquent  les  angles 
de  contingence  du  côté  oppofé  ,  ou  vers  ab. 

769.  Je  fuppofe  les  Pp  égaux.  Si  après  le  côté  Mw,  ce  qui  fais 
hypotenufe  du  Triangle  infiniment  petit  MR  m,  il  vient  un 
autre  côté  pofé  en  ligne  droite  avec  Mm }  il  y  aura  un  fécond  de  la  Courbe 
triangle  égal  ôc  femblable  à  MRm ,  ôc  les  deux  côtés  confé- vers  1  axe- 
cutifs  ne  feront  point  d’angle  tourné  ni  vers  A  B ,  ni  vers  ab.  F 1  1  îc 

Mais  fi  le  côté  qui  fuit  Mm  fe  détourne  de  A4  m ,  ôc  s’abaiffe 
Vers  A  B ,  le  côté  Km  du  fécond  triangle  fera  moindre  qu’il 


Rehrcuffe- 
ment  de  la 
Courbe, 
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n’étoit  dans  le  premier, ôc  en  même  temps  les  deux  côtes  Mm 
ôc  le  fuivant  feront  entr’eux  un  angle  obtus  tourne  vers  AB*. 
Or  R  m  eft  la  différence  de  deux  Ordonnées  croiffantes.Donc 
la  Courbe  eft  concave  vers  AB  (768  ) ,  lorfque  les  Ordon¬ 
nées  croiffent,  &  que  leurs  différences  décroiffent.  Par  la 
raifon  contraire ,  elle  feroit  convexe  vers  A  B ,  li  les  Ordoiv^ 
nées  &  leurs  différences  croiffoient  en  même  temps. 

Et  comme  la  Courbe  A  M  m  renverfée ,  c’eft- à-dire ,  prife 
de  m  vers  A ,  eif  une  Courbe  dont  les  Ordonnées  décroif- 
fantes  ont  des  différences  croiffantes ,  &  qu’elle  eft  encore 
concave  vers  AB ,  il  s’enfuit  en  général  que  la  Courbe  efl: 
toujours  concave  vers  l’Axe ,  dont  les  Ordonnées  ont  une 
variation  d’accroiffement  ou  de  décroiffement  contraire  a 
celle  de  leurs  différences, &  toujours  convexe, quand  les  Or¬ 
données  &  leurs  différences  ont  la  même  efpece  de  variation- 

770.  Jufqu  ici  nous  n’avons  confidéré  le  changement  de 
direction  perpétuel  qui  fait  l’effence  de  la  Courbe,  que  com¬ 
me  appartenant  à  un  mouvement  direCt,  ou  qui  va  toujours 
en  avant ,  par  exemple ,  à  celui  de  la  Courbe  A  Mm,  qui  va 
toujours  de  A  vers  B.  Mais  quand  un  mouvement  qui  étoit 
direct ,  devient  rétrograde  ou  rebrouffant ,  c’eft  une  autre 
efpece  de  changement  de  direction ,  &  il  faut  voir  comment 
il  peut  appartenir  à  la  Courbe. 

Si  un  Point,  qui  a  décrit  une  ligne  droite,  eft  conçu  com¬ 
me  revenant  exactement  fur  fes  pas  ,  il  a  le  plus  grand  chan¬ 
gement  de  direction  qui  foit  poffible;  mais  quant  à  la  deff 
cription  d  une  ligne,  ce  changement  de  direction  ne  fait  ab- 
folument  rien  ,  car  tout  au  plus  le  Point  redécrit  une  ligne 
déjà  décrite.  C’efl  la  même  chofe ,  fi  cette  ligne  efl  Courbe» 
Ainfi  le  plus  grand  changement  de  direction  poffible  ne  fait 
rien  par  lui-même  à  la  Courbe  ni  à  la  courbure. 

771.  Je  dis  par  lui-même ,  car  il  peut  avoir  quelque  effets 
fi  on  y  ajoute  une  condition  ,  qui  eft ,  que  le  Point  décrivant 
décrive  par  fon  mouvement  rétrograde  une  ligne  foit  droite, 
foit  courbe,  exactement pofée  fur  une  ligne  déjà  décrite,  ce 
qui  la  rendra  double,  car  cela  n’eûtpas  été  fans  le  mouvement 
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rétrograde  ,  mais  îi  n*y  a  encore  rien  de  changé  par-là  à  la 
ligne  décrite.  Pour  tirer  de-ià  quelque  nouvel  effet ,  il  faut 
concevoir  que  le  Point  décrivant ,  ayant  décrit  par  fon  mou¬ 
vement  direél  une  Courbe  ,  retourne  du  dernier  point  ou  il 
étoit  arrivé  ,  non  pas  exactement  fur  fes  pas,  mais  feulement 
vers  le  même  côté  d’où  il  étoit  parti,  &  forme  une  nouvelle 
courbure  ou  branche  de  Courbe.  La  Courbe  totale  formée 
des  deux  branches  ,  dont  l’une  a  été  produite  par  le  mouve¬ 
ment  direCt ,  l’autre  par  le  rétrograde ,  s’appelle  rebroujjante . 
Elle  eft  continue  ,  parce  que  le  mouvement  du  Point  décri¬ 
vant  n’a  pas  été  interrompu.  5 

772.  Soit  que  l'on  confidere  la  Courbe  en  elle-même  9 
c’eft-à-dire  ,  comme  une  Suite  de  côtés  infiniment  petits 
qui  fe  détournent  infiniment  peu  les  uns  des  autres,  foit  qu’on 
la  confidere  comme  la  Suite  des  extrémités  de  fes  Ordon¬ 
nées  infiniment  peu  diftantes  les  unes  des  autres  ,  &  infini¬ 
ment  peu  différentes  en  grandeur ,  il  eft  clair  que  toutes  les 
variations  de  la  Courbe  doivent  être  infiniment  douces(6S  3), 
ôc  par  conféquent  il  ne  s’y  fera  aucun  changement  fans  un 
Terme  quifoit  en  même  temps  Terme  &  Origine ,  &  Ter¬ 
me  moyen  ou  commun  (58 4). 

773.  il  n’entre  dans  la  confidération  des  Courbes  que 
des  Suites  de  lignes  droites ,  foit  finies,  foit  infiniment  peti¬ 
tes,  réglées  par  quelque  Loi,  &  par  conféquent  il  n’y  a  qu’à 
leur  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  fur  les  Suites  de  nombres. 
Toute  la  différence  eft  qu’une  Courbe  eft  comme  le  réfultat 
de  la  combinaifon  ou  complication  de  plusieurs  Suites  diffé¬ 
rentes  de  lignes ,  de  celles  des  Ordonnées ,  de  celle  de  leurs 

.  diftances  ,  de  celle  de  léurs  différences ,  de  celle  des  côtés , 
de  celle  des  bafes  ou  des  Sinus  des  angles  de  contingence , 
ou  du  moins  de  quelques-unes  de  toutes  celles-là.  Mais 
tout  ce  qui  en  arrive ,  c’eft  que  les  Termes  par  où  fe  font  les 
changemens  des  Courbes  font  ordinairement  compliqués  , 
&  qu’il  faut  que  chaque  Suite  en  particulier  y  trouve  égale¬ 
ment  ce  qui  lui  eft  néceffaire. 

774.  Toute  Courbe  eft  naturellement  infinie,  c’eft-à-dire* 

F"  -  Llij 


Courbe  dé-, 
* venue  infini¬ 
ment  moins 
tourbe». 
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d’un  cours  ou  d’une  étendue  infinie.  Car  c’eft  une  Suite  dont 
le  cours  eft  abfolument  infini  ,  ou  peut-être  conçu  comme 
infini  (  66.5  ). 

77  j.  Il  entre  dans  la  confédération  de  toute  Courbe  des 
Suites  ou  Amplement  infinies  ou  infiniment  infinies  de  gran¬ 
deurs  infiniment  petites:  8c  comme  ce  n’eft  que  par  ces  gran¬ 
deurs  que  la  Courbe  peut  être  connue  ou  confédérée  ,  il  faut 
que  ces  Infiniment  petits ,  inconnus  8c  indéterminables  par 
eux-mêmes  ,  aient  des  rapports  qui  puiffent  être  connus  8c 
déterminés.  Donc  de  tout  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  Suites 
formées  d’infiniment  petits  duns  la  Théorie  des  Suites  en 
général,  on  n'en  peut  appliquer  aux  Suites  d’infiniment  pe¬ 
tits  qui  entrent  dans  la  confédération  des  Courbes  ,  que  ce 
qui  appartient  aux  Suites  originairement  formées  d'infini¬ 
ment  petits  dont  les  rapports  font  déterminables. 

77 6.  Si  une  Courbe  a  un  cours  infini ,  elle  nous  échappe  , 

&  ne  peut  plus  être  décrite  vers  cette  extrémité,  précifément 
comme  les  Suites  infinies  de  nombres  dont  nous  ne  connoif 
fons  point  les  nombres  infinis,  ou  en  grandeur ,  ou  en  peti- 
teffe.  Et  comme  ces  Suites  nous  échappent,  non  feulement 
quand  elles  ont  atteint  les  nombres  infinis ,  mais  infiniment 
plutôt,  &  dès  qu’elles  font  parvenues  aux  Finis  indétermi¬ 
nables  ,  &  même  encore  plutôt,  ce  que  l’on  voit  dans  la  Suite 
naturelle ,  dont  toutes  les  autres  que  nous  connoiffons  font 
extraites  :  ainfi  les  Courbes  qui  ont  un  cours  infini  nous 
échappent, non  feulement  dès  que  ce  cours  eft  devenu  infini , 
mais  infiniment  plutôt,  8c  nous  n’en  pouvons  connoître  ou 
décrire  que  quelque  portion  finie  qui  peut  toujours  être  plus 
grande  ,  8c  par  conféquent  eft  indéterminable.  jf 

777.  Une  Courbe  d’un  cours  infini  ne  doit  être  conçue 
comme  terminée  que  quand  elle  a  tout  le  cours  infini  dont 
fon  Equation  la  rend  capable,  mais  auffi  dès  qu’elle  l’a  atteint, 
elle  doit  être  conçue  comme  terminée. 

778.  Les  variations  de  grandeur  de  toutes  les  differentes 
Suites  poffibles  de  nombres  font  analogues  aux  variations  de 
direction  de  toutes  les  differentes  Courbes  poffibles ,  ou  les 
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peuvent  repréfenter  *  &  tout  ce  qu’on  aura  conçu  des  uns  fe 
peut  concevoir  des  autres.  Donc  comme  il  y  a  des  Suites  de 
nombres  qui  ayant  eu  des  variations  de  grandeur  finies  8c 
déterminables *  viennent  à  n’en  avoir  plus  que  d’infiniment 
petites*  8c  par  conféquent  indéterminables*  il  doit  y  avoir  des 
Courbes  qui  ayant  eu  des  variations  de  direction  finies  8c 
déterminables  dans  des  étendues  finies  *  viennent  à  n’en  avoir 
plus  que  d’infiniment  petites  dans  de  pareilles  étendues.  Et 
en  effet  il  doit  être  poflible  que  les  angles  de  contingence  qui 
font  naturellement  infiniment  petits  du  ier ordre*  viennent 
dans  certaines  Suites  où  ils  feront  décroifians  *  à  être  infini¬ 
ment  petits  du  2d*  du  3me  *  ôcc.  puifque  tous  ces  angles  font 
poflibles  {696).  En  ce  cas  *  dès  que  ces  angles  feront  du  2d 
ordre  *  la  variation  de  la  direction  des  Courbes  fera  infiniment 
moindre  qu’elle  n’étoit  *  ou  *  ce  qui  efl  le  même  *  ces  Courbes 
deviendront  lignes  droites*du  moins  phyfiquement*  car  quoi- 
qu’en  elles-mêmes  8c  réellement  elles  varient  encore  de  di~ 
redion  *  elles  n’en  varieront  plus  de  la  maniéré  que  nous 
connoifïons*  8c  auront  infiniment  moins  de  courbure*  ce 
qui  eft  équivalent  à  la  reditude.  Tels  font  le  parallélifme  ou 
la  perpendicularité  croifians  ou  décroifians  des  art.  709* 
710*711*712. 

779.  Il  n’y  a  aucune  Suite  infinie  de  nombres*  qui  ayant 
eu  d’abord  des  variations  finies ,  vienne  dans  un  cours  Fini 
déterminable  à  avoir  une  variation  infiniment  petite  ;  8c  toute 
Suite  qui  vient  à  en  avoir  une  pareille  *  ne  l’a  qu’après  un 
cours  infini  moindre  que  fon  cours  total*  ou  au  moins  après 
un  cours  fini  fi  grand  *  qu’il  en  efl:  indéterminable  (5 '96). 
Donc  aufii  fi  une  Courbe  doit  venir  à  n’avoir  qu’une  varia¬ 
tion  de  diredion  infiniment  petite  dans  des  étendues  finies  * 
ou  ,  ce  qui  efl  le  même  *  devenir  ligne  droite  *  cela  ne  peut 
arriver  au  plutôt  qu’après  qu’elle  aura  eu  un  cours  Fini  in¬ 
déterminable  *  8c  dans  d’autres  cas  *  après  qu’elle  aura  eu  un 
cours  infini.  Donc  une  Courbe  ne  peut  devenir  ligne  droite  ^ 
même  phyfiquement  *  après  un  cours  Fini  déterminable. 
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SECTION  X. 

Des  Variations  &  des  Changernens  des  Courbes. 


Confidération 
d'une  G  ourle 
qui  s'élevant 
toujours  au- 
dejfus  de  fon 
axe  ,  tend  ou 
arrive  a  lui 
devenir  pa¬ 
rallèle  ,  foit 
par  un  cours 
fini ,  foit  par 
un  cours  in¬ 
fini. 

F  J  G.  IX. 


780.  TE  fuppofe  la  Courbe  A  Mm  y  dont  les  Ordonnées 
J  PAÎ>pm y  infiniment  proches.,  font  toujours  diftan-* 
tes  de  la  même  quantité  P  p.  je  fuppofe  auffi  que  la  Courbe 
s’élève  au  deffus  de  fon  axe  A  B  >  ôc  que  par  conféquent  les 
PM  font  croisantes  mais  que  leurs  différences  Rm  font 
décroiffantes  >  ôc  que  par  conféquent  la  Courbe  s’élève  tou¬ 
jours  de  moins  en  moins. 

Donc  dans  chaque  petit  Triangle  MRm y  Rm ,  qui  repré¬ 
fente  le  mouvement  vertical  de  chaque  côté  correfpondant 
Mm  y  efi  toujours  plus  petit  par  rapport  à  AIR  =  P  p  ,  qui 
repréfente  un  mouvement  horifontal  confiant. 

781.  Il  ne  s’enfuit  pas  de-là  que  Rm  n’ait  pu  être  d’abord 
ou  vers  l’origine  A  de  la  Courbe  plus  grand  que  MR  y  mais 
feulement  que  Rm  décroît  toujours y  AlR=^Pp  étant  conf¬ 
iant.  Et  fi  Rm  a  été  d’abord  plus  grand  que  MR  y  il  viendra 
à  lui  être  égal  (686),  après  quoi  il  fera  toujours  plus  petit. 

782.  Puifque  Rm  y  ou  le  mouvement  vertical  décroît 
toujours ,  chaque  côté  Mm  efi  toujours  plus  oblique  à  l’axe 
AB  y  ou  y  ce  qui  revient  au  même ,  chaque  Mm  prolongé 
jufqu’à  un  point  T  de  Taxe.,  y  fait  toujours  un  angle  MT  P 


plus  aigu. 

783.  C’eft  dans  cette  obliquité  croiffante  que  confifte  la 
variation  de  la  pofition  des  côtés  Mm  par  rapport  à  l’axe. 

784.  Une  Courbe  qui  s’élève  toujours  de  moins  en  moins 


au  deffous  de  fon  axe ,  tend  à  ne  s’élever  plus ,  ôc  par  confé¬ 
quent  à  avoir  un  côté  parallèle  à  l’axe ,  qui  fera  le  plus  oblique 
qu’il  fe  puiffe  ,  après  que  tous  les  précédens  font  toujours 
été  de  plus  en  plus.  Donc  le  Terme  où  la  Courbe  tend  efi 
le  parallélifme. 

785.  Il  feroit  naturel  de  concevoir  que  fon  Origine  a 
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été  un  côté  perpendiculaire  à  l’axe  au  point  A ,  mais. cela 
n’eft  pas  abfolument  néceffaire.  Ce  premier  côté  peut  avoir 
été  oblique  à  l’axe  *  mais  il  doit  l’avoir  été  moins  que  tous 
les  fui  vans. 

786'.  Quand  la  Courbe  arrive  à  un  côté  parallèle  ,  les 
deux  Ordonnées  qui  lui  répondent  font  égales.  Ces  deux 
Ordonnées  égales*  confidérées  dans  le  Fini*  c’eft-à-dire  * 
comparées  à  quelque  autre  Ordonnée  Animent  diftante  d’el¬ 
les  *  n’en  font  qu’une  à  caufe  de  leur  proximité  infinie  *  mais 
confidérées  dans  l’Infini  *  c’eft-à-dire  *  en  tant  qu’infinimenr 
proches ,  elles  font  toujours  deux. 

787.  Donc  leur  différence  Rm  eft  nulle  *  &  la  Suite  dé- 
croiffante  des  Rm  qui  étoient  originairement  des  eft 

arrivée  ou  à  zéro  abfolu *  ou  à  *  ou  à  quelque  Infiniment 


petit  inférieur.  * 

788.  Si  la  Suite  des  Rm  efl  arrivée  à  zéro  abfolu*  les 
deux  Ordonnées  correfpondantes  étant  abfolument  égales,  la 
Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  abfolu  &  rigoureux.  Mais 
fi  la  Suite  des  Rm  n’eft  arrivée  qu’à  ,  les  deux  Ordonnées 

qui  ont  cette  différence*  font  infiniment  moins  différentes 
que  les  précédentes  qui  i’etoient  infiniment  peu*&  par  confé- 
quent  font  cenfées  égales  *  &  la  Courbe  parallèle.  Mais  enfin 
elle  pourroit  réellement  ferre  davantage.  Ce  qui  revient  au 
parallélifme  fufceptibie  de  plus  &  de  moins  des  art.  709* 
7 1  o  *  7 1 1  ;  à  plus  forte  raifon  cela  feroit-il  vrai  *  fi  la  Suite 
des  Km  fe  terminoit  par  — Q  ou  — .  *  &c. 

1  OO  34  oo* 


78  9.  La  Suite  des  Rm >  terminée  par  o  *  ou‘par  — —  *  étoit 

ou  fimplement  infinie  *  ou  infiniment  infinie.  Si  c’eft  le  1% 
la  Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  fini  *  ou 
n’a  eu  jufque  là  qu’une  étendue  finie  (759).  Si  c’eft  le  2d> 
la  Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  infini  (75*91) 
ôc  a  eu  un  axe  A  B  infini. 

790.  Lorfque  la  Suite  des  Rm  *  terminée  par  o*  ou  par 
*  eft  fimplement  infinie*  la  fomme  en  eft  finie  {6 13.)* 


0 

2.J2  E  L  E  M  E  N  S  DE  LA  Ge'oME'tRIE 
Donc  l’Ordonnée  PM ,  qui  répond  au  côté  parallèle ,  &  qui 
eft  la  fomme  de  cette  Suite  des  Rm}  eft  finie.  Donc  la  Courbe 
arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  fini  (ySp)  ,  n’y  peut 
avoir  qu’une  Ordonnée  finie. 

791.  Si  à  l’origine  de  la  Courbe ,  qui  eft  arrivée  au  pa¬ 
rallélifme  par  un  cours  fini,  les  Rm  ont  été  plus  petits  que 
les  P p )  l’Ordonnée  PM  qui  répond  au  côté  parallèle  eft  plus 
petite  que  PAbfcifle  AP  correspondante,  puifque  cette  AP 
eft  la  fomme  de  tous  les  Pp  conftans  qui  font  en  même 
nombre  infini  que  les  Rm>  ôc  qui  dès  le  commencement  ont 
été  plus  grands.  Mais  fi  les  Rm  ont  été  d  abord  plus  grands 
que  les  P p  >  félon  Part.  781 ,  il  eft  poftible  que  PM ,  qui  ré¬ 
pond  au  côté  parallèle ,  foit  plus  grande  que  AP  correfpon- 
dame.  Cela  eft  poftible ,  ôc  non  pas  néceflaire ,  car  les  R  m , 
quoique  d’abord  plus  grands  que  les  P  p ,  peuvent  avoir  été 
dans  la  fuite  fi  décroiffans,  que  leur  fomme  fera  moindre 
que  celle  des  Pp.  Puifque  PM  peut  être  moindre  ou  plus- 
grande  que  A  P ,  il  eft  évident  qu’elles  peuvent  être  égales. 

7P2.  Lorfque  la  Suite  décroiftante  des  R  m?  terminée  par 
~  ,  eft  infiniment  infinie,  la  fomme  en  eft  infinie  {635  ). 

Donc  en  ce  cas  la  Courbe  qui  arrive  au  parallélifme  par  un 
cours  infini,  &  a  un  axe  infini  (  7 8p  ) ,  a  auflî  une  Ordonnée 
infinie. 

Il  eft  vrai  que  cette  démonftration  fuppofe  que  la  Suite 
des  Rm  ait  été  originairement  formée  de  Rm ,  dont  les  rap¬ 
ports  étoient  déterminables  (£31),  mais  on  eft  toujours  ici , 
ôc  on  fera  toujours  dans  cette  fuppofkion  (  77  5  ) ,  ôc  il  ne  fera 
plus  néceflaire  d’en  avertir. 

793.  Une  Suite  Amplement  infinie  de  terminée  par 
*-i-,a  une  infinité  de  — ,  ôc  une  infinité  de  —  (6 13). 

Mais  c’eft  lorfqu’on  fuppofe  quelle  a  le  même  nombre  infini 
de  grandeurs  que  la  Suite  naturelle  :  or  elle  en  peut  avoir 
une  infinité  moindre ,  félon  tel  rapport  fini  qu’on  voudra,  ÔC 
par  conféquent  on  peut  concevoir  qu’elle  n’a  que  l’infinité  de 

fes  ~ ,  &  fe  termine  à  fon  premier  ,  ôc  fa  fomme  n’en 

eft 
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eft  pas  moins  finie.  Or  il  eft  néceffaire  de  le  concevoir  ainfi  , 
quand  la  Suite  des  Rm--±—  répond  ou  efl:  liée  à  une  Courbe 

dont  elle  repréfente  les  différences  des  Ordonnées.  Car  fi  on 
laiffe  à  cette  Suite  des  R  m  fon  infinité  de  ,  la  Courbe 

OO  1  * 

arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  Fini  déterminable  dès  le 
premier  y  continue  donc  à  être  parallèle  tant  que  dure 


l’infinité  des  -i-j-;  c’eft-à-dire ,  que  la  Courbe  efl:  parallèle  à 


fon  axe  pendant  un  autre  cours  fini ,  ôc  par  conféquent  eft 
ligne  droite  après  un  cours  Fini  déterminable.  Or  cela  ne  fe 
peut  (  779  ).  Donc  la  Suite  des  R  m  y  parce  qu’elle  eft  liée  à 
une  Courbe ,  doit  être  conçue  comme  terminée  à  fon  pre¬ 
mier  ,  ôc  la  Courbe  terminée  aufli  y  quant  à  préfent ,  à  un 

feul  côté  parallèle.  De  plus  (  777  )  il  faut  concevoir  une 
Courbe  ,  ôc  par  conféquent  aufli  un  certain  cours  d’une 
Courbe  terminé  dès  qu’il  eft  arrivé  au  premier  Infiniment 
grand  ou  petit  dont  il  eft  capable. 

7P4.  Si  la  Suite  des  Rm  >  terminée  par  eft  infiniment 

infinie,  elle  a  une  infinité  d'infinités  de  —  ,  &  une  infinité 

CO  ^ 

d’infinités  de  (  6 1 3  ôc  628  )  >  dans  la  fuppofition  que  le 

nombre  de  fes  grandeurs  eft  —  oc*.  Mais  comme  il  peut 
être  de  ce  même  ordre ,  ôc  moindre  félon  tel  rapport  fini 
qu’on  voudra ,  ôc  que  d’ailleurs  la  Suite  des  R  m  eft  liée  à  une 
Courbe ,  il  faut  concevoir  cette  Suite  terminée  à  fon  pre¬ 
mier  -~-z ,  ce  qui  la  laiffe  encore  infiniment  infinie  y  ôc  par 

conféquent  la  Courbe  eft  arrivée  par  un  cours  infini  à  un  feul 
côté  parallèle  où  elle  fe  termine  >  ôc  auquel  répond  une 
Ordonnée  infinie. 

725*.  En  ce  cas*  fi  les  Rm  ont  été  d’abord  égaux  aux 
P p  >  ou  moindres  ,  il  eft  vifible  que  la  derniere  P  M  infinie 
eft  moindre  que  fon  A  P  correfpondante,  qui  eft  l’axe  infini. 
Mais  quand  même  les  Rm  auroient  été  d’abord  plus  grands 
que  les  P  p  >  cela  feroit  encore.  Car  dans  cette  fuppofition  les 
Rmy  toujours  décroiffans  >  ont  du  venir  à  un  R  m  =  P  p  >  ce 

Mm 
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qui  n’a  pu  arriver  qu’après  un  cours  fini  de  la  Courbe  9  puif- 
qu’alors  elle  n’eft  pas  parallèle ,  ôc  quelle  ne  l’eft  que  quand 
elle  a  un  cours  infini  (  7 89  ).  Donc  à  ne  confidérer  la  Courbe 
que  comme  ayant  fon  origine  au  point  o  ixRm  —  Pp,  fa  der¬ 
nière  P  M  infinie  eft  moindre  que  fon  A  P.  Maintenant  à  la 
reprendre  depuis  fa  première  &  vraie  origine  jufqu’au  point 
où  Rm  =5  P p  >  on  a  à  ce  point  une  P  M  finie  plus  grande 
que  fon  A  P  pareillement  finie  ,  ôc  parce  qu’en  ajoutant 
cette  P  M  finie  à  la  PM  infinie  ,  ôc  X  AP  finie  à  l’axe  infini , 
on  ne  fait  rien  ,  la  derniere  P  M  eft  toujours  moindre  que 
Taxe  infini. 

7 9  5.  Donc  l’axe  infini  étant  fuppofé  =  oo ,  ce  qui  fuffit 
toujours  y  la  derniere  P  M  d’une  Courbe  arrivée  au  parallé- 
liftne  par  un  cours  infini,  eft  toujours  moindre  que  00,  ou 

1  n 

de  quelque  ordre  radical ,  tel  que  00  ”  ;ou  00 7n  . 

797.  On  a  vu  que  la  Suite  des  Rm?  terminée  par-—  , 

eft  ôc  en  elle-même ,  ôc  comme  liée  à  une  Courbe ,  indiffé¬ 
rente  entre  être  Amplement  infinie  ,  ou  infiniment  infinie. 
Mais  fi  elle  fe  termine  par  ,  elle  perdra  par  fa  liaifon  avec 

une  Courbe  cette  indifférence  quelle  auroit  toujours  par  (à 
nature.  Car  comme  elle  fe  termine  par  — ^  ,  elle  ne  peut  fe 

terminer  plutôt  qu’au  premier  -j-j  >  ôc  par  conféquent  elle  a 

tous  fes  —^—-7  auffi-bien  que  tous  les  Si  elle  eft  Amplement 

infinie ,  la  Courbe  qui  arrive  au  parallélifme  par  un  cours  Fini 
déterminable  ,  eft  donc  encore  parallèle  ou  ligne  droite 
pendant  un  autre  cours  Fini  déterminable  :  or  cela  ne  fe 
peut  (  779  ).  Donc  la  Suite  des  R  m  d’une  Courbe  terminée 
far7h  ne  peut  être  qu’infiniment  infinie  ,  ou  la  Courbe  dont 

les  Rm  fe  terminent  par  —-y,  a  un  cours  infini 

798  La  Suite  infiniment  infinie  des  Rm  ,  terminée  par 
n’a  qu’une  fomme  finie  (036").  Donc  la  derniere  P  M 

de  la  Courbe  n’eft  que  finie  ,  tandis  que  l’axe.  AB  eft  infini*.  > 
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7pp.  Si  on  connoît  la  grandeur  dont  doit  être  cette  der-  cas  oti  cette 
niere  P  M  finie  ,  que  Ton  tire  perpendiculairement  fur  l’axe  Co“rheaîine 

'  A  1  1  AlVVftùtOÎG 

une  ligne  égale  et  (2  ,  ôc  par  fon  extrémité  0  une  ligne  a  b  pa-  parallèle  à 
rallele  à  A  B  >  la  Courbe  A  M  m  qui  s’élèvera  toujours  au-  l\*xe-  Ce  iue 
défiais  de  fon  axe,  ne  pourra  cependant  s’élever  jufqu’à  la 
parallèle  a  b  que  par  un  cours  infini.  On  appelle  la  ligne  a  b  en  général 
ainfi  Conditionnée ,  AJymptote  de  la  Courbe. 

800.  Donc  une  Courbe  à  laquelle  répond  une  Suite  de 
Rm y  terminée  par  ,  a  toujours  une  Afymptote ,  au  lieu 

qu’elle  n’en  auroit  point ,  fi  la  Suite  des  R  m ,  quoiqu’infini- 
ment  infinie ,  étoit  terminée  par  ,  car  la  derniere  P  M 


feroit  infinie  auffi-bien  que  Taxe  (  792  ). 

801.  L’axe  infini  ôc  la  derniere  P  M  étant  compofés  du' 
même  nombre  infiniment  infini ,  l’un  de  g/?,  ôc  l’autre  de 
Rm ,  il  eft  vifible  qu’en  ce  cas  l’Afymptotifme  vient  de  ce 
que  de  deux  mouvemens  ,  l’un  horifontal ,  l’autre  vertical , 
qui  ont  été  conduits  par  le  même  nombre  de  degrés  l’un  a 
une  fomme  totale  infinie ,  ôc  l’autre  une  feulement  finie  ,  ôc 
qu’en  général ,  toutes  les  fois  que  de  ces  deux  mouvemens , 
l’un  ne  fera  qu’une  fomme  finie  ,  tandis  que  l’autre  en  fera 
une  infinie  ,  il  y  aura  Afymptotifme. 

802.  Comme  il  eft  fort  naturel  &  fort  ordinaire  que  de 
deux  Suites  infinies ,  compofées  du  même  nombre  de  gran¬ 
deurs  ,  l’une  ait  une  fomme  infinie  ,  ôc  l’autre  une  finie , 
rAfymptotifme  n’a  donc  rien  de  merveilleux. 

803.  Puifque  la  Suite  infiniment  infinie  des  Rm  ,  termi¬ 
née  par  ,  n’a  qu’une  fomme  finie ,  elle  n’a  qu'un  nombre 

infini  de  Rm  —  :  car  fi  elle  en  avoit  un  nombre  infini- 

00 

ment  infini ,  elle  auroit  une  fomme  infinie  (  63  y  ).  Donc  elle 
a  un  nombre  Amplement  infini  de  ,  ôc  un  nombre  infini¬ 
ment  infini  de  Donc  la  Courbe  arrive  au  parallélifme 

par  un  cours  fini ,  ôc  eft  parallèle  ou  ligne  droite  pendant  un 
cours  infini.  Mais  le  cours  fini  de  la  Courbe ,  pendant  lequel 
eulement  elle  fera  courbe  ,  fera  indéterminable  (77 9  )• 

-Mm  ij  • 
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Les  art.  521 ,  $22,  525 ,  J24,  fourniffent  un  exemple 

fenfible  de  cette  vérité  qui  peut  paroître  paradoxe. 

Si  l’on  conçoit  difpofées  fur  un  axe  des  Ordonnées  qui 

00 

foient  comme  les  grandeurs  f ,  f  >  j  >  &c.  —  =  1  >  ôc 

féparées  par  de  petits  intervalles  finis  égaux ,  &  que  de  l’ex¬ 
trémité  de  chaque  Ordonnée  à  l’extrémité  de  la  fuivante ,  on 
tire  une  ligne  droite  ,  il  fe  formera  un  Poligone  re&iligne 
infini ,  dont  chaque  côté  fera  toujours  plus  oblique  à  l’axe. 
Mais  il  n’y  aura  qu’un  nombre  Fini  indéterminable  de  ces 
Ordonnées  qui  aient  des  différences  finies  ,  &  toutes  les  au¬ 
tres  en  nombre  infini  n’auront  que  des  différences  infiniment 
petites.  Donc  les  côtés  du  Poligone  ne  feront  obliques  à  l’axe 
que  pendant  un  cours  fini, mais  indéterminable, du  Poligone* 
après  quoi  ils  feront  tous  parallèles  à  l’axe ,  ou  difpofés  bout 
à  bout  en  ligne  droite  pendant  un  cours  infini.  Il  eft  clair  que 
pour  changer  ce  Poligone  refliligne  en  Courbe  qui  aura  le 
même  cours  infini ,  &  qui  ne  fera  courbe  que  pendant  un 
cours  Fini  indéterminable ,  il  n’y  a  qu’à  concevoir  entre  les 
Ordonnées  f  &  -  ,  entre  7  &  f,  &c.  dont  les  intervalles  ou 
diftances  ont  été  fuppofées  finies ,  une  infinité  d’Ordonnées 
intermédiaires ,  ce  qui  ne  changera  rien  au  refte. 

804.  La  Courbe  dont  la  Suite  des  R  m  fe  termine  par 
eft  donc  parallèle ,  dès  quelle  a  atteint  le  premier  R  m 

,  ce  qu’elle  fait  par  un  cours  Fini  indéterminable  9 

après  quoi  elle  continue  d’être  parallèle  ou  ligne  droite  pen¬ 
dant  un  cours  infini ,  c’eft-à-dire ,  tant  que  durent  les  R  m 
—  — 1 —  ôc  enfin  quand  elle  arrive  à  -i-r  »  elle  devient  encore 
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plus  parallèle  qu’elle  n’étoit ,  ce  qui  revient  à  l’art.  788. 

8 o y.  La  Courbe  n’a  tout  le  parallélifme  dont  elle  eft  ca¬ 
pable  ,  que  quand  elle  eft  arrivée  à  ,  ôc  par  conféquent 

on  ne  la  doit  concevoir  terminée  que  là.  Mais  auflï  on  doit 
la  concevoir  terminée  dès  qu’elle  y  eft  arrivée  (  777)  >  &  par 
conféquent  elle  ne  doit  avoir  que  deux  dernieres  Ordonnées 
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infiniment  proches >  dont  la  différence  foit  ==-—>,  ou ,  ce 

qui  eft  le  même,  elle  n’a  qu’un  feul  côté  parallèle  de  ce  der¬ 
nier  parallélifme ,  au  lieu  quelle  en  a  précédemment  une  in¬ 
finité  d’infinités  parallèles  d’un  moindre  parallélifme ,  &  tou¬ 
jours  le  même  ,  ou  d’une  même  efpece. 

8o5.  Quoiqu’elle  foit  cenfèe  ligne  droite  pendant  un  cours 
infini ,  elle  ne  Tell  pourtant  pas  abfolument  ôc  en  elle-mê¬ 
me.  Car  fi  on  concevoit  une  ligne  droite  infinie  parallèle  à 
l’axe  A  B,  on  concevroit  toutes  fes  Ordonnées  infiniment 
proches  comme  jibfolument  égales  ,  ôc  ayant  des  différen¬ 
ces  =0,  ôc  non  des  différences  =  — .  Donc  la  Courbe 
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tient  encore  de  fa  nature  de  courbe ,  ôc  n  eft  point  abfolu- 
nient  droite.  Et  en  effet  chaque  infinité  de  R  m  —  a  une 

fomme  =  —  y  d’où  il  fuit  que  quand  la  Courbe  eft  devenue 

ce  que  nous  appelions  n’être  que  cenfée  ligne  droite  ,  il  y  a 
aux  deux  extrémités  de  chaque  partie  finie  de  fon  cours  y 
deux  Ordonnées  dont  la  différence  eft  ==  —  ,  ce  qui  n’em- 

pêche  pas  la  re£titude,ôc  ne  convient  pas  cependant  à  la  ligne 
droite  précifément  prife  comme  telle.  Et  enfin  fi  Ton  conçoit 
les  deux  Ordonnées  pofées  aux  deux  extrémités  du  cours  in¬ 
fini  pendant  lequel  les  R  m  ont  été  =  -JL» ,  la  différence  de 

ces  deux  Ordonnées  eft  finie ,  puifqu’elle  eft  la  fomme  d’une 
infinité  d’infinités  de  ,  ou  d’une  infinité  de  — ,  ôc  cette 

propriété  ne  convient  pas  à  une  droite  qui  le  feroit  à  toute 
rigueur.  Tout  cela  revient  aux  art.  7 09,  ôc c.  788. 

807.  Puifque  la  Courbe  n’eft  courbe  à  la  maniéré  ordi¬ 
naire  ,  ôc  que  nous  connoiffons  que  dans  un  cours  fini ,  elle 
atteint  fon  Afymptote  dès  qu’elle  a  fait  ce  cours  fini ,  car 
quand  elle  eft  ligne  droite  elle  n’eft  plus  que  cette  Afymp¬ 
tote  même.Mais  elle  n’eft  que  cenfée  atteindre  fon  Afymptote 
ou  la  devenir  après  ce  cours  fini ,  car  abfolument  ou  à  toute 
rigueur  elle  ne  la  devient  pas  encore.  Cependant  il  eft  aifé 
de  voir  que  cela  fuffit  pour  faire  évanouir  entièrement  tout 
le  furprenant  de  l’Afymptotifnie. 

M  m  ii  j 
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3 08.  Si  la  Suite  des  Rm  fe  termine  par  ,  &  en  géné¬ 
ral  par  — n  étant  fini ,  &  plus  grand  que  2  ,  la  Courbe  a 

un  cours  infini,  une  derniere  Ordonnée  finie ,  ôc  une  Afymp- 
tote,  ôc  elle  eft  courbe  feulement  pendant  un  cours  Fini  in¬ 
déterminable  ,  ôc  ligne  droite  ;  mais  non  abfolument  ôc  à  la 
rigueur,  pendant  un  cours  infini.  Il  eft  très-aifé  de  le  voir. 


809 0  Plus  dans  — ~  dernier  R  m ,  i’expofant  n  fera  grand  ; 


plus  la  Courbe  ,  dont  Taxe  eft  toujours  fuppofé  fe  même  In¬ 
fini,  fera  courbe  pendant  un  petit  cours  Fini  indéterminable  ; 
ôc  plus  le  cours  infini ,  pendant  lequel  elle  fera  ligne  droite , 
fera  grand ,  plus  auiïi  elle  aura  de  parallélifmes  différens  ,  Ôc 
toujours  plus  exaôts  ,  depuis  le  premier ,  qui  fe  fera  toujours 
dès  qu’elle  aura  atteint  le  premier  •  jufqu’au  der¬ 


nier  qui  fe  fera  au  premier  ôc  unique  — . 

00 

confidérxùon  8  î  o.  Voilà  tout  ce  qui  regarde  la  Courbe  arrivée  au  pa- 
dtî  l* pourbe  rallélifme  par  un  cours  infini  ;  ôc  il  eft  viiïble  qu’en  ce  cas  , 
p ^rallélifme  c’eft  une  Suite  infinie  fans  changement  (666).  Mais  fi  elle 
u*gZ  ne;^  anavee  au  parallélifme  que  parmi  cours  Fini  détermi- 
enfuite  conti-  nable ,  il  faut  voir  ce  qu’elle  peut  devenir  après. 
nue  fin  cours,  La  Courbe  avoit  monté  par  rapport  à  fon  axe  ,  ôc  le  côté 

^ulam  dT7é-  parallèle  où  elle  eft  arrivée  n’eft  ni  montant  ni  defeendant. 
lever  au-defi  Donc  c’eft  un  Terme  moyen  (6 71  )  qui  par  conféquent 
aL^fJÎTe»  (  ^73  )  ne  détermine  pas  néceffairement  la  Courbe  à  redef- 
redefiendant  cendre  vers  fon  axe  ,  mais  la  laifle  indifférente  entre  redefi- 
vers  lui,  cendre  ou  continuer  de  monter.  Il  n’y  a  rien  de  néceffaire  , 
fi  non  que  les  R  m  deviennent  croiffans ,  puifque  leur  Suite 
eft  terminée  par  o ,  ou  par  ,  la  moindre  grandeur  quelle 


puiffe  avoir. 

8 1 1.  Je  fuppofe  que  la  Courbe  tedefeend.  Ses  Ordon¬ 
nées  font  donc  décroiffantes,Ôc  comme  leurs  différences  Rm 
font  croiffantes  (  8  10) ,  la  Courbe  eft  encore  concave  vers 
fon  axe  (769) ,  ainfi  qu’elle  l’étoit  dans  fon  premier  cours. 

812.  Donc  l’Ordonnée  qui  répond  au  côté  parallèle  eft 
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plus  grande  que  toutes  celles  des  deux  cours  ,  l’un  montant, 
l’autre  defcendant ,  au  lieu  que  dans  le  cours  infini  il  n’y  avoir 
que  la  derniere  qui  fût  la  plus  grande  de  toutes* 

813.  De  plus ,  les  Km  qui  repréfentent  dans  le  fécond 
cours  le  mouvement  vertical  defcendant ,  étant  croisantes, 
la  Courbe  defcend  de  plus  en  plus  ,  au  lieu  qu’auparavant 
elle  montoit  de  moins  en  moins. 

8  r  4..  De  ce  que  les  Rm  croifient,  les  P p  ou  MR  étant 
conftans ,  il  fuit  que  dans  le  Triangle  MRm  l’angle  RMm 
eft  toujours  plus  grand  ,  ôc  par  conféquent  le  côté  Mm 
moins  oblique  fur  MR  ,  &  la  Courbe  moins  oblique  à  fon 
axe ,  ôc  que  par  conféquent  elle  tend  à  lui  être  perpendi¬ 
culaire*  On  n’a  qu’à  s’imaginer  la  Courbe  A  M m  renverfée  , 
ou  prife  de  m  vers  A. 

8 1  y.  La  Courbe  doit  arriver  à  un  côté  perpendiculaire , 
ou  du  moins  à  un  côté  moins  oblique  que  tous  ceux  de  ce 
fécond  cours  ;  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  les  art.  784  ôc 
785'.  renverfés. 

8  1  6.  Le  côté  parallèle  ôc  le  perpendiculaire  font  les  Ter¬ 
mes  naturels  de  la  pofition  oblique  des  côtés  de  la  Courbe 
par  rapport  à  Taxe ,  &  un  côté  plus  ou  moins  oblique  que 
tous  les  précédens  du  même  cours ,  n’en  eft  qu’un  Terme 
arbitraire  (643  ).  c’eft-à-dire ,  fixé  ôc  déterminé  par  l’Equa¬ 
tion  de  la  Courbe.  Et  comme  les  Termes  arbitraires  peu¬ 
vent  être  fubflitués  aux  naturels  ,  il  eft  poffible  que  la  Cour¬ 
be  ,  qui  dans  fon  fécond  cours  tend  à  la  perpendicularité , 
n’arrive  qu’à  un  côté  moins  oblique  que  les  précédens ,  ôc  y 
termine  ce  fécond  cours. 

8 17.  Soit  que  dans  ce  fécond  cours  la  Courbe  arrive  au 
Terme  naturel  ou  à  un  arbitraire ,  elle  ne  peut  avoir  befoin 
d’un  cours  infini  pour  y  arriver.  Car  ce  Terme  quelconque 
fera  un  côté  pofé  fur  l’axe  dont  la  Courbe  dans  le  cours 
qu’on  lui  fuppofe  fe  rapproche  toujours  ;  donc  fi  elle  avoit 
befoin  d’un  cours  infini  pour  arriver  au  Terme,  foit  naturel, 
foit  arbitraire  ,  l’axe  feroit  Afymptote  de  la  Courbe.  Or  tout 
le  mouvement  vertical  defcendant,  dont  elle  a  befoin  pour 
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arriver  à  fon  axe,  n’eft  que  l’Ordonnée  qui  répond  au  côté 
parallèle  d’où  la  Courbe  eft  partie  ,  &  cette  Ordonnée  n’eft 
que  finie.  Donc  il  faudroit  pour  rAfymptotifme  que  le  mou¬ 
vement  horifontal  fût  infini  (Soi).  S’il  l’étoit  ,  il  feroit  croif* 
fant  par  rapport  au  vertical ,  &  ici  tout  au  contraire ,  c’eft  le 
vertical  qui  eft  croiffant  par  rapport  à  l’horifontal.  Donc  la 
Courbe  n’arrivera  à  fon  Terme  que  par  un  cours  fini. 
cas  ou  U  8  1 8.  Je  fuppofe  que  la  Courbe  arrive  au  Terme  naturel  , 
courbe  en  re~  parkit;raire  viendra  enfuite.  Quand  la  Courbe  arrive  à  un  côté 
arrive  dam  ce  perpendiculaire  y  ion  mouvement  horiiontal  elt  devenu  ab- 
fecond  cours  f0lument  nul ,  ôc  le  vertical  fubfifte  feul  y  au  lieu  que  quand 
adlrile^Ter-  la  Courbe  étoit  arrivée  à  un  côté  parallèle ,  c’étoit  le  contrai¬ 
nt  naturel,  re  ÿ  ou  y  ce  qui  revient  au  même  ,  l’angle  Rm  M  du  petit 
Triangle  M  Rm  eft  =  o  dans  la  perpendicularité 3  au  lieu 
que  dans  le  parallélifine  ,  c’étoit  l’angle  R  Mm. 

8  ip.  Dans  le  parallélifine  le  côté  Mm  eft  néceflairement 
déterminé  à  être  ===  M  R  =====  Pp  ,  &  dans  la  perpendicula¬ 
rité  il  eft  feulement  déterminé  à  être  perpendiculaire  fur 
MR  9  mais  fans  aucun  rapport  néceffaire  de  grandeur  kMR, 
de  forte  que  Mm  peut  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  les 
P p  conftans  félon  une  raifon  quelconque,  ou  leur  être  égal. 

820.  Il  y  a  plus  :  le  côté  perpendiculaire  n’a  point  de 
MR  ou  P  p  qui  lui  réponde ,  au  lieu  que  tout  autre  côté 
oblique  ou  parallèle  en  a  un.  Car  11  le  côté  perpendiculaire 
commence  la  Courbe  au  point  A  y  il  eft  vilible  que  le  pre¬ 
mier  P  p  appartient  au  côté  qui  fuit  le  perpendiculaire  ,  & 
que  celui  qui  appartiendroit  au  côté  perpendiculaire ,  &  qui 
devroit  être  à  la  gauche  du  point  A  >  n’exifte  point.  Ce  fera 
le  même  raifonnement  fi  le  côté  perpendiculaire  termine 
un  cours  de  la  Courbe ,  ôt  même  quand  on  le  fuppofera  en¬ 
tre  deux  cours  confécutifs. 

cas  ou  U  821.  Selon  la  divifion  de  l’art.  810,  la  Courbe  A  Mm 
Continuant  de  arrivée  au  parallélifine  ,  peut  continuer  de  monter,  les  R  m 
monter ,  tend  étant  toujours  néceflairement  croiffans.  En  ce  cas ,  fes  Or- 
dicluZT "  données  étant  toujours  croilfantes,  &  leurs  différences  Rm 
aprh  avoir  eu  l’étant  devenues  ;  elle  montera  toujours  de  plus  en  plus,  au 

une  inflexion.  fieU 
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lieu  qu’auparavant  elle  montoit  de  moins  en  moins  ,  ce  qui 
eft  un  changement  poffible  (  64 8). 

822.  Il  n’y  a  point  là  de  plus  grande  Ordonnée,  puif- 
qu’elles  vont  toujours  en  croiflant. 

825.  La  Courbe  dans  fon  fécond  cours  tend  auffî  à  la 
perpendicularité  ,  puifque  les  R  m  croiflent. 

824.  De  ce  que  les  Rm  croiflent  aufli-bien  que  les  Oi> 
données ,  il  fuit  que  la  Courbe  devient  convexe  vers  fon  axe 
AB ,  de  concave  qu’elle  étoit  (7 69).  Elle  devient  la  Courbe 
de  la  Fig.  ni. 

827.  Toute  Courbe  étant  une  Suite  dont  les  variations 
font  infiniment  douces  (683) ,  la  Courbe  n'a  pu  paffer  de  la 
concavité  à  la  convexité  vers  le  même  axe  fans  pafler  par  un 
Terme  ou  moyen  ou  commun.  Comme  la  concavité  d’une 
Courbe  vers  un  axe  confifte  dans  Yobverfion  de  fes  angles 
obtus  vers  cet  axe  ,  il  faut  que  cette  obverfion  vienne  à  fe 
faire  du  côté  oppofé ,  afin  que  la  Courbe  devienne  de  conca¬ 
ve  convexe.  Si  f obverfion  peut  ne  fe  faire  ni  d’un  côté  ni  de 
l’autre,  ce  fera  là  un  Terme  moyen.  Or  cela  ne  peut  arriver 
que  par  deux  côtés  confécutifs  exactement  pofés  bout  à  bout 
en  ligne  droite;  alors  l'angle  obtus  qu’ils  feront  entr’eux, 
étant  exactement  de  1 80 ,  ou  nul,  car  cela  revient  au  même, 
il  ne  fera  tourné  ni  vers  l’axe  AB  ,  ni  du  côté  oppofé.  On 
peut  même  concevoir  qu’il  y  a  deux  angles  de  1  80 ,  dont 
l’un  eft  tourné  vers  AB ,  ôc  l’autre  du  côté  oppofé.  Ainfi  ce 
même  Terme  peut  être  conçu  ôc  comme  moyen ,  ôc  comme 
commun ,  ôc  cela  le  rend  unique  pour  le  paflage  de  la  conca¬ 
vité  à  la  convexité.  En  effet  il  eft  impoflible  d’en  imaginer 
un  autre.  Donc  dans  la  fuppofition  préfente  ,  la  Courbe  qui 
dans  fon  premier  cours  eft  arrivée  au  parallélifme  en  montant, 
ôc  continue  de  monter  dans  le  fécond,  a  terminé  fon  premier 
cours  par  deux  côtés  confécutifs  Mm  ôc  parallèles  à 
l’axe,  ôc  pofés  exaâement  bout  à  bout  en  ligne  droite. 

Le  paflage  de  la  concavité  à  la  convexité  vers  le  même 
axe ,  ou  au  contraire ,  s’appelle  Inflexion ,  ôc  le  point  où  il  fe 
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inflexion,  fait  point  d'inflexion  y  car  les  deux  côtés  infiniment  petits  ne 
font  qu’un  point  dans  le  Fini. 

S  26.  A  deux  côtés  parallèles  répondent  nécefiairement 
trois  Ordonnées  égales  infiniment  proches' ,  dont  par  confé- 
quent  les  deux  différences  Rm  font  chacune  =  o. 

827.  Un  côté  parallèle  étant  ==  F p  (8ip) ,  &  les  Pp 
étant  conftans,  les  deux  côtés  parallèles  où  fe  fait  l’Inflexion 
font  égaux. 

828.  Et  même  indépendamment  de  la  fuppofition  arbi¬ 
traire  des  P  p  conftans  ,  comme  l’efience  de  l’Inflexion  de¬ 
mande  qu’elle  fe  faffe  par  deux  côtés  exactement  pofés  en 
ligne  droite  *  il  faudroit  toujours  les  concevoir  égaux,  parce 
qu’il  n’y  auroit  nulle  raifon  de  les  concevoir  inégaux. 

829.  Si  Ton  fuppofe  que  la  Courbe.,  au  lieu  d’être  arrivée 
à  la  fin  de  fon  premier  cours  au  Terme  naturel  de  l’obliquité 
croiffante.,  qui  eft:  le  côté  parallèle,  ne  foit  arrivée  qu’à  un 
Terme  arbitraire  qui  fera  un  côté  plus  oblique  feulement  que 
tous  les  précédens ,  &  moins  que  les  fuivans  ,  puifqu’ il  fera 
Terme  &  Origine ,  il  s’enfuivra ,  i  °.  Que  les  R  m  décroiffans 
arriveront  à  un  plus  petit ,  &  feront  enfuite  croiffans.  20.  Que 
la  Courbe  ne  pourra  redefeendre  vers  l’axe ,  parce  quelle 
n’aura  paffé  par  aucun  Terme  qui  foit  moyen  entre  monter 
&  defeendre ,  ou  commun ,  &  que  par  conséquent  la  Courbe 
continuera  de  monter ,  &  fes  Ordonnées  d’être  croiffantes. 
Donc  la  Courbe  concave ,  tant  que  les  Rm  étoient  décroif¬ 
fans  )  fera  enfuite  convexe.  Or  elle  ne  peut  paffer  de  la  conca¬ 
vité  à  la  convexité  que  par  l’Inflexion  (  825*  ).  Donc  fi  la 
Courbe ,  au  lieu  d’arriver  à  un  côté  parallèle j  arrive  à  un  côté 
le  plus  oblique  de  tous  les  précédens,  qui  foit  Terme  arbi¬ 
traire  de  fon  obliquité  croiffante  ,  elle  a  nécefiairement  une 
Inflexion  en  ce  même  point,  ôc  elle  pouvoit  n’en  avoir  pas* 
lorfqu’elle  arrivoit  au  côté  parallèle. 

830.  Donc  lorfque  la  Courbe  arrive  à  un  Terme  arbi¬ 
traire  d’obliquité  croiffante ,  elle  arrive  à  deux  côtés  égaux 
(  828  )  exactement  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite,  au  lieu 


Cas  ou  la 
Courbe  efl 
arrivée  dans 
fon  premier 
cours ,  non  au 
par  allé  lifme , 
Terme  natu¬ 
rel  de  l'obli¬ 
quité  croif¬ 
fante  ,  mais 
feulement  au 
Terme  arbi¬ 
traire  ,  qui 
fera  une  cer¬ 
taine  obli¬ 
quité  plus 
grande  que 
toutes  les 
précédentes. 
Inflexion. 
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qu’en  arrivant  au  Terme  naturel  elle  peut  n arriver  qu’à  un 
leul  côté. 

831.  Quand  elle  arrive  au  T erme  arbitraire ,  il  n’y  a  point 
de  plus  grande  Ordonnée ,  non  plus  que  quand  elle  arrive  au 
Terme  naturel  avec  Inflexion  (822). 

832.  Quand  la  Courbe  ,  dont  l’obliquité  étoit  croiflante  > 
arrive  foit  au  Terme  naturel  de  cette  obliquité  avec  Infle¬ 
xion  ,  foit  au  Terme  arbitraire  ;  il  y  a  trois  Ordonnées  infini¬ 
ment  proches ,  qui  font  égales ,  fi  l’Inflexion  eft  parallèle,  ou 
en  progreffion  arithmétique ,  fi  l’Inflexion  eft  oblique ,  & 
alors  les  trois  Ordonnées  font  comme  1,  2, 3 ,  à  cela  près  que 

leurs  différences  font  de  l’ordre  de  — ,  &c  par  conféquent 

\ 

dans  les  deux  cas  leurs  différences  font  égales,  toutes  deux 
zéro  dans  le  ier ,  &  dans  le  ia  deux  —  égaux. 

833.  Comme  les  termes  arbitraires  font  le  même  effet 
que  les  naturels ,  quant  au  renverfement  ou  aux  changemens 
des  Suites ,  la  Courbe  arrivée  à  fon  Terme  arbitraire  d’obli¬ 
quité  croiflante  ne  peut  plus  après  cela  qu’avoir  une  obliquité 
décroiffante ,  ou  tendre  à  la  perpendicularité. 

834.  Quand  la  Courbe  arrive  à  un  feul  côté  parallèle, 
ce  côté  eft  un  Terme  Ample  d’obliquité  croiflante, mais  quand 
elle  arrive  à  deux  côtés,  foit  parallèles ,  foit  obliques,  ils  font 
en  même  temps  Termes  d’obliquité  croiflante ,  &  de  conca¬ 
vité  vers  Taxe, &  par  conféquent  ils  font  un  Terme  compliqué. 

8  3  y.  Puifqu’une  Courbe  peut  rebrouffer,  elle  le  peut  étant  cas  du  r* 
arrivée  au  parallélifme.  Il  faut  alors  un  Terme  ou  moyen  ou  brottJPmem- 
commun  entre  le  cours  dire 61:  &  le  rétrograde.  Un  Terme 
moyen ,  ce  feroit  un ,  ou  ,  fi  l’on  veut ,  deux  côtés  qui  n’ap- 
partiendroient  ni  au  cours  dired  ni  au  rétrograde,  niais  cela 
eft  impoflible ,  puifqifil  n’y  a  point  de  mouvement  fans  di- 
redion.  Refte  donc  que  l’on  conçoive  un  Ternie  commun 
qui  appartiendra  au  cours  dired,  &  au  rétrograde  en  même 
temps  :  Ôc  pour  cela  il  faut  néceffairement  concevoir  que  fur 
le  dernier  coté  du  cours  dired  fe  pôle  exadement  le  premier 
du  rétrograde,  moyennant  quoi  ce  côté  double,  qui  n’en  vaut 
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qu'un  ,  appartient  en  même  temps  aux  deux  cours.  Il  eft 
effectivement  néceffaire,  félon  l’art.  771  ,  que  la  Courbe  re- 
brouffante  parte  du  dernier  point  de  fon  cours  direêt  pour 
rebrouffer ,  &  ici  le  côté  double  n’eft  que  ce  point  commun 
aux  deux  cours. 

836’.  Les  deux  côtés  font  égaux ,  puifqu  ils  font  le  même 
Terme  commun. 

837.  Comme  la  Courbe  arrivée  au  parallélifme  eft  in* 
différente  entre  redefcendre  ou  continuer  de  monter  (8 1  o) , 

Li  g.  IV.  la  Courbe  A  Mm  arrivée  aux  deux  côtés  Mm  ôc  my  paral¬ 
lèles  &  rebrouffans  ,  peut  ou  redefcendre  vers  AB  comme 
par  la  branche  MC >  ou  continuer  de  monter  par  la  branche 
MD.  Tout  ce  qu’il  y  a  de  néceffaire,  c’eft  que  dans  fon 
fécond  cours  elle  tende  à  la  perpendicularité  ,  comme  dans 
la  Fig.  iii  ,  &  par  la  même  raifon. 

838.  Au  lieu  que  la  Courbe  rebrouffante  redefcend  dans 
la  Fig.  iv,  par  la  branche  M C extérieure  à  la  première  bran¬ 
che  A  Mm  y  elle  peut  redefcendre  par  une  autre  branche  in¬ 
térieure,  &  alors  il  faudra  concevoir  le  côté  rebrouffant  m  p 
pofé  fous  le  direCt  Mm ,  au  lieu  que  dans  la  Figure  il  efl  pofé 
deffus ,  mais  cela  ne  change  abfolument  rien. 

83p.  Si  la  Courbe  redefcend  par  une  branche,  foit  inté¬ 
rieure  à  A  Mm  y  foit  extérieure  comme  MC  y  elle  eft  concave 
vers  A  B  comme  dans  fon  premier  cours ,  puifque  fes  Ordon¬ 
nées  font  décroiffantes,  ôc  leurs  différences  croiffantes  ( 8  1 1). 
Si  la  Courbe  continue  de  monter  par  la  branche  MD  ,  elle 
eft  convexe  vers  A  B. 

83  p.  Il  pourroit  donc  fembler  que  dans  ce  fécond  cas  il 
y  auroit  rebrouffement  &  inflexion,  mais  il  n’y  a  réellement 
que  rebrouffement.  L’un  ôc  l’autre  doivent  être  quelque  chofe 
de  réel  ôc  d’indépendant  de  ce  que  la  Courbe  fera  rapportée 
à  un  axe  ou  à  un  autre  ,  ce  qui  eft  arbitraire.  Il  eft  bien  vrai 
que  la  Courbe  rebrouffante  A  MD ,  rapportée  à  l’axe  A  B , 
eft  concave  vers  cet  axe  dans  la  branche  A  M ,  ôc  convexe 
dans  la  branche  MD  ;  mais  fi  on  la  rapporte  à  un  axe  per¬ 
pendiculaire  à  AB  y  elle  fera  dans  fes  deux  branches  concav  e 
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ou  convexe  vers  ce  nouvel  axe ,  &  par  conféquent  n’aura 
point  d'inflexion  par  rapport  à  lui  ,  mais  elle  fera  toujours 
rebrouffante.  Donc  elle  n’a  réellement  que  rebrouffement.  Si 
on  rapporte  la  Courbe  de  la  Fig.  m  à  un  axe  perpendiculaire 
à  A  B  ,  on  verra  qu’elle  eft  toujours  concave  vers  ce  nouvel 
axe  dans  une  de  fes  branches,  &  convexe  dans  l’autre ,  ce  qui 
marque  qu’elle  a  réellement  inflexion.  ^ 

840.  Dans  le  Rebrouffement  fait  par  deux  côtés  paral¬ 
lèles  exactement  pofés  l’un  fur  l’autre  ,  il  y  a  comme  dans 
l’Inflexion  trois  Ordonnées  égales  ;  mais  au  lieu  que  dans  l’in¬ 
flexion  les  trois  Ordonnées  font  pofées  de  fuite ,  dans  le  re¬ 
brouffement  la  3me  va  fe  pofer  fur  la  ire ,  de  forte  que  la  3™ 
&  la  ire  font  exactement  confondues  en  une  feule. 

841.  Cependant  comme  l’idée  de  rebrouffement  demande 
que  ces  deux  Ordonnées  confondues  en  une  feule  foient  deux, 
ôt  non  pas  une  feule ,  il  faut  concevoir  dans  le  rebrouffement 
parallèle,  aufli-bien  que  dans  l’inflexion  parallèle,  trois  Or¬ 
données  égales ,  dont  les  différences  foient  chacune  =====  o , 
comme  dans  l’art.  832. 

842.  Comme  la  Courbe  peut  avoir  une  inflexion  oblique 
aufli-bien  que  parallèle ,  elle  peut  avoir  un  rebrouffement 
oblique  aufli-bien  que  parallèle,  car  il  eft  clair  que  les  deux 
côtés  rebrouffans ,  exactement  pofés  l’un  fur  l’autre ,  font  in- 
différens  à  toute  pofition  à  l’égard  de  l’axe. 

843.  En  ce  cas  il  faut,  comme  dans  celui  du  rebrouffe¬ 
ment  parallèle  (837),  que  la  Courbe  ou  continue  de  monter 
par  la  branche  MD ,  ou  redefcende  par  la  branche  MC\  foit 
extérieure  à  la  branche  direCte  AM ,  comme  dans  la  Fig.  iv, 
foit  intérieure.  Et  pour  s’en  convaincre  encore  plus,  il  n’y  a 
qu’à  concevoir  la  branche  rebrouffante,  foit  MD  ,  foit  MC 
égale  ôt  femblable  à  la  direCte  A  M ,  ôc  ayant  avec  elle  un 
côté  commun  ==  Mm ,  & c  qu’il  s’agit  de  pofer  cette 
branche  MD  ou  MC ,  de  forte  qu’elle  rebrouffe  à  l’égard 
de  A  M .  On  ne  pourra  la  pofer  que  de  deux  maniérés ,  ou 
entièrement  fur  A  M ,  de  forte  qu’elle  décrira  de  Men  A  le 
même  chemin  que  l’autre  avoit  décrit  de  A  en  M>  ou  de 
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façon  qu’elle  foit  adoffée  contre  AM ,  ôc  qu’ainfi  elles  aient 
toutes  deux  leurs  convexités  oppofées.  De  la  ire  maniéré ,  la 
branche  rebrouffante  redefcendra  vers  Taxe ,  ôc  fera  concave 
vers  cet  axe ,  comme  fétoit  la  branche  directe  ;  de  la  2de  ,  la 
branche  rebrouffante  continuera  de  s’élever  au  deffus  de  Taxe, 
comme  faifoit  la  directe  ,  &  fera  convexe  vers  Taxe  ,  au  heu 
que  la  direéte  étoit  concave.  Maintenant  que  la  branche  re¬ 
brouffante  ne  foit  ni  égale  ni  femblable  à  la  direéte ,  il  eft 
vifible  que  cela  ne  fait  rien  à  ce  que  nous  confidérons  ici  fur 
fa  pofition. 

844.  Si  la  Courbe  AM>  arrivée  à  un  rebrouffement 
oblique  ,  redefcend  par  la  branche  AiC>  fes  Ordonnées  de¬ 
viennent  donc  décroiffantes ,  ôc  la  Courbe  en  même  temps 
eft  concave  vers  Taxe  ( 843 ) ,  donc  les  différences  Rm  font 
devenues  croiffantes ,  au  lieu  qu’elles  étoient  décroiffantes 
dans  le  cours  direét.  Si  la  Courbe  A  M  continue  de  monter 
par  la  branche  MD ,  fes  Ordonnées  continuent  d’être  croif- 
îantes  ,  &  en  même  temps  elle  eft  convexe  vers  l’axe  (843). 
Donc  les  différences  Rm  font  encore  croiffantes.  Donc  la 
Courbe  dont  l’obliquité  étoit  croiffante  ,  arrivée  à  un  rebrouf¬ 
fement  oblique ,  a  enfuite  une  obliquité  décroiffantes  ou  tend 
à  la  perpendicularité ,  de  même  que  la  Courbe  dont  l’obli¬ 
quité  étoit  pareillement  croiffante  ,  ôc  qui  eft  arrivée  à  une 
inflexion  oblique  (825)). 

845*.  Donc  la  Courbe  arrivée  à  un  rebrouffement  obli- 
que^  aufli-bien  que  la  Courbe  arrivée  à  une  inflexion  oblique  > 
eft  arrivée  en  même  temps  à  un  Terme  arbitraire  d’obliquité  , 
c’eft-à-dire ,  à  deux  côtés  égaux  plus  obliques  que  tous  les 
précédens  ,  ôc  moins  que  les  fuivans. 

846'.  Les  trois  Ordonnées  infiniment  proches,  qui  répon¬ 
dent  au  rebrouffement  oblique,  ôc  dont  les  deux  extremes 
font  confondues  enfemble  (840) ,  font  en  contre-progreffion 
arithmétique ,  ou  comme  1 ,  2 ,  i ,  au  lieu  que  les  trois  qui 
répondent  à  l’inflexion  oblique  font  en  progreflion  arithmé¬ 
tique  (  8  3  2  )  ,  ou  comme  1,2,3.  Quant  à  celles  qui  répon¬ 
dent  à  l’inflexion  ou  au  rebrouffement  parallèles,  elles  font 
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dans  la  moindre  progrefîion  ou  contre-progreftion  arithmé¬ 
tique  poiïible. 

847.  On  a  vu  tout  ce  qui  appartient  à  une  Courbe  qui  a 


Confidéra- 


commence  par  tendre  au  parallelifme  ,  loit  qu  elle  y  foit  ar-  tl°n  de  u 
nvee  par  un  cours  infini  >  auquel  cas  elle  n  a  point  de  chan-  s'élevant  tou- 
gement ,  .foit  qu’elle  y  foit  arrivée  par  un  cours  fini,  auquel  ^™5dau  deP 
cas  elle  a  dû  recevoir  des  changemens  ,  foit  même  qu’elle  ne  axe  hindou 
foit  arrivée  qu’à  un  Terme  arbitraire  de  fon  obliquité  croif-  arrive  b  ha 
fante.  Maintenant  confidérons  une  Courbe  qui  commence  peTJicuiairê 
par  tendre  à  la  perpendicularité.  On  fuppofe  toujours  qu’elle  fih  par  un 
s’élève  au  deffus  de  Y  axe,  &  par  conféquent  que  fes  Ordon-  crours 

,  r  •  rr  1  T.  T.  J  oit  par  un 

nees  font  croulantes.  cours  infini. 

En  général  il  ne  faudroit  préfentement  que  changer  l’axe 
des  Courbes  des  Fig.  11 ,  m  &  iv,  ôc  les  rapporter  à  un  axe 
mené  au  point  A  perpendiculairement  à  A  B.  Il  eft  clair  que 
tout  ce  qui  étoit  mouvement  horifontal,  deviendroit  vertical , 
ôc  réciproquement ,  6c  que  toutes  les  conféquences  qu’on  a 
déjà  tirées  reviendroient.  Cependant  il  eft  bon  de  confidérer 
en  elle-même  la  fuppofition  préfente.  Il  en  naîtra  des  réfle¬ 
xions  particulières. 

848.  La  Courbe  aura  commencé  par  avoir  un  côté  pa¬ 
rallèle  à  l’axe ,  ou  du  moins  plus  oblique  que  tous  ceux  qui 
le  fuivront  dans  la  même  variation  ,  puifque  fon  mouvement 
perpendiculaire  ou  vertical  eft  croifîant. 

84p.  Les  Ordonnées,  ôc  leurs  différences  Rm  qui  repré- 
fentent le  mouvement  vertical ,  étant  croisantes,  la  Courbe 
qui  ira  de  A  en  M  fera  convexe  vers  l’axe  A  R .  F  i  G< 

3  jo.  Dans  la  perpendicularité  le  mouvement  horifontal 
doit  être  nul  par  rapport  au  vertical ,  ainfi  que  dans  le  paral- 
lélifme  le  vertical  eft  nul  par  rapport  à  l’horifontal ,  ôc  en 
effet  les  deux  idées  de  vertical  ôc  d’horifontal  s’excluent  né- 
ceffairement  l’une  l’autre.  Mais  comme  on  a  vu  que  dans  le 
parallelifme  le  mouvement  vertical  peut  être  ou  abfolument 
zéro ,  ou  feulement  infiniment  petit  par  rapport  à  l’horifontal, 
ôc  de  tous  les  degrés  différens  d’infiniment  petit,  de  même 
dans  la  perpendicularité  le  mouvement  horifontal  peut  être 
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ou  abfolument  zéro  ,  ou  feulement  infiniment  petit  par  rap¬ 
port  au  vertical  ^  6c c. 

85*1.  Donc  les  Pp  qui  repréfentent  le  mouvement  hori- 
fontal  peuvent  ^  quoiqu’ils  aient  été  fuppofés  conftans  ^  de¬ 
venir  ou  abfolument  nuis  ,  ou  infiniment  plus  petits  qu’ils 
n’étoient  fuppofés.  Ils  peuvent  devenir  abfolument  nuis, parce 
que  quoiqu’il  foit  vrai  qu’une  grandeur  confiante  doit  être 
toujours  la  même  tant  qu’elle  exifte ,  il  ne  s’enfuit  pas  qu’elle 
doive  exifter  toujours;  ôc  ils  peuvent  devenir  infiniment  plus 
petits  qu’ils  n’étoient ,  parce  que  c’eft  la  même  chofe  que 
n’exifier  plus  y  du  moins  par  rapport  à  ce  qu’ils  étoient. 

8  $  2.  Il  eft  clair  que  ce  ne  peut  être  qu’à  l’origine  ou  à 
l’extrémité  d’un  cours  d’une  Courbe  que  les  Pp  n’exiftent 
plus >  ôc  par  conféquent  ils  exifteront  par  tout  ailleurs.,  ôc  fe¬ 
ront  conftans  félon  la  fuppofition. 

85*3.  La  Suite  croiffante  des  Rm  peut  fe  terminer  par 

(  609  ) ,  ôc  alors  elle  eft  ou  Amplement  infinie  ,  auquel  cas  la 
fomme  en  eft  finie  (  609  ) ,  ou  infiniment  infinie ,  auquel  cas 
la  fomme  en  eft  infinie  (632).  Donc  dans  le  Ier  cas  l’Or¬ 
donnée  par  laquelle  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicularité  eft 
finie  y  ôc  dans  le  2d  infinie.  Donc  dans  le  Ier  cas  le  mouve¬ 
ment  vertical  par  lequel  la  Courbe  eft  arrivée  à  la  perpendi¬ 
cularité  eft  fini,  ôc  dans  le  2d  infini. 

8  5*4.  Dans  la  perpendicularité  MR  =====  P p  étant  nul  par 
rapport  à  R  m  (  8  5*0  )  ,  le  côté  de  la  Courbe  eft  toujours  = 
R  m .  Donc  quand  la  Suite  fe  termine  par  ,  la  Courbe  qui 

n  eft  perpendiculaire  que  par  fon  dernier  côté  =====  R  m ,  ne 
l’eft  que  dans  une  étendue  de  l’ordre  de  ,  ôc  cela ,  foit  que 

fon  cours  vertical  foit  fini  ou  infini. 
v'tfférens  g  5*  J.  J’examine  d’abord  le  cas  où  ce  cours  eft  infini; 

'courbe  ayant  parce  que  la  Courbe  n’a  alors  qu’une  variation  fans  change-. 
un  cours  in-  ment ,  ce  qui  eft  plus  (impie. 

a  *  p  erp  en  di-  Puifque  la  Courbe  a  eu  un  cours  vertical  infini ,  ôc  qu  elle 
cuiarité  fans  n’eft  perpendiculaire  que  par  un  côté  =====  —  (85*4) ,  elle  a 

donc  eu  une  infinité  d’infinités  de  côtés  obliques  auxquels  ont 

j fymptotifme.  pat 
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par  conféquent  répondu  une  infinité  d’infinités  de  P  p  y  c’eft- 
à-dire  un  axe  infini ,  ôc  par  conféquent  le  mouvement  hori- 
fontal  de  la  Courbe  eft  alors  infini  aufii-bien  que  le  vertical. 
856.  Donc  elle  n’a  point  d’Afymptote  (  801  ). 

85*7.  En  même  temps  il  faut ,  à  caufe  de  la  perpendicu¬ 
larité^  que  le  dernier  de  la  Suite  infiniment  infinie  ôc  conf¬ 
iante  des  P p  foit  nul  par  rapport  à  Rm  =====  y  donc  il  faut 

que  ce  dernier  P  p  foit  ==  o  ,  ou  au  moins  ==  — 

4  CO  “ 

8 y 8.  Il  ne  doit  pas  être  d’un  ordre  inférieur  à-1-  ,  puif- 

1  CO  1 

que  la  perpendicularité  qui  fe  fait  par  un  Rw  =====  n’en 
exige  pas  davantage. 

8  yp.  Et  même  fi  la  Suite  des  Rm }  toujours  terminée  par 
un  Rm  de  l’ordre  potentiel  de  ~ ,  fétoit  par  un  Rm  d’un 

ordre  radical  fupérieur  ,  tel  que  ou  ,  ôcc.  le  dernier 

z  3 

CO  CO 

P  p  pourroit  être  ==  —  >  car  eft  nul  par  rapport  à  — V- 

CO  w 

85o.  Si  la  Suite  croiffante  des  Rm  fe  termine  par  1 
(  6 1  o  )  y  la  Courbe  eft  perpendiculaire  par  un  côté  fini ,  &  par 
conféquent  ligne  droite  finie.  Si  la  Suite  des  Rm  avoit  été 
Amplement  infinie  y  la  Courbe  deviendroit  donc  ligne  droite 
après  un  cours  Fini  déterminable  y  ce  qui  ne  fe  peut.  Donc 
dans  ce  cas  le  cours  vertical  de  la  Courbe  eft  néceffairement 
infini ,  ou  la  Suite  des  R  m  infiniment  infinie. 

861.  Puifque  le  dernier  côté  eft  =  R  m  ==  ï  y  ôc  la  Suite 
des  Rm  infiniment  infinie  y  il  y  a  eu  avant  ce  dernier  côté  5 
feul  perpendiculaire,  une  infinité  d’infinités  de  côtés  obli¬ 
ques,  ou  un  axe  ou  mouvement  horifontal  infini. 

86 2.  Donc  il  n’y  a  point  encore  d’Afymptotifme. 

8é3.  Donc  auiïi  le  dernier  P  p  ne  doit  être  que  . 

854.  Si  la  Suite  des  Rm  fe  termine  par  00,  la  Courbe 
£  un  côté  perpendiculaire  ==  oo,êc  par  conféquent  eft  ligne 
droite  pendant  un  cours  infini.  Le  dernier  R  m  =  oc  eft 

Oo 
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équivalent  à  une  infinité  d'infinités  d e  Rm  croiffans  ==  ~ 

qui  feroient  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  ;  &  par 
conféquent  dans  ce  cas  la  Suite  des  Rm  doit  être  conçue 
comme  infiniment  infinie.»  mais  formée  de  Rm,  dont  une 
infinité  d’infinités  feront  une  ligne  droite  infinie ,  &  tous  ces 
Rm ,  à  caufe  de  leur  pofition  ,  n  auront  point  de  P p  corref- 
pondans.  Donc  il  n’y  aura  qu’un  nombre  fini  d’infinités  de 
Rm  vers  l’origine  de  cette  Suite  ,  qui  puiffent  avoir  des  Pp 
correfpondans ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  l’axe  ou  le  mouve¬ 
ment  horifontal  ne  fera  que  fini, 

85  Donc  il  y  aura  Afymptotifme. 

866 .  Un  feul  P  p  =====  répondra  à  la  ligne  droite  in¬ 
finie  =====  R  m. 

86 7.  La  Courbe  ne  fera  courbe  que  pendant  un  cours 
Fini  indéterminable. 

Ce  ne  font  là  que  les  art.  799 ,800 ,  &c.  renverfés ,  mais 
dont  le  renverfement  pouvoir  avoir  quelque  difficulté. 

858.  Puifque  dans  le  cas  d q  Rm  ==co.»  la  Courbe  n’eft 
courbe  que  pendant  un  cours  Fini  indéterminable,  on  peut 
concevoir  Rm ,  qui  eft  toujours  par  fa  nature  la  différence  de 
deux  Ordonnées  infiniment  proches ,  comme  la  différence 
de  l’Ordonnée  finie  qui  termine  ce  cours  Fini  indétermina¬ 
ble  ,  de  1  Infinie  qui  là  fuit,  &.  qui  eft,  après  une  étendue 
finie ,  la  Courbe  même  devenue  ligne  droite  infinie. 

869.  De  tout  cela  il  fuit  que  quand  la  Courbe  arrive  à  la 
perpendicularité  par  un  cours  infini  ,  elle  n’a  point  d’Afymp- 
tote  tant  que  Rm  n’eft  que  d’un  ordre  au  deffus  de  Pp 
(85o,85i,  852),  ôc  qu’elle  n’en  a  une  que  quand  Rm  eft 
de  deux  ordres  au  deffus  de  P  p  (  8  6\ ,  8  5 5  )  ;  car  alors  R  m 
—  OO,  &LPp  =  -^  (865). 

870.  Et  comme  afin  qu’une  Courbe  qui  arrive  au  parai- 

lélifme  par  un  cours  infini  ait  une  Afymptote ,  il  faut  que  R  m 
foit  au  moins  =  (799,  800,  808  ) ,  Pp  étant  tou¬ 

jours  néceffairement  =  il  faut  que  pour  l’Afymptotifme 
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parallèle  ou  perpendiculaire,  il  faut  que  Rm  foit  au  moins 
de  deux  ordres  au  deffous  ou  au  deffus'  de  P  p.  Et  en  effet 
rAfymptotifme  confifte  en  ce  que  des  deux  mouvemens  de 
la  Courbe ,  l’horifontal  &  le  vertical ,  l’un  eft  infini ,  l’aurre 
fini.  Les  P  p  font  les  parties  infiniment  petites  de  l’un ,  &  les 
R  m  les  parties  infiniment  petites  de  l’autre.  Il  faut  donc  que 
celui  des  deux  qui  doit  être  infini ,  ait  une  infinité  d’infinités 
de  ces  parties  qui  exiftent,  tandis  que  l’autre  n’en  aura  qu’un 
nombre  Amplement  infini  ,  ou  une  infinité  d’infinités  qui 
feront  infiniment  moindres  que  celles  du  premier.  Or  il  efl 
fur  que  cela  eft  ainfi,  quand  la  Suite  des  Rm  fe  termine  par 
une  grandeur  qui  eft  de  deux  ordres  au  deffus  de  celle  qui 
termine  la  Suite  des  P  p ,  ou  au  contraire. 

871.  Dans  rAfymptotifme  parallèle  on  conçoit  naturel¬ 
lement  une  infinité  d’infinités  de  P  p  =  •—-  j  &  un  nombre 

Amplement  infini  de  R  m  =  — ,  &  une  infinité  d’infinités 
de  R  m  =  -1—  terminée  par  un  dernier  R  m  ==  pour  le 


00 1 


moins.  Mais  comme  la  Courbe  eft  parallèle  ou  ligne  droite 
tant  que  durent  les  Rm  =  ou  =  >  on  peut  auffi 


concevoir  que  les  R  m  n’exiftent  plus ,  que  leur  Suite  eft  Am¬ 
plement  infinie ,  &  que  par  conféquent  il  y  a  une  infinité 
d’infinités  de  P  p  fans  R  m  correfpondans.  Au  contraire  dans 
l’Afymptotifme  perpendiculaire  il  eft  plus  naturel  de  conce¬ 
voir  ,  félon  les  art.  864  &  8 66  9  qu’à  un  feul  Rm  ==  00 
répond  un  P  p  =  Mais  auffi  comme  Rm  —  oc  eft  équi¬ 
valent  à  une  infinité  d’infinités  de  R  m  ===  ,  ou  à  une  in- 

finité  de  Rm  =  1,  on  peut  concevoir  qu’à  chacun  de  ces 
Rm=  1  répond  un  P  p  ==  — 1 ,  ce  qui  n’empêche  point 

que  ces  Rm  ne  foient  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite , 
ôc  le  nombre  infini  des  P p=  -—7  qui  répondront  à  ce  nom¬ 
bre  infini  de  R  m  =  1 ,  ne  feront  qu’un  P  p  =  >  tel  qu’on 

l’a  trouvé  d’abord. 

872.  Cette  idée  d’une  infinité  de  P^:=-^-x  ne  détruit 

Oo  ij 


a 
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point  la  fuppofition  des  Pp  conftans  ,  puifqu’elle  n’a  lieu  qu  a- 
l’extrémité  du  cours  de  la  Courbe  ,  où  Pp ,  nul  par  rapport  à 
R  m  ,  peut  être  conçu  d’un  ordre  d’infiniment  petit  inférieur 

^(85*1  &  8p)„. 

875.  Dans  l’Afymptotifme  parallèle  ,  l’ Afymptote  efl  pa¬ 
rallèle  à  l’axe,  &  perpendiculaire  dans  r.Àfymptotifme  per¬ 
pendiculaire  ^  ôc  néceffairement  infinie  dans  les  deux  cas. 
Donc  fi  une  Courbe  a  une  Afymptote ,  il  faut  que  cette 
Afymptote  puiffe  être  prife  de  maniéré  qu’elle  repréfente  ce¬ 
lui  des  deux  mouvemens  de  la  Courbe  qui  fera  infini. 
cas  ou  U  8 74.  Maintenant  fi  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicuîari- 

vTà'hZlr  ^  Par  un  c°urs  Fini  déterminable ,  auquel  cas  elle  n’eft  per- 

°ilîe  Par  un  =====  Rm  il  faut  voir  ce 

fini,  &  qui  peut  arriver. 

'venraxe^on  ^  fûr  d’abord  ,.que  puifqu’elle  efl  arrivée  par  un  premier. 

cours  à  un  Terme  qui  eft  la  perpendicularité,  elle  ne  peut 
plus  dans  un  fécond  cours  que  tendre  au  parallélifme.  Donc 
les  Rm  qui  étoient  croiffans,  deviendront  décroiffans ,  ôc 
par  conféquent  la  Suite  des  Rm  eft  arrivée  à  un  plus  grand >. 
ou  à  un  Terme  arbitraire  de  grandeur. 
cas  ou  la-  877.  La  Courbe  peut  ou  redefcendre  vers  fon  axe  ,  ou 
cend  par  un  continuer  de  monter. 

rebroujje-  Si  elle  redefcend  ,  le  coté  Mm  où  elle  efl  arrivée,  étant 
entièrement  perpendiculaire,  ou  vertical,  ou  montant ,  il  ne 
peut  être  Terme  moyen  entre  un  cours  montant  ôc  un  des¬ 
cendant,  donc  il  relie  qu’il  foit  Terme  commun  ;  ôc  il  ne. 

.  Pem  F  être ,  à  moins  qu’il  ne  foit  en  même  temps  montant  ôc. 
defcendant ,  Ôc  il  ne  peut  encore  l  être  ,  à  moins  que  l’on  ne 
conçoive  un  rebrouffement,  moyennant  lequel  il  y  aura  un* 
autre  côté  m  //  defcendant ,  exactement  pofé  le  long  de  Mm 
montant,  de  forte  que  Mm  ôc  jnpi  feront  phyfiquement  um 
feul  côté  qui  fera  en  même  temps  montant  ôc  defcendant,  ôc. 
par  conféquent  Terme  commun  entre  le  cours  montant  ôc 
le  defcendant. 

87  6*. U  efl:  également  poflible  que  la  branche  rebrouffante 


continue  de 
monter  ,  en 
tendant  au 
parallélifme . 


ment . 

Ei  G.  v. 
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tyiuv-  foit  pofée  comme  dans  la  Figure,  de  forte  que  la  Cour¬ 
be  continuera  d’avancer  de  A  vers  B }  ou  que  cette  branche, 
foit  intérieure ,  foit  extérieure  à  la  branche  direêie  A  Mm , 
retourne  de  m  vers  A . 

877.  iVIais  de  quelque  maniéré  que  ce  foit,  la  Courbe 
arrivée  à  la  perpendicularité  par  le  côté  Mm ,  ne  peut  redeF 
cendre  vers  fon  axe  fans  un  rebrouffement ,  parce  qu’il  lui 

faut  alors  un  Terme  commun. 

_  _  ✓ 

878.  Puifque  la  Courbe  redefcend  ,  fes  Ordonnées  font 
décroiffantes ,  &  puifqu’elle  tend  au  parallélifme  (874)  ,ledrs 
différences  R  m  font  décroiffantes  aufti.  Donc  la  Courbe  eft 
convexe  vers  fon  axe  dans  fon  fécond  cours,  comme  dans  le 
premier. 

87 9.  Si  la  Courbe  continue  de  monter.,  fes  Ordonnées  cas  ou  U 
continuent  d’être  croiffantes,  &  leurs  différences  Rm  font  Courje  conttm 
decroiflantes  (878) ,  donc  elle  eft  concave  vers  fon  axe  dans  par  une  infa- 
fon  fécond  cours ,  donc  elle  a  paifé  de  la  convexité  à  la  conca-  xion° 

vite  vers  le  même  axe. 

880.  Ce  paffage  doit  fe  faire  avec  inflexion  (  8  25*) ,  fi , 
félon  le  raifonnement  de  l’art.  8  39 ,  la  Courbe  eft  véritable¬ 
ment  concave  ôc  convexe  vers  un  même  axe ,  c’eft-à-dire , 
vers  quelque  axe  qu’on  puiffe  lui  donner,  comme  l’eft  la 
Courbe  de  la  Fig.  111.  Mais  fl  elle  eft  comme  la  Courbe  de  ' 
là  Fig.  vi ,  qui  étant  rapportée  à  un  axe  perpendiculaire  à  AB> 
eft  toujours  concave  vers  cet  axe ,  alors  de  la  branche  A  M 
convexe  vers  AB ,  elle  paffe  à  la  branche  mCc oncave  vers 
le  même  AB  parle  côté  perpendiculaire  Mm  y  fans  y  avoir' 
d’inflexion,,  ôc  ce  côté  Mm  eft  un  Terme  moyen  entre  les 
côtés  du  premier  cours  qui  montaient  de  A  vers  M ,  Ôc  ceux' 
du  fécond  qui  montent  de  m  versC,  parce  qu’il  ne  monte 
ni  de  A  vers  M ,  ni  de  m  vers  C. 

881.  Si  la  Courbe  arrivée  à  la  perpendicularité  ,  redeF 
cend  comme  dans  la  Fig.  v  ,  l’Ordonnée  qui  répond  au  point 
M,  eft  plus  grande  que  toutes  celles  qui  font  précédée  dans 
le  ier  cours,  ôc  que  toutes  celles  qui  la  fuivent  dans  le  2d. 

C’eft  la  même  chofe  pour  les  deux  autres  cas  de  l’art.  87  6  P 

9  oui 
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mais  ce  n’eft  que  dans  le  icr  des  trois  que  l’Ordonnée ,  qui 
répond  au  point  My  eft  appellée  une  plus  grande  Ordonnée, 
parce  que  dans  les  deux  derniers  l’axe  finit  fous  le  point  M , 
&  que  les  Ordonnées  rebrouffent  fur  Taxe  de  M  vers  A .  Or 
qu’une  Ordonnée  foit  la  plus  grande  de  toutes  ,  parce  qu’elle 
eft  la  derniere  d’un  cours  auquel  l’axe  a ,  pour  ainfi  dire, 
manqué,  cela  n’a  rien  de  fingulier  par  rapport  aux  Ordonnées, 
ni  qui  leur  appartienne,  à  proprement  parler.  Mais  quand 
elles  viennent  à  décroître,  en  allant  toujours  en  avant  fur 
l’axe ,  ou  de  A  vers  B ,  c’eft  quelque  chofe  qui  leur  appartient 
plus  particulièrement. 

882.  Quand  la  Courbe  continue  de  monter,  foit  fans 
inflexion,  foit  avec  inflexion ,  il  n’y  a  point  là  de  plus  grande 
Ordonnée. 

883.  Quand  la  Courbe  redefcend,  il  y  a  un  rebroufle- 
ment  perpendiculaire  (  877  ) ,  c’efbà-dire,  deux  côtés  perpen¬ 
diculaires  M my  m  /*,  exactement  pofés  le  long  l’un  de  l’autre, 
&  égaux  ,  puifqu’ils  font  un  même  Terme  commun.  Donc 
à  ces  deux  côtés  répondent  trois  Ordonnées  qui ,  à  caufe  de 
la  perpendicularité  des  côtés,  font  fans  P p  qui  les  féparent , 
&  font  par  conféquent  infiniment  plus  proches  que  toutes 
les  autres  confécutives  qui  font  infiniment  proches,  &  en 
même  temps  à  caufe  de  l’égalité  des  côtés  =^Rmj  elles  ont 
des  différences  égales,  &  à  caufe  du  rebrouflement  elles  font 
en  contre-progreflion  arithmétique  ,  ou  comme  1,2,1. 

884.  Il  en  va  de  même  de  1  inflexion  perpendiculaire  ,  à 
cela  près  que  les  trois  Ordonnées ,  qui  y  répondent ,  infini¬ 
ment  plus  proches  que  toutes  les  autres,  font  en  progreflion 
arithmétique ,  ou  comme  1 ,  2,3. 

88  5*.  Quant  au  cas  de  la  Fig.  vi ,  rien  ne  détermine  né- 
ceflairement  le  côté  perpendiculaire  Mm  à  être  égal ,  ni  à 
R  m  qui  le  précédé ,  ni  à  celui  qui  je  fuit.  Et  par  conféquent 
il  n’y  a  point  là  trois  Ordonnées  qui  foient  néceffairement  en 
progreflion  ou  contre-progreflion  arithmétique. 

88(5.  Si  la  Courbe  ;  au  lieu  d’arriver  au  Terme  naturel  de 
fon  obliquité  décroiffante,  ou  à  la  perpendicularité ,  n’arrive  , 
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comme  elle  peut,  qu’à  un  Terme  arbitraire,  il  n’y  a  qu’à  perpendiculœ- 
appliquer  là  tout  ce  qui  a  été  dit  fur  le' Terme  arbitraire  de  ^ 1  Je™€s 
l’obliquité  croiffante  dans  les  art.  825),  ôte.  834,  car  des  au  Terme  ar^ 
côtés  obliques  font  toujours  la  même  chofe ,  foit  qu’ils  foient hiirairc  équi- 
plus  ou  moins  obliques  que  tous  les  précédens. 

887.  Donc  une  Courbe  d’une  obliquité, foit  croiffante, 
foit  décroiffante,  qui  n’arrive  point  au  T erme  naturel  de  cette 
obliquité ,  c’eft-à-dire ,  au  parallélifme  ou  à  la  perpendicula¬ 
rité,  arrive  au  Terme  arbitraire  ,  c’eft-à-dire,  à  deux  côtés 
égaux, plus  obliques  que  les  précédens,  ôc  moins  que  les 
fuivans  ,  ou  au  contraire ,  ôc  cette  égalité  des  côtés  emporte 
l’inflexion  ou  le  rebrouffement. 

8 8 8.  Il  efi:  clair,  par  tout  ce  qui  a  été  dit,  que  ce  qui  cas  oh  u 
emporte  dans  ce  cas  l’inflexion  ou  le  rebrouffement,  ôc  confé-  ^°euri?e  arn~ 
quemment  l’égalité  de  deux  côtés ,  c’eft  qu’un  fécond  cours  cours  infini  à 
fuccede  au  premier ,  ou  qu’il  fe  fait  un  changement.  Donc  fi  ??  Terme  ar~ 
cette  ration  celle ,  c  eit-a-dire ,  11  la  variation  elt  infinie  lans  biiquhé croif- 
changement ,  ou  s’il  n’y  a  qu’un  cours,  la  Courbe  pourra  fante  j  ou  de* 
n’arriver  par  un  cours  infini  qu’à  un  Terme  arbitraire  d’obli- 

quité,  qui  ne  fera  qu’un  feul  côté  plus  ou  moins  oblique  que  me. 
ceux  de  la  Suite  infiniment  infinie  qui  auront  précédé. 

889.  En  ce  cas  cette  Suite  infiniment  infinie  de  côtés 
obliques  demande  néceffairement  deux  Suites  pareilles,  l’une 


de  P p  ,  l’autre  de  R  m ,  tous  de  l’ordre  de  ,  &  par  confé- 

quent  les  deux  mouvemens  de  la  Courbe ,  l’horifontal  &  le 
vertical ,  feront  infinis. 

890.  Donc  elle  n’aura  point  d’Afymptote  ni  parallèle  ni 
perpendiculaire  à  fon  axe  (801). 

891.  Tant  que  la  Courbe  A  Mm  naura  que  des  côtés  Fig* 
obliques  à  l’axe  AB ,  les  points  T  où  chaque  côté  M  m  pro¬ 
longé  rencontre  Taxe ,  feront  toujours  à  une  diftance  finie  du 
point  A ,  origine  de  la  Courbe  fur  l’axe.  Car  fi  le  point  T 
pou  voit  être  infiniment  éloigné  de  A ,  les  lignes  MT  ôc  AT 
feroient  parallèles  (  69  3  ) ,  ôc  par  conféquent  le  côté  Mm  pa¬ 
rallèle  à  l’axe ,  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Donc  fi  la 


hç>6  E  LE  MENS  DE  LA,  Ge'OM  ENTREE 

Courbe  A  Mm  >  dont  les  côtés  font  toujours  plus  obliques  j 
n’arrive  par  un  cours  infini  qu  à  un  côté  plus  oblique  que 
tous  les  précédens  ,  ce  côté ,  quoiqu’infiniment  éloigné , 
étant  prolongé  jufqu’à  faxe ,  ne  tombe  que  fur  un  point  T, 
Animent  diftant  de  A .  Donc  la  ligne  A  T  eft  finie. 

892.  Donc  tous  les  côtés  de  la  Courbe  prolongés  11e  font 
tombés  que  fur  des  points  entre  A  &  T,  toujours  plus  pro¬ 
ches  de  T 3  à  mefure  que  ces  côtés  étoient  plus  obliques.  Et 
il  eft  clair  que  deux  points  où  tombent  deux  côtés  confécu- 
tifs  prolongés ,  font  infiniment  proches  ,  &  que  leur  diftance 
eft  au  moins  de  f  ordre  de  .  ; 

*  00  . 

8 5>3 .  Le  mouvement  de  la  Courbe  ,  ou,  ce  qui  eft  îa 
même  chofe ,  de  tous  les  côtés  pris  enfemble  ,  étant  donc  in¬ 
fini  de  A  vers  B  par  la  fuppofition ,  le  mouvement  de  ces 
mêmes  côtés  prolongés  jufqif  à  Taxe  n’eft  que  fini  de  A  vers  1  * 
Or  réffence  de  rÀfymptotifme  eft  que  de  deux  mouvemens 
correfpondans,  l’un  foit  infini,  tandis  que  l’autre  n’eft  que 
fini  (801).  Donc  il  y  a  là  un  Afymptotifme ,  &  il  confifte 
en  ce  que  la  ligne  TM  qui  fera  fur  Taxe  un  angle  aigu  déter¬ 
minable  ATM}  fera  telle  que  la  Courbe  ne  pourra  arriver  que 
par  un  cours  infini  à  avoir  un  côté ,  qui  étant  prolongé ,  foit 
cette  TM.  Donc  TM  fera  Afymptote  de  la  Courbe. 

85)4.  La  ligne  A  T  étant  finie  ,  rie  pourra  fournir  aux 
points  T  qu’une  infinité  de  diftances  de  l’ordre  de  — .  Or  il 

y  a  une  infinité  d’infinités  de  côtés  ;  donc  il  n*y  en  aura  qu’un 
nombre  infini  qui  prolongés  puiffent  tomber  fur  des  points  T, 
dont  la  diftance  foit  =====  &  il  eft  vifible  que  ce  feront 

ceux  qui  feront  vers  l’origine  delà  Courbe.  Quant  au  nombre 
infiniment  infini  des  autres ,  ils  ne  tomberont  tous  què  fur  le 
même  dernier  point  T,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  ils  n’au¬ 
ront  fur  AT  que  des  diftances  d’un  ordre  inférieur  à  —.Donc 

îa  Courbe ,  pendant  un  cours  infini ,  fe  confondra  avec  fou 
Afymptote  F  A4 ,  on  fera  ligne  droite  >  &  ne  fera  courbe  que 
pendant  un  cours  Fini  indéterminable ,  ce  qu’on  a  déjà  vû 
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être  une  propriété  inféparable  de  rAfymptotifme. 

85)5*.  Puifque  la  Courbe,  pendant  un  cours  infini,  fera 
une  ligne  droite  oblique  à  Taxe ,  elle  aura,  les  Pp  étant  conf- 
tans  ,  une  infinité  d’infinités  de  R  m  de  l’ordre  de  —  tous 

égaux ,  ôc  les  R  m  n  auront  été  décroiflans  que  pendant  le 
cours  Fini  indéterminable,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  les 
Rm  ayant  toujours,  à  caufe  de  l’obliquité  perpétuelle  ,  un 
rapport  fini  aux  P p ,  ce  rapport  ne  fera  variable  que  pendant 
un  cours  Fini  indéterminable  de  la  Courbe ,  &  confiant  pen¬ 
dant  un  cours  infini,  ou  du  moins  infiniment  moins  variable. 

8 p 6.  Donc  quand  la  Courbe  arrive  par  un  cours  infini 
à  un  Terme  arbitraire  d’obliquité  croiffante ,  ce  Terme  eft 
une  ligne  droite  infinie,  au  lieu  qu’il  n’en  eft  qu’une  infini¬ 
ment  petite ,  quand  la  Courbe  arrive  à  ce  Terme  par  un 
cours  fini. 

897.  Si  l’on  fuppofe  que  la  Courbe  arrive  par  un  cours 
infini  à  un  Terme  arbitraire  d’obliquité  décroiflante ,  ce  fe¬ 
ra  entièrement  la  même  chofe  ;  à  cela  près  que  la  Courbe 
fera  convexe  vers  fon  axe.  Il  ne  faut  que  rapporter  la  Cour¬ 
be  A  M  m  à  un  axe  tiré  au  point  A  perpendiculairement  à  Fig.  n. 
A  JS,  ôc  tous  les  mêmes  raifonnemens  reviendront. 

8,98.  Donc  toute  Courbe  qui  arrive  par  un  cours  infini 
à  un  Terme  arbitraire  d’obliquité ,  a  une  Afymptote  oblique 
à  fon  axe ,  ôc  qui  fait  avec  cet  axe  l’angle  aigu ,  qui  eft  le 
Terme  arbitraire  de  l’obliquité  de  la  Courbe. 

8pp.  Si  on  prend  cette  Afymptote  pour  axe  infini ,  ou 
pour  ordonnée  infinie  de  la  Courbe,  alors  on  retombe  dans 
le  cas  de  l’Afymptotifme  parallèle  ou  perpendiculaire. 

P 00.  Le  caraêtere  général  de  l’Afymptotifme  eft  que  le 
cours  de  la  Courbe  étant  infini ,  le  dernier  R  m  ait  un  rap¬ 
port  fini  au  P  p ,  correfpondant ,  ce  qui  arrive  dans  l’Afymp¬ 
totifme  oblique  (  8p  5*  ),  ou  que  R  m ,  foit  de  deux  ordres  au 
deffous  ou  au  defïus  de  P  p ,  ce  qui  arrive  dans  rAfymp¬ 
totifme  parallèle  ou  perpendiculaire  (870). 

90 1 .  Réciproquement  fi  le  cours  de  la  Courbe  étant  infi- 

Pp 
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ni  ,  le  dernier  R  m  a  un  rapport  fini  au  P p  correfpondant  y  il 
y  a  un  Afymptotifme  oblique  y  ôc  fi  R  m  eft  de  deux  ordres  au 
deflfus  ou  au  deffous  de  Pp  y  il  y  a  Afymptotifme  perpendi¬ 
culaire  ou  parallèle;  perpendiculaire  dans  le  iei  cas  y  pa¬ 
rallèle  dans  le  2'\ 

Qtie  r angle  902.  Voilà  tout  ce  qui  regarde  toutes  les  pofitions  pofïi- 
âe  contingent  t>les  fie  Ja  Courbe  par  rapport  à  un  axe,  ôc  Ton  n’a  vû  au- 

cenepeut  ctre  v  p  t  i  1  -  11  a  /  r/ 

cun  cas  ou  1  angle  de  contingence  de  deux  cotes  conlecu- 
tifs  pût  être  fini  ;  mais  il  y  a  plus  y  il  refulte  de  tout  ce  qui 
a  été  dit  y  qu’il  ne  peut  l’être  y  ôc  c’eft  là  ce  qui  a  été  laiffé 
comme  en  fufpens  dans  l’art.  747. 

Je  fuppofe  que  le  premier  des  deux  côtés  qui  feront  entre 
eux  l’angle  de  contingence  fini,  foit  oblique  ôc  montant  ,  ôc 
d’uue  telle  obliquité  que  le  côté  fuivant  ne  puiffe  faire  avec 
lui  r  angle  de  contingence  déterminé  fans  redefeendre  vers 
l’axe,  car  tout  cela  pourra  toujours  être  par  rapport  à  quelque 
axe  que  je  donnerai  à  la  Courbe  ;  elle  montera  donc  par 
ce  premier  côté  ,  ôc  redefeendra  par  le  fuivant ,  fans  avoir 
paffé  par  aucun  Terme ,  ni  moyen,  ni  commun,  ce  qui  eft 
împoffible ,  ôc  contraire  à  la  douceur  infinie  qui  fait  lefTen- 
ce  de  la  variation  des  Courbes.  Donc  l’angle  de  contingen¬ 
ce  fini  eft  impoffible. 

903.  De  plus  l’angle  de  contingence  fini  feroit  aigu,  puif- 
qu’il  feroit  le  dernier  d’une  Suite  infinie  d’angles  aigus  infi¬ 
niment  petits.  Ce  feroit  donc  un  aigu  toujours  plus  grand  * 
félon  que  la  Suite  d’angles,  dont  il  feroit  la  derniere  gran¬ 
deur,  feroit  plus  croiffante ,  ôc  enfin  elle  pourroit  l’être  à  tel 
point ,  qu’il  feroit  le  plus  grand  de  tous  les  aigus ,  c’eft-à-di- 
re ,  droit  ;  ôc  par  conféquent  il  y  auroit  un  axe  par  rapport 
auquel  la  Courbe  arrivée  au  parallélifme ,  arriveroit  auffi-tôt 
après ,  ôc  dès  le  côté  fuivant  à  la  perpendicularité.  Or  deux 
.Termes  ne  peuvent  être  contigus  (6H  2). 

9 04.  On  peut  ajouter  enfin  que  fi  Tangle  de  contingence 
pouvoit  être  fini ,  la  variation  croifiànte  qui  l’y  conduiroit  * 
pourroit  être  croifiànte  de  moins  en  moins ,  ôc  par  confé¬ 
quent  arriver  à  l’Egalité  ^  c’eft-à-dire ,  à  deux  angles  de  con- 
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tingence  finis  &  égaux  confécutifs.  En  ce  cas  il  y  auroit  un 
côté  de  la  Courbe  dont  les  deux  extrémités  feroient  les  fon> 
mets  de  ces  deux  angles  ,  &  ces  angles  étant  finis  >  les  fom- 
mets  en  feroient  fenfibles  &  déterminables,,  ôc  par  conféquent 
la  grandeur  du  côté  le  feroit  auffi.  Or  il  eft  impoffible  que  la 
grandeur  d’un  côté  infiniment  petit  foit  déterminable. 

P  o  y.  Il  ne  relie  plus  prefentement  qu’à  examiner  ce  qui 
appartient  à  la  courbure  des  Courbes.  .  '  '»</«  courbes» 

Pour  cet  examen  il  faut  abandonner  la  fuppofition  des  Pp 
conftans  >  &  prendre  l’une  ou  l’autre  des  deux  fuppofitions 
de  l’art.  752.  qui  ont  toutes  deux  effentiellement  rapport  à 
la  Courbure  ,  car  il  faut  toujours  quelque  chofe  de  confiant 
(7  é4).  La  1 re  de  ces  deux  fuppofitions^  qui  eft  celle  des  côtés 
conftans  ,  eft  la  plus  aifée  dans  la  pratique  ,  ôc  nous  la  pré¬ 
férons.  Donc  la  variation  de  la  courbure  fera  celle  des  angles 
de  contingence  DBC.  La  courbure  fera  croiffante,  fi  ces  an¬ 
gles  croiffent  ,  décroiffante ,  s’ils  décroiffent  ,  &  fuivra  le 
rapport  de  leurs  accroilfemens  ou  décroiffemens. 

906.  La  mefure  de  ces  angles  étant  leur  Sinus ,  qui  fera 
une  ligne  infiniment  petite  du  2d  ordre  (741),  la  mefure  de 
la  courbure  fera  donc  ce  Sinus  de  l’ordre  de  -£7-. 

M 
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907.  Ce  Sinus  exifte,  &  par  conféquent  il  y  a  courbure ,  vifferem 
tant  que  les  côtés  font  entr’eux  un  angle  de  contingence  in-  c^*^nuUc- 
Animent  petit,  de  quelque  grandeur  qu’il  foit  dans  Tordre  de 
—  mais  dès  qu’ils  celfent  d’en  faire  un  ,  il  n’y  a  plus  de  cour¬ 


bure.  Or  ils  ceffent  d’en  faire  un*  quand  ils  font  exactement 
pôles  ou  bout  à  bout  en  ligne  droite  dans  l’inflexion  ,  ou  l’un 
îur  l’autre  dans  le  rebrouffement.  Donc  alors  la  courbure  eft 
nulle. 

908.  Donc  alors  la  Courbe  qui  àrrive  ou  à  l’inflexion  , 
ou  au  rebrouffement ,  y  eft  arrivée  par  une  courbure  tou¬ 
jours  décroiffante. 

909.  La  Courbe  qui  a  une  Afymptote  quelconque ,  étant 
ligne  droite  pendant  un  cours  infini/,  elle  aura  pendant 
tout  ce  cours  une  courbure  nulle ,  ôc  par  conféquent  la 

PpiJ 


l'ejl. 
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fa  courbure  précédente  aura  été  décroiflante. 
ce  nui  fait  pjc.  La  courbure  croisante  devroit  aboutir  à  un  angle 
infinie ,  ^  /«  de  contingence  fini  ,  ce  qui  la  rendroit  infinie.  Mais  cet  an- 
cas  ou  elle  gle  eft  impoffible  (poa,  5*03 ,  5)04).  Donc  la  courbure  ne 
peut  devenir  infinie  de  cette  maniéré.  Il  faut  donc  voir 
de  quelle  maniéré  elle  le  peut  devenir. 

Tout  côté  oblique  a  un  R  m  ôc  un  Pp  de  l’ordre  de 

qui  lui  répondent ,  ôc  il  eft  de  ce  même  ordre;  ôc  parce  qu  il 
eft  oblique  d’une  certaine  obliquité  néceffairement  détermi¬ 
née  ,  il  a  un  certain  rapport  de  grandeur  déterminé  à  Km  ôc  à 
P p  qui  lui  répondent,  ôc  cela  ,  quelque  fuppofition  qu’on, 
faffe,  ou  des  Km ,  ou  des  P  p ,  ou  des  côtés  Mm  conftans* 
Quand  un  côté  eft  parallèle,  il  eft  néceffairement  égal  à  quel¬ 
que  portion  de  l’axe ,  mais  quand  il  eft  perpendiculaire,  il  n’a 
aucun  rapport  néceffaire  de  grandeur  à  P  p  y  mais  peut  être 
plus  grand  ou  plus  petit,  félon  telle  raifon  qu’on  voudra  (8 19 ), 
c’eft-à-dire ,  dans  le  cas  qu’il  foit  plus  petit ,  qu’il  peut  l’être 
plus  que  tous  les  Pp  qui  répondront  à  des  côtés  obliques  > 
&  non  pas  plus  que  fon  Pp  correfpondant ,  car  il  n’en  a 
point ,  ou  n’en  a  qu’un  infiniment  petit  par  rapport  à  lui. 


En  effet  on  a  vu  qu’un  côté  perpendiculaire  =  oc  n’avoit 
quun  P  p  =3  JL.  (  8  64  ôc  8  66),  ce  qui  marque  bien  que  la  gran¬ 
deur  du  côté  perpendiculaire  ne  garde  aucun  rapport  avec 
celle  des  Pp ,  qui  font  de  l’ordre  de  tant  qu’ils  exiftent. 

Donc  en  renverfant  cet  exemple,  il  doit  être  poffible  aufli 
que  P  p  étant  zéro  abfolu  pour  un  côté  perpendiculaire ,  ce 
côté  foit  de  l’ordre  de  ,  puifque  rien  ne  l’affujettit  à  aucun 


00 

rapport  de  grandeur  à  P  p ,  &  qu’il  lui  fufEt  au  contraire 
de  n’en  avoir  point  qui  lui  réponde  (  820  )• 

Et  comme  un  côté  perpendiculaire  eft  neceffairement  ou 
l’Origine  ou  le  Terme  d’un  cours,  ce  ne  peut  être  qu’en  l’un 
ou  l’autre  de  ces  deux  points  qu’il  fe  trouvera  un  côté  ou  in¬ 
finiment  plus  grand ,  ou  infiniment  plus  petit  que  les  Pp 
qui  feront  dans  tout  le  refte  du  cours. 

Donc  il  eft  poffible  qu’une  Courbe  commence  ou  termine 
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un  cours  par  un  côté  =  —t  >  qui  fera  perpendiculaire. 

OO 

Après  ce  côté ,  s’il  eft  le  premier ,  en  viendra  néceffaire- 
ment  un  fécond  oblique  y  &  de  l’ordre  de  car  ce  n’eft 

que  la  perpendicularité  qui  difpenfe  les  côtés ,  pour  ainfi 
dire  ,  d'être  de  cet  ordre.  C’eft  la  même  chofe  renverfëe  >  fi 
ce  côté  =  —  eft  le  dernier  du  cours. 

x 

00 


On  peut  demander  pourquoi  à  l’origine  de  la  Courbe  > 
par  exemple  9  car  cela  fuffit  pour  fixer  l’idée  y  le  côté  per¬ 
pendiculaire  —  -^-r  y  ôc  le  fuivant  oblique  =  —  ,  ne  font 


1 

OO 


pas  plutôt  conçus  comme  un  feul  côté  oblique ,  puifque  le 
perpendiculaire  eft  nul  par  rapport  à  l’oblique  >  ou  pourquoi 
le  perpendiculaire  &  l’oblique  pris  enfemble  ,  étant  ,  on 

ne  conçoit  pas  ce  --comme  divifé  en  deux  parties  du  même 

ordre  ,  dont  la  première  fera  perpendiculaire ,  &  la  fécon¬ 
dé  oblique  y  puifque  la  divifion  d'une  Courbe  en  fes  côtés 
eft  entièrement  arbitraire. 

On  ne  peut  pas  prendre  les  deux  côtés  pour  un  feul 
oblique  ,  puifqu’il  y  a  là  réellement  une  pofition  perpendi¬ 
culaire  de  la  Courbe. 

On  ne  peut  pas  prendre  le  perpendiculaire  =  —■  &  une 


OO 

partie  de  l’oblique  =-~-pour  un  même  côté  perpendiculai¬ 
re  de  l’ordre  de  -~-y  puifque  s’il  eft  vrai  que  la  Courbe  corm 
mence  par  un  côté  =  y  elle  fait  là  un  pas  infiniment 


OO 

plus  petit  que  tous  ceux  qu’elle  fera  enfuite  >  ou ,  ce  qui  eft 
la  même  chofe  y  fait  fon  premier  détour  infiniment  plutôt 
qu’elle  ne  fera  tous  les  autres;  or  c’eft  là  quelque  chofe  de 
réel  y  qui  vient  de  fa  nature  y  &  qu’on  ne  lui  peut  ôter  Et  en 
effet  il  faut  que  ce  premier  côté  =  -LT>  quand  il  exiftera,, 


foit  néceffaire  par  l’Equation  de  la  Courbe. 

Donc  enfin  un  premier  ou  dernier  côté  perpendiculaire 
£=  eft  poffible. 

00 

Or  en  ce  cas  la  courbure  de  la  Courbe  fera  infinie ,  car  fi 

Fpiij 


) 
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elle  commence  par  là,  elle  fe  détournera  après  un  pas  infini¬ 
ment  plus  petit,  ou  infiniment  plutôt  que  par  tout  ailleurs  ;  ôc 
fi  elle  termine  un  cours  par  là,  elle  ne  fera  après  un  détour 
ordinaire ,  qu’un  pas  infiniment  plus  petit  que  tous  les  autres. 

Donc  il  efl  pcfïible  que  la  Courbe  ait  une  courbure  infi¬ 
nie  à  l’origine  ou  l’extrémité  d’un  cours. 

ÿii.  L’angle  de  contingence  fini ,  qui  devroit  être  le 
Terme  de  la  courbure  croiffante,  étant  impoffible,  c’elt  cette 

courbure  infinie  faite  par  un’côté  =  qui  prend  fa  place , 

00 

ôc  dans  les  cas  où  par  l’accroiffement  continuel  des  angles 

de  contingence ,  la  courbure  devroit  devenir  infinie  par  un 

angle  de  contingence  fini ,  elle  ne  le  deviendra  que  par  un 

côté  =  —4.  Ainfi  ce  cas  de  courbure  infinie  ne  fera  que 
00  1 

fe  fubftituer  à  celui  où  Pangle  de  contingence  auroit  dû  être 
fini  ,  ôc  cela  ne  troublera  en  rien  la  considération  de  la  cour¬ 
bure  fondée  fur  les  angles  en  tous  les  autres  cas. 

ÿiz.  Cette  courbure  infinie  ne  peut  avoir  rien  de  fenfi- 
bîe ,  ni  qui  frappe  les  yeux,  car  quelque  exa&ement  qu’une 
Courbe  fût  tracée  ou  décrite  ,  il  feroit  toujours  impofiible 
d’y  reconnoître  aucune  grandeur  -L-r,  ôc  encore  moins, 

00 

!=“■,  ou  la  différence  de  — —  à  — . 

1  1  OQ 

CO  00 

î  3 .  La  courbure  infinie  qui  demande  un  côte  =—4» 

00 

neft  pas  contrairè  à  la  fuppofition  des  côtés  conftans  de 
l’ordre  de  — ,  comme  les  Pp  nuis ,  ou  de  l’ordre  de  — 

OO  *  '  '  1 

CO 

dans  la  perpendicularité  ,  ne  font  point  contraires  à  la  fup- 

pofttion  des  Pp  conftans.  Les  raifonnemens  des  art.  8yi. 

&  8J2.  reviennent  ici,  ôc  les  Mm  ne  peuvent  non  plus 

que  les  P  p ,  être  de  l’ordre  de  — ^  qu’à  l’origine  ou  à  l’ex- 

00 

trémité  d’un  cours. 

9 14.  Quand  on  appelle  infinie  la  courbure  qui  fe  fait 
par  un  côté  —  -4 ,  on  fuppofe  que  la  courbure  ordinaire  , 

CO 

ou  qui  fe  fait  par  des  côtés  de  l’ordre  de  — ,  ôc  dont  les 
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angles  de  contingence  font  de  cet  ordre,  eft  finie;  par  confé- 
quent  la  courbure  qui  fe  feroit  par  un  côté  =  —  feroit 

infinie  du  2d  ordre ,  ôc  ainfi  de  fuite  ,  les  angles  de  contin¬ 
gence  étant  toujours  de  l’ordre  de  — . 

5)15*.  Il  n’eft  point  néceffaire  pour  la  courbure  infinie, 
que  le  côté  par  lequel  elle  fe  fait  foit  =  — L  ,  il  fuffit  qu’il 


foit  de  cet  ordre  comme  — ^  ou  —r>  &c.  car  il  fera  tou 

2  4 

00  00 


jours  infiniment  petit  par  rapport  à 

p  1 6.  Et  par  la  même  raifon  fi  les  côtés  obliques  étoient 
feulement,  par  ex.  ;==•— V  ,  il  fuffiroit  que  le  côté  perpen- 


00 


diculaire  par  lequel  fe  feroit  la  courbure  infinie  fût 


00 


En  général  le  raifonnement  qu’on  a  fait  fur  la  courbure  in¬ 
finie  ,  ne  demande  autre  chofe ,  finon  que  le  côté  ,  par  lequel 
elle  fe  fait ,  foit  infiniment  petit  par  rapport  aux  côtés  obli¬ 
ques  ,  de  quelque  maniéré  qu’il  le  foit. 

p  17.  Ce  qui  fait  la  courbure  infinie  eft  réel,  c’eft  un 
côté  qui  par  la  nature  de  la  Courbe  n’eft  que  de  l’ordre  de 
-i—  ,  tandis  que  tous  les  autres  font  de  Tordre  de  — .  Nous 

*  OO 


î’avons  fuppofé  perpendiculaire  pour  mieux  faire  appercevoir 
que  même  dans  la  fuppofition  des  côtés  conftans  il  pouvoit 
être  =  .  Mais  un  côté  perpendiculaire  par  rapport  à  un 

axe ,  fera  parallèle ,  ou  oblique  par  rapport  à  un  autre ,  ainfi 
la  perpendicularité  du  côté  n  eft  point  néceffaire  pour  la  cour¬ 
bure  infinie.  T out  ce  qui  refte  de  néceffaire ,  c’eft  que  le  côté 
par  lequel  elle  fe  fait  ^  commence  oufiniffe  un  cours ,  car 
une  Courbe  rapportée  à  différens  axes ,  ne  fait  que  changer 
fes  pofitions  parallèles  en  perpendiculaires  ,  fa  concavité  en 
convexité ,  ou  au  contraire  ,  mais  fes  différens  cours  ou  va¬ 
riations  commencent  &  finiffent  toujours  aux  mêmes  points* 
£18.  Donc  la  courbure  infinie  peut  fe  faire  par  un  côté 
parallèle  ;  car  il  commence  ou  finit  néceffairement  un  cours» 
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p  ip.  Tout  ce  qu’exige  la  nature  du  côté  parallèle  y  c’eft 
qu’il  y  ait  un  Pp  égal  qui  lui  réponde  fans  Rm  correfpon- 
dant.  De-là  il  a  fuivi  que  tant  qu’on  a  fuppofé  que  les  côtés 
ne  pouvoient  être  que  de  l’ordre  de  ,  le  côté  parallèle  en 

étoit  auffi ,  &  =====  Pp  =====  fuppofé  alors  confiant.  Mais  ici 

où  le  côté  parallèle  eft  =====  y  il  faut  que  Pp  foit  auffi  égal 
à  ce  même  _i_ . 

°o  l 

P  20.  La  courbure  infinie  ne  peut  fe  faire  par  un  côté 
oblique  que  quand  ce  côté  oblique  commencera  ou  termi¬ 
nera  un  cours.  Prenons  le  cas  où  il  le  termine ,  qui  eft  le 
plus  naturel.  Un  côté  oblique  ne  termine  un  cours  que  quand 
il  eft  Terme  arbitraire  d’obliquité  croisante  ou  décroiflante, 
&  alors  ce  côté  oblique  eft  double ,  ôc  il  y  a  inflexion  ou 
rebrouflement  (  825?  &  845'  ).  Donc  la  courbure  infinie  qui 
termine  un  cours ,  ne  peut  fe  faire  par  un  côté  oblique  fans 
infléxion  ou  rebrouflement. 


5)21.  Donc  la  courbure  qui  eft  toujours  nulle  dans  Pin- 
fléxion  >  quand  les  côtés  y  font  de  l’ordre  de  y  &  dans  le 

rebrouflement ,  quand  les  côtés  étant  de  cet  ordre ,  y  font 
exaâement  pofés  l’un  fur  l’autre  ,  peut  être  infinie  dans  ces 
mêmes  points  y  &  ce  fera  quand  les  deux  côtés  égaux  y  feront 
de  l’ordre  de  ~ y  ayant  été  par-tout  ailleurs  ==  — .  Ils  ne 


font  entr’eux  ^  à  caufe  de  la  pofition  que  leur  donne  l’infle¬ 
xion,  ou  le  rebrouflement ,  qu’un  angle  de  contingence  nul; 
mais  cet  angle  nul  ne  rend  pas  alors  la  courbure  nulle  y  car  il 
fe  fait  dans  une  étendue  de  l’ordre  de  — y  &  cette  étendue 
rend  la  courbure  infinie. 

p 2 2.  Il  eft  clair  que  cela  eft  général  pour  les  inflexions 
ou  rebrouflemens  y  tant  parallèles }  ou  perpendiculaires  y 
qu’obliques. 

P23.  La  courbure  infinie  peut  fe  faire  à  l’origine  d’une 
Courbe  par  un  côté  oblique  (impie  =====  — ~  ;  car  elle  s’y  peut 

faire  par  un  côté  perpendiculaire  (impie  y  qui  deviendra  obli¬ 
que  quand  la  Courbe  fera  rapportée  à  un  autre  axe.  C’eft  ainfi 

qu’une 
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qu’une  Courbe  peut  avoir  à  fon  origine  un  côté  (impie  obli¬ 
que  ■=—  j  mais  elle  ne  peut  pas  de  même  avoir  pour  Terme 
d  obliquité  croiffante  ou  décroiffante  un  côté  (impie  oblique. 

5)24.  L’inflexion  j  qui  eft  un  Terme  ou  paffage  de  la 
concavité  à  la  convexité  ,  ou  réciproquement  y  ôc  le  rebrouf- 
fement  ,  qui  eft  le  Terme  d’un  cours  direâ,  ôc  l’Origine  d’un 
rebrouffant  y  font  toujours  compliqués  avec  un  Terme  de 
courbure  croiffante  ou  décroiffante  y  ôc  ce  Terme  eft  une 
courbure  ou  nulle  y  ou  infinie. 

P25*.  Donc  aufli  le  Terme  arbitraire  d’obliquité,  qui  eft 
toujours  compliqué  avec  l’inflexion  ou  le  rebrouffement ,  eft: 
pareillement  compliqué  avec  un  Terme  de  courbure. 

92 6.  LTnfiexion  ôc  le  rebrouffement,  où  la  courbure 
eft  nulle ,  ôc  qui  fe  font  par  deux  côtés  égaux  de  l’ordre  de 
~~  j  ont  de  plus  ces  deux  côtés  égaux ,  qui  font  un  T erme , 

de  forte  que  les  Pp  ayant  été  fuppofés  conftans ,  la  Courbe 
a  dû, dans  fon  cours  précédent, tendre  à  cette  égalité  de  côtés, 
c’efbà-dire ,  que  fes  côtés  n’ont  pu  croître  ou  décroître  que 
de  moins  en  moins.  Il  y  aura  donc  dans  toute  inflexion  ou 
rebrouffement  de  cette  efpece  une  complication  de  quatre 
Termes  différens ,  i°.  D’inflexion,  ou  de  rebrouffement. 
20.  De  pofition  parallèle,  ou  perpendiculaire  ,  ou  la  plus  ou 
la  moins  oblique  de  toutes  par  rapport  à  Taxe.  30.  D’égalité 
des  deux  côtés,  40.  De  courbure  nulle. 

5)27.  Si  l’inflexion  ou  le  rebrouffement  font  accompa¬ 
gnés  de  courbure  infinie,  les  deux  iers Termes  de  l’art,  pré¬ 
cédent  fubfiftent,  ôc  le  4me  fe  change  en  une  courbure  infinie. 
Pour  le  3rae ,  il  n’eft  plus  queftion  de  confidérer  les  deux  côtés 

égaux  de  l’ordre  de  ,  les  Pp  étant  conftans,  car  ces  côtés 

de  l’ordre  de  7—  ne  répondent  à  aucun  Pp  qui  foit  de  l’ordre 

de  y  mais  parce  que  ces  côtés  font  deux ,  ôc  ==  777  *  ils 

marquent  non  feulement  une  courbure  infinie ,  mais  une  éga¬ 
lité  de  courbure  infinie.  Ils  tiennent  la  place  de  deux  angles 
de  contingence  finis  égaux  ôc  confécutifs^auxquels  la  courba- 

Q  q 


Ordre  des 
Chanzemens 

c> 

des  Courbes. 
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re  croiflante  feroit  arrivée ,  en  croiflant  toujours  de  moins  efà 
moins  ,  fi  des  angles  finis  avoient  été  poflibles.  Il  y  a  donc 
encore  ici  quatre  Termes  compliqués. 

928.  Une  Courbe  qui  fe  termine  par  un  côté  de  l’ordre 
de  -^0  çomme  tous  les  autres ,  ne  peut  avoir  à  Ton  extrémité 
une  courbure  infinie  :  mais  elle  en  peut  avoir  une  nulle,  parce 
que  ce  côté  pourra  faire  avec  le  précédent  un  angle  de  con¬ 
tingence  nul ,  ôc  ces  deux  côtés ,  pofés  bout  à  bout  en  ligne 
droite ,  ne  produiront  point  d  inflexion  à  l’extrémité  d’un 
cours  infini  où.  la  Courbe  fe  termine. 

929.  Quanta  la  Courbe  qui  fe  termineroit  par  un  côté 
=  1  (  S  60  ) ,  il  eft  bien  vifible  que  fa  courbure  eft  nulle  à 
cette  extrémité ,  puifqu’elle  y  devient  ligne  droite  finie.  A 
plus  forte  raifon,  la  Courbe  qui  a  une  Alÿmptote. 

p 30.  Donc  la  Courbe  peut  avoir  à  fon  extrémité  une 
courbure  nulle ,  parce  qu’elle  y  fera  ligne  droite  pendant  une 
étendue  infiniment  petite  ,  mais  plus  grande  que  partout 
ailleurs  (  928  ) ,  ou  qu’elle  y  fera  droite  finie,  ou  infinie. 

931.  Comme  il  n’y  a  point  de  Terme  naturel  auquel  un 
arbitraire  ne  puifie  être  fubftitué ,  il  faut  qu’il  y  ait  un  Terme 
arbitraire  de  courbure  croiflante  ou  décroiflfante ,  ôc  ce  fera 
un  angle  de  contingence  plus  grand  ou  plus  petit  que  les 
précédens ,  &  fuivi  par  des  angles  plus  petits  ou  plus  grands. 
Il  ne  fe  fait  là  aucune  complication  néceflaired'autresTermes. 

932.  Rien  n’empêche  qu’une  Courbe  n’arrive  par  un 
cours  infini  à  un  fimple  Terme  arbitraire  de  courbure  :  mais 
en  ce  cas  il  eft  vifible  qu’elle  ne  doit  pas  avoir  d’Afymptote* 
ni  même  un  dernier  côté  =====  1.  Ce  ne  peut  donc  être  que 
dans  le  cas  où  elle  aura  un  dernier  côté  =  -55-  >  car  il  fera 
poflible  qu’il  fafle  encore  un  angle  de  contingence  avec  le 
précédent,  foit  plus  grand, Toit  plus  petit  que  les  angles 
précédens. 

953.  Tout  ce  qui  appartient  aux  variations  &  aux  chan- 
gemens  des  Courbes  ayant  été  examiné ,  il  eft  aifé  de  voir 
quel  ordre  peuvent  garder  entr’eux  les  changemens ,  quand 

il  y  en  a. 
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Une  Courbe  ne  peut  aller  du  parallélifme  au  parallélifme, 
ni  de  la  perpendicularité  à  la  perpendicularité,  ni  en  général 
d’un  Terme  quelconque  à  un  autre  de  même  efpece,  parce 
que  deux  Termes  de  même  efpece  ne  peuvent  être  confé- 
cutifs  (  68 1  )  ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même,  une  Courbe  arrivée 
à  un  Terme  ne  peut  tendre  dans  la  variation  fuivante  quà 
un  Terme  contraire ,  foit  naturel,  foit  arbitraire. 

9  3  4.  Une  Courbe  peut  aller  d’un  Terme  naturel  de  fa  po- 
fition  par  rapport  à  Taxe  à  un  autre  Terme  naturel  contraire, 
c’eft-à-dire,être  alternativement  parallèle  ôc  perpendiculaire 
tant  de  fois  qu’on  voudra. 

9  3  5*.  Une  Courbe  peut  aller  d'une  Inflexion  à  une  Infle¬ 
xion  ,  pourvu  que  dans  la  ire  la  courbure  ayant  été  nulle  ou 
infinie,  ôc  pareillement  le  Terme  d’obliquité  ayant  été  celui 
d’une  obliquité  croiflante  ou  décroiflante  {926) ,  cette  cour¬ 
bure  ôc  ce  Terme  foient  dans  la  ide-  Inflexion  contraires  à 
ce  qu’ils  étoient  ;  cela  peut  arriver  alternativement  autant  de 
fois  qu’on  voudra. 

9  36.  Il  en  faut  dire  autant  des  Rebrouflfemens. 

9  3  7.  Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  que  les  Courbes 
qui  commençoient  par  s'élever  au  deflus  de  leur  axe  :  mais 
elles  peuvent  aufii  avoir  leur  origine  à  un  point  qui  foit  au 
deflus  de  cet  axe ,  ôc  defcendre  vers  lui.  Cette  nouvelle  fup- 
pofition  ne  changera  rien  à  tout  ce  qui  a  été  dit ,  finon  que 
ce  qui  étoit  montant  fera  defcendant ,  une  Ordonnée  la  plus 
grande  de  deux  variations  confécutives  fera  la  plus  petite, ôte. 
mais  tous  les  raifonnemens  demeureront  les  mêmes. 

938,  Une  Courbe  peut  même  defcendre  au  defifous  de 
fon  axe ,  ôc  cela  11e  change  encore  rien.  Seulement  fi  les  Or¬ 
données  tirées  au  deflus  de  l’axe  ou  fupérieures  ont  été  qua¬ 
lifiées  de  pofitives ,  les  inférieures  feront  négatives.  Il  faut 
appliquer  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  les  articles  7 19  ,  Ôc c. 

I2  S- 

939.  Après  que  l’on  a  vu  tout  ce  qui  peut  arriver  aux 
Courbes  en  général ,  il  ne  refte  plus  qu’à  voir  comment  on 
peut  déterminer  géométriquement  tout  ce  qui  doit  arriver  à 

Qqij 
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une  Courbe  félon  fa  nature  particulière ,  c’efl-à-dire  ,  félon 

la  Loi  ou  l’Equation  qui  la  réglera. 

Nous  avons  fuppofé  d’abord  dans  les  art.  761  >  Ôcc.  76*)  > 
que  cette  Equation  confiftoit  toujours  dans  quelque  rapport 
perpétuel  des  Abfciffes  aux  Ordonnées  affectées  ou  condi¬ 
tionnées  d  une  certaine  maniéré.  Mais  comme  on  a  vû  dans 
toute  la  fuite  que  les  Courbes  ne  font  compofées  que  de 
grandeurs  infiniment  petites  ,  ou  réfultent  de  la  combinaifon 
de  différentes  grandeurs  de  cette  efpece,il  efl  vifible  que  leur 
nature  particulière  fera  déterminée,  quand  on  aura  déterminé 
le  rapport  de  quelques-unes  de  ces  grandeurs ,  par  ex.  des 
Rm  aux  Pp  r  fans  avoir  déterminé  celui  des  AP  aux  PM* 
Cela  revient  à  l’art.  687. 

Si  le  rapport  perpétuel  qui  doit  faire  l’effence  de  la  Courbe 
efl  établi  entre  des  grandeurs  infiniment  petites ,  il  fe  peut 
également  qui!  s’enfuive  ou  ne  s’enfuive  pas  de  là  un  rapport 
perpétuel  entre  les  Abfciffes  ôc  les  Ordonnées.  Dans  le  Ier 
cas  j  il  a  été  inutile  ,  du  moins  à  parler  en  général  ^  mais  non 
pas  impoffible,  de  régler  la  Courbe  par  cette  forte  de  rapport* 
ôc  on  la  peut  ramener  à  une  Equation  qui  exprime  le  rapport 
des  Abfciffes  aux  Ordonnées  ;  dans  le  2d  cas  *  la  Courbe  n’a 
pu  avoir  d’autre  Equation  *  ôc  il  n’y  a  point  de  rapport  per¬ 
pétuel  entre  fes  Abfciffes  ôc  fes  Ordonnées. 

Dans  le  1e1  cas ,  la  Courbe  efl  appell géométrique ,  parce 
que  le  rapport  entre  fes  Abfciffes  ôc  fes  Ordonnées  ,  qui  ne 
font  que  des  lignes  droites ,  étant  perpétuel ,  on  peut  la  con- 
noître  Ôc  la  décrire  en  tous  fes  points  par  le  moyen  de  ces 
droites  qu’on  peut  tirer  ou  déterminer  géométriquement. 

Mais  dans  le  2d  cas,  la  Courbe  efl  appellée  mèchanique > 
parce  que  fon  effence  ne  confifte  que  dans  un  rapport  d’Im- 
finiment  petits  qui  11e  peuvent  être  déterminés  >  ôc  que  les 
Abfciffes  ôc  les  Ordonnées  n’ayant  pas  un  rapport  perpétuel , 
on  ne  peut  déterminer  géométriquement  une  Abfciffe  ôc  une 
Ordonnée  quelconques. 

5)40.  On  voit  par  la  nature  des  Courbes  méchaniques 
que  pour  les  çonnoître  il  faut  une  Théorie  ôc  un  Calculde 
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Infiniment  petits  ,  mais  que  les  géométriques  en  doivent  être 
plus  indépendantes. 

En  effet,  x  exprimant  toujours  une  Abfciffe  ,  &  y  une 
Ordonnée  indéterminée  ,  il  y  a  certaines  chofes  que  la  feule 
Algèbre  ordinaire  donne  à  la  première  vue  de  l’Equation 
d’une  Courbe  géométrique.  Par  exemple  ,  fi  cette  équation, 
eft  a  x  =yy  y  ou  1  x=yy ,  ou  x  ==-~yy  y  foit  en  prenant  la 
grandeur  confiante  æ  ==  1 ,  foit  en  la  foufentendant,  on  voit 
que  cette  Courbe, qui  eft  la  Parabole  ,  a  des  Ordonnées  néga¬ 
tives  égales  aux  pofitives  correfpondantes:  car  foit  que  cha¬ 
que  Ordonnée  foit  =  y ,  ou  ===== - y  ,  on  a  toujours  le 

quarréjyjy ,  &  x  =j y  y.  Donc  elle  a  des  Ordonnées  au  deffus 
ôc  au  deffous  de  l’axe  indéterminé  x  ,  égales  chacune  à  cha¬ 
cune.  On  voit  aufiî  qu’elle  n’a  point  d’ Abfciffes  négatives  ; 

ou  == - x  y  c’eft-à-dire ,  prifes  à  la  gauche  du  point  de 

Taxe  011  l’on  aura  fixé  l’origine  de  fon  cours  vers  la  droite  ; 

car  l’équation  feroit - x  ===== - yy  y  or  elle  deviendroit 

imaginaire  ,  puifque  — — y  y  ne  peut  être  un  quarré  réel.  Un 
point  étant  donc  fixé  pour  origine  de  l’axe ,  la  Parabole  n’a 
fon  cours  qu’à  la  droite  ou  à  la  gauche  de  ce  point ,  mais  elle 
a  un  cours  égal  tant  au  deffus  qu’au  deffous  de  l’axe. 

Si  r  on  prend  la  i,e  Parabole  cubique,  qui  eft  aax  9 

ou  x  ==jy5 ,  on  voit  que  l’équation - x  ===== - y 5  eft  la 

même ,  &  par  conféquent  que  cette  Parabole  peut  avoir  des 
Abfciffes  négatives  en  même  temps  que  des  Ordonnées  né¬ 
gatives,  aufli-bien  que  des  Abfciffes  pofitives  en  même  temps 
que  des  Ordonnées  pofitives,  mais  non  les  unes  pofitives,, 
&  les  autres  négatives  en  même  temps ,  &  par  conféquent 
qu’à  la  droite  du  point  de  fon  origine  elle  aura  feulement  des 
Ordonnées  au  deffus  de  l’axe ,  &  à  la  gauche  des  Ordonnées 
feulement  au  deffous. 

De  même  dans  la  ade  Parabole  cubique ,  y5 ,  on  voit 

que  x1  eft  aufli-bien  quarré  de - x  que  de  x ,  &  que  par 

conféquent  la  Courbe  a  des  Abfciffes  négatives,  mais  que 

l’équation  ne  peut  pas  être - x1  ===== - y  3,  parce  que - xz 

feroit  un  quarré  imaginaire ,  &  par  conféquent  que  la  Courbe 

Q<1  ui 
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n’a  point  d’Ordonnées  négatives  ;  d’où  il  fuit  qu  elle  a  fou 
cours  tant  à  la  droite  qu’à  la  gauche  du  point  de  fon  origine, 
niais  toujours  au  deflus  de  Y  axe. 

On  verra  pareillement  par  la  feule  équation  d’une  Courbe 
géométrique ,  fi  elle  aura  des  Ordonnées,  &  par  conféquent 
des  portions  imaginaires,  ou  des  vuides  (6  8o  ),  combien  elle 
aura  de  Branches,car  elle  en  aura  autant  que  les  Ordonnées^, 
élevées  à  une  certaine  puiffance  déterminée  par  l’équation 
de  la  Courbe ,  auront  de  valeurs  ou  racines  réelles ,  &  quel¬ 
ques  autres  chofes  qui  font  connues  par  l’Algebre. 

Mais  il  y  a  toujours  dans  la  connoiffance  des  Courbes  > 
même  géométriques ,  un  grand  nombre  de  chofes  qui  de¬ 
mandent  la  Théorie  de  lTnfiniment  grand  ou  petit,  du  moins 
pour  être  connues  d’une  maniéré  générale  &  commune  à 
toutes  les  Courbes ,  &  en  même  temps  immédiatement  tirée 
du  fond  de  leur  nature.  Il  faut  donc  aufii  avoir  l’Art  de  cal¬ 
culer  les  Infinis  qui  entrent  dans  les  Courbes,  &  fur-tout  les 
Infiniment  petits,  parce  que,  comme  nous  l’avons  vu ,  les 
différences  infiniment  petites  des  grandeurs  finies  qui  y  en¬ 
trent  ,  font  ce  qu’il  y  a  de  plus  important  à  confidérer.  Par 
cette  même  raifon ,  ce  Calcul  s’appelle  Différentiel . 

Il  confifte  à  trouver  quel  eft  l’Infiniment  petit  d’une  gran¬ 
deur  finie  quelconque  complexe  ou  incomplexe,  condition¬ 
née  comme  l’on  voudra.  J  e  fuppofe  ces  Réglés  connues ,  ÔC 
elles  le  font  effectivement  de  tous  les  Géomètres.  Ces  Infini¬ 
ment  petits  étant  déterminés ,  on  opéré  fur  eux  comme  nous 
avons  fait  dans  tout  cet  Ouvrage.  11  n’eft  plus  queftion  pré- 
fentement  que  de  faire  voir  comment  par  le  Calcul  différen¬ 
tiel  on  peut  déterminer  tout  ce  qui  appartient  à  la  connoif* 
lance  des  Courbes  fans  exception ,  &  cela ,  en  ne  faifant  que 
fuivre  les  conféquences  néceffaires  qui  naiffent  de  tout  ce  qui 
a  été  établi  jufqu’ici. 
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SECTION  XI. 


Regks  générales  pour  déterminer  par  le  Calcul  Différen¬ 
tiel  tout  ce  qui  appartient  au  cours  d'une  Courbe  rap¬ 
porté  à  un  Axe . 


’Inde'termine'e  AP  étant  appellée  x  ,  6c  PM  f 
j  correspondante^,  R  m  eft  dy ,  &  P  p  y  dx ,  6c  Mm 


9il 


V' dx*  — f-  dy\  Ainfi  dx  6c  dy  font  Elémens  aufïi-bien  que 
Différences  de  x  6c  dejy  ;  c’eft-à-dire ,  que  non  feulement  dx 

&  dy  font  les  grandeurs  de  l’ordre  de  -A-,  dont  x  6c  y  croif- 

fent  à  chaque  pas  infiniment  petit  de  la  Courbe ,  mais  encore 
que  chaque  dx  6c  chaque  dy  eft  un  nombre  de  fois  infini 
dans  x  ou  dansjy  finis ,  6c  le  même  nombre  de  fois  ,  puifqu’à 
chaque  dx  répond  un  dy. 

P 42.  Je  fuppofe  dans  toute  cette  Seâion  les  P p  ou  dx 


1  g.  Il; 


conftans. 

Si  l’on  prend  trois  Ordonnées  infiniment  proches ,  corref-  Fig.  vil 
pondantes  aux  deux  côtés  confécutifs  Mm  y  m  ul  y  6c  leurs 
différences  R  m  yr  pt,  6c  qu’on  veuille  avoir  la  différence  de 
ces  différences  ,  il  faut  prolonger  le  côté  Mm  en  p  jufqu'à  la 
rencontre  de  r p  prolongée,  moyennant  quoi  p,p  eft  la  diffé¬ 
rence  de  Rm  ôc  de  r  pi.  Or  pi  p  eft  en  même  temps  la  bafe 
de  l’angle  de  contingence  pmpt.  D’ailleurs  Rm  &  r  pi  étant 
toutes  deux  dy  y  leur  différence ,  ou  la  différence  2de  des  trois 
Ordonnées  eft  ddy,é gale  à  la  bafe  de  l’angle  de  contingence. 

943.  ddy  eft  la  différence  infiniment  petite  par  rapport 
àr/A  =  dy  y  dontr  p  a  décru  dans  la  Figure  y  6c  eft  en  même 
temps  élément  de  r  ja  =  dy  y  comm edy  eft  élément  6c  diffé¬ 
rence  de  y.  Il  en  faut  dire  autant  de  ddx\  l’égard  de  dx  y  fl 
dx  n’eft  pas  confiant  y  car  une  grandeur  qui  ne  croît  ni  ne 
décroît, n’a  point  de  différence,  c’eft-à-dire,  de  grandeur  infi¬ 
niment  petite  par  rapport  à  elle,  dont  elle  croiffe  ou  décroiffe 


Réglé  pour 
déterminer 
auand  une 
Courbe  d'un 
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à  chaque  inftant.  On  pourroit  lui  concevoir  un  élément  infi¬ 
niment  petit ,  mais  cela  feroit  inutile. 

Si  ddy  eft  variable,  comme  il  eft  très  poftible  ôc 
ordinaire  qu’il  le  foit ,  il  aura  encore  un  dddy  pour  élément 
ôc  pour  différence,  ce  qui  peut  aller  fi  loin  qu’on  voudra. 

P45*.  De-là  il  fuit  (412)  que  ddy  ôc  dyz  font  du  même  or¬ 
dre,  c’eft-à-dire ,  de  l’ordre  de  ,  dddy  ôc  dy'  du  3me,  ôcc. 
On  a  déjà  vu  (740)  que  la  bafe  de  1  angle  de  contingence 
==  ddy  (  5)42  )  étoit  de  Tordre  de  . 

00  , 

945.  L’Equation  d’une  Courbe  renfermant  toute  fon 
effence,  le  Principe  général  ôc  invariable  de  toute  la  Théorie 
des  Courbes  eft ,  que  toutes  les  diverfes  fuppofitions  que  Ton 
peut  faire  fur  les  grandeurs  indéterminées  qui  entrent  dans 
Téquation ,  en  leur  confervant  le  rapport  prefcrit  par  l’équa¬ 
tion,  font  autant  de  modifications  ou  ajfettions  qui  appartien¬ 
nent  à  la  Courbe ,  ôc  quelle  doit  avoir.  Ainfi  fi  Téquation 
permet  qu’une  grandeur  indéterminée  qu’elle  renferme  foit 
fuppofée  d  une  certaine  valeur  finie,  ou  infinie ,  ou  infiniment 
petite ,  tout  ce  qui  s’en  enfuivra  appartiendra  à  la  Courbe,  ôc 
en  fera  quelque  modification. 

P47.  Quand  une  Courbe  peut  avoir  ou  x  ou  y ,  ou  Tun 
&c  l’autre  =  ce* ,  ou  de  cet  ordre ,  fon  cours  eft  infini. 

5)48.  Si  a  étant  =====  00  ,y  n’eft  que  fini,  ou  au  contraire  , 
îa  Courbe  a  un  Afymptote. 

pyp.  Par  la  raifon  contraire  il  n’y  auroit  point  d’Afympto- 
îe ,  lorfque  x  ôc  jy  peuvent  être  Tun  ôc  l’autre  =  00  ,  fi  ce 
n’étoit  qu’une  Courbe  d’un  cours  infini,  ôc  qui  fe  termine 
par  être  oblique  à  fon  axe ,  a  a  =====  co ,  ôc  y  ==  00 ,  ôc  a  tou¬ 
jours  cependant  une  Afymptote  (  88  8 ,  ôcc.  .901).  Donc  afin 
qu’une  Courbe  qui  a  x  6c y  ==  00 ,  n’ait  point  d’ Afymptote, 
il  faut  qu’elle  fe  termine  par  être  parallèle  ou  perpendiculaire 
à  fon  axe. 

p  jo.  Et  comme  une  Courbe  qui  au  bout  d’un  cours  in¬ 
fini  eft  parallèle  à  fon  axe ,  ôc  a  une  Afymptote,  a  fon  dernier 
dy  de  deux  ordres  au  moins  au  défions  de  dx  (  800  ôc  808  ) , 
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&  que  celle  qui  eft  perpendiculaire  ,  &  a  pareillement  une  cours  infini  a 
Afymptote  ,  a  fon  dernier  à y  =  oo(86'^ôe86'5)^il  s’en- une  Afymt~ 
luit  cette  Réglé  generale.  a  pas . 

Toute  Courbe  qui  a  un  cours  infini  ,  &  fe  termine  par 
être  oblique  à  fon  axe ,  ou  fe  termine  par  être  parallèle ,  &c 
a  en  même  temps  dy  de  deux  ordres  au  deffous  de  dx  y  ou  fe 
termine  par  être  perpendiculaire  ,  &  a  en  même  temps  dy 
=  00  ,  a  une  Afymptote.  Et  hors  de-là  elle  a  un  cours  infini 
fans  Afymptote. 

Exemple  I. 


9  yi.  Soit  fHyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe  ,  ou  Exemple 
axe  trâverfant  ,  dont  a  eft  la  moitié  j  b  étant  la  moitié  du 

cond.  Son  équation  eû>yy  .  xx - ■  a  a  :  :  b  b  .  aa  ,  les  x  portée  à  [es 

étant  comptés  du  centre  de  l’Hyperbole.  Or  on  voit  que  xaxes* 

&  y  peuvent  être  tous  deux  infinis ,  êc  alors  y  \  x*  :  :  b\az , 
oujy  .  x  :  :  b .  a  ,  &  par  conféquent  y  &  x  infinis  ont  un  rap¬ 
port  fini.  D’ailleurs  la  même  équation  donne  félon  le  Calcul 
différentiel  j  dy .  d  x  ::  bz  x  .  az  y  y  &  par  conféquent  x  &  y 
étant  infinis  y  dy  ôc  dx  ont  un  rapport  fini,  donc  la  Courbe 
eft  oblique  à  fon  axe  au  bout  d’un  cours  infini,  donc  elle  a 
une  Afymptote. 

9  y  z.  Cette  Afymptote  eft  oblique  à  Taxe  (  888  ,  &c. 

9°i  )• 


5>y  3.  Le  rapport =  =====  qui  eft  à  l’extrémité 

de  la  Courbe,  détermine  l’angle  de  cette  Afymptote  fur  Taxe. 
Si  a  =  £ ,  ce  qui  rend  l’Hyperbole  équilatere ,  cet  angle  eft 
de  yf. 

Exemple  II. 


9  y  4.  Soit  la  Logarithmique  où  dy  .  dx  ::  y  .  a.  Si  vans  la  lo. 

0  A  ^  ^  garithmique. 

y  =  00,  donc  dx  étant  toujours  ===  — ,  dy  eft  =====  1.  Donc 

dans  cette  fuppofition  dejy=  00,  la  Courbe  n’a  point  d’A- 
fymptote ,  c’eft-à-dire ,  que  quand  elle  a  un  cours  infini  ver¬ 
tical  ,  elle  en  a  auffi  un  horifontal,  ou  un  axe  infini. 

R  r 
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p;;.  Si  y-=  —  >  dx  étant  toujours  ==  ,  djy  eft  = 

—■y  &  il  n’y  a  point  encore  d’Afymptote  ,  mais  auffi  on 
00 

n’a  rien  fuppofé  qui  donne  un  cours  infini  à  la  Courbe.  Que 
fi  on  fuppo(èjy  =  ~,  ,  ce  que  l’équation  permet,  dy  devient 


00 


,  dx  étant  toujours 


oo 


,  &  la  Courbe  a  un  cours 


infini  à  caufe  de  dy 3  (797) ,  &  une  Afymptote  parallèle  à 
l’axe  à  caufe  de  dy3  inférieur  de  deux  ordres  à  dx. 

9  y 6.  Donc  la  Logarithmique,  rapportée  au  même  axe , 
n’a  point  d’Afymptote  du  côté  oùfon  cours  vertical  eft  croit 
fant ,  &  elle  en  a  une  du  côté  où  fon  cours  vertical  eft  dé- 
croifiant,  &  cette  Afymptote  eft  l’axe  même. 

95*7.  On  peut  auffi-bien  dans  la  Logarithmique  fuppofer 
y  =  ~  que  =  ,  &  enfin  on  peut  le  fuppofer  d’un 

ordre  fi  bas  qu’on  voudra ,  ce  qui  rendra  toujours  dy  de 
l’ordre  immédiatement  inférieur ,  &  de  tant  d’ordres  qu’on 
aura  voulu  au  défions  de  dx  y  &  par  conféquent  la  Logarith¬ 
mique  en  auroit  toujours  d’autant  plus ,  s’il  fe  pouvoit ,  une 
Afymptote;  mais  du  moins  elle  en  fera  toujours  d’autant  plus 
exactement  &  plus  rigoureufement  parallèle ,  &  confondue 
avec  fon  axe.  Et  enfin  elle  fe  terminera  par  y  ==  ,  &  par 

dy  = 


CO  00  +"  X 


9  j  8.  Lorfque^  =====  CO ,  dy  eft  ==  1  (974) ,  &/==  00 
eft  la  fomme  de  la  Suite  des  dy  y  qui  étant  infiniment  infinie 
&  terminée  par  1,  devroit  avoir  une  fomme  de  l’ordre  de  00% 
li  les  dy  y  dont  elle  eft  originairement  formée  ,  avoient  des 
rapports  déterminables  (  ^49  ôc  6  3  3  ) ,  mais  ils  n’en  ont  pas. 
Car  dans  la  Logarithmique  les  dx  étant  conftans  ,  ou  les 
Abfcifles  en  progreffion  arithmétique, les  Ordonnées  font  en 
progrefiion  géométrique,  &c  par  conféquent  leurs  différences 
dy  font  en  même  progreffion.  Donc  cette  Courbe  étant  prife 
du  côté  que  fon  cours  vertical  eft  croifiant,  ôc  une  première 
Ordonnée  =====  1  étant  déterminée,  la  Suite  de  fes  Ordonnées 
eft  la  progreffion  géométrique  infinie  comprife  entre  1  &  00  y 
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c’eft-à-dire ,  -fr  i .  co  00  .  oc  00  ,  &c.  co ,  compofée  de 
grandeurs  ,  dont  les  rapports  font  tous  indéterminables.  Ces 
grandeurs  ayant  des  différences  finies  ,  &  ne  repréfentant  que 
des  Ordonnées  de  la  Courbe ,  qui  ont  entr’elles  des  diftances 
finies  ;  il  faut ,  pour  avoir  les  Ordonnées  infiniment  proches , 

i 

concevoir  entre  i  &  oo  00  une  infinité  de  moyens  géomé- 

T  1 

triques  ,  de  même  entre  oo  co  &  co  00  ,  &c.  &  ces  moyens 
géométriques  en  nombre  infiniment  infini  ont  des  rapports 
encore  plus  indéterminables ,  &  toutes  ces  grandeurs  enfem- 
ble  font  la  Suite  infiniment  infinie  des  y  en  progreffion  géo¬ 
métrique,  à  laquelle  répond  une  Suite  pareille  de  dyy  dont  par 
conféquent  tous  les  rapports  font  toujours  indéterminables. 

Cela  confirme  les  Théories  de  la  Se£L  vu. 

S>  s  9*  Quand  on  peut  déterminer  fur  Taxe  d’une  Courbe  Pourquoi  u 
fes  Ordonnées  diftantes  d’une  diftance  finie ,  fi  petite  qu’on  Logarithmi- 
voudra^  cette  Courbe  peut  être  décrite  par  points,  qui  feront 
les  extrémités  de  ces  Ordonnées ,  car  quoique  Animent  dis¬ 
tantes^  elles  pourront  l’être  fi  peu,  qu’elles  feront  fenfiblement 
la  Courbe.  Mais  les  Ordonnées  Animent  diftantes  de  la  Lo¬ 


garithmique  étant  —  i.ooôô’.oow" ,  &c.  grandeurs  finies 
abfolument  indéterminables,  la  Logarithmique  ne  peut  être 
décrite  même  par  points.  De-là  vient  à  priori  que  fa  defcrip- 
tion  eft  mife  au  nombre  des  Problèmes  impoffibles ,  ou  non 
encore  réfolus. 

<?<5b.  C’eft  principalement  dans  les  Courbes  méchaniques ,  Exemple 
comme  la  Logarithmique,  dans  réquation  defquelles  x  &  y  dm.s  ! 

,  o  1  J-  '  i  n  1  ,  i  p  1  ^  perbole  entre 

n  entrent  pas  tous  deux  ,  que  la  Kegie  de  1  art.  pjo  pouryj,  Afymp- 
r  Afymptotifme  peut  être  utile ,  car  pour  les  géométriques  on îotes* 
voit  tout  d’un  coup  fi  elles  ont  une  Afymptote,  puifque  x 
&  y  étant  dans  leur  équation ,  il  n’y  aura  que  l’un  ou  l’autre 
qui  puiffe  devenir  =  oo ,  à  moins  qffelles  ne  fe  terminent 
par  être  obliques  à  l’axe.  Cependant  pour  faire  mieux  voir  que 
dy  =  -i-y  ou  •■==  oo  eft  toujours  lié  avec  rAfymptôtifme , 

ïlr  ij 
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nous  en  allons  donner  encore  quelques  exemples  dans  des 
Courbes  géométriques ,  quoique  cette  confidération  n’y  foit 
pas  abfolument  néceffaire  pour  juger  deTAfymptotifmejmais 
elle  fervira  à  faire  voir  ce  que  lignifient  ces  valeurs  extremes 
de  dy  >  dont  il  femble  qu’on  a  négligé  jufqu’ici  de  rechercher 
l’effet. 

Exemple  III. 


Soit  FHyperbole  entre  fes  Afymptotes  y  a  b  ==  xy  \y  efi; 


a  b 


MU  7 

— .  dy 

x  J 


Si  x  =5  OC  ,  dy 


a  b  dx 


xx 


ab  dx 


SiJV 


00 


*—  a  b  dx 
dxz 


co  ^  ce  qui  emporte  x 

- - a  b 


.  Donc  dy  = 
=  dx 


pour  Tordre. 
=  ^-,dyeÛ  = 


d  x 


Dans  la 
Conchoïde, 


—  co.  On  fupprime  le  —  dont  ce  oc  efi: 
affeélé  5  parce  qu’il  ne  fait  rien  à  l’ordre. 

Exemple  IV. 

9$  1.  Dans  la  Conchoïde  prife  comme  elle  Teft.,  p.  6$ 
de  XAn,  des  Inf,  petits  y  dy  —  ~x  * a~  d~.  Donc  fi  x  ==  dx  y 

x  x  V  aa xx 

?  d  x4*  a  ab  d  x  aabdx  a  b  i 

dy  ==  - — =====  — —  =====  —  =====  00.  Donc  la 

dx 1  V aa  —  dxz  a  dx  d  x 

Conchoïde  a  un  cours  infini  dans  le  fens  des  y  >  &  d’ailleurs 
elle  a  un  cours  feulement  fini  dans  le  fens  des  x  >  puifque  x 
ne  peut  être  plus  grand  que  a,  Donc  elle  a  une  Afymptote. 


Exemple  V. 


Dans  me  9 & 2.  Dans  la  Courbe  axx 

Courbe  de 

l'An,  desinf.  de  1  An,  des  Inf* petits  )  dy  = 
P  ^1^* 


=  xxy  Hh  ttay  (  p.  6$  &  64 

z  x  d  x  -r-v  r  j 

- Donc  il  x  =====  co  y  dy 

x  x  -j-  a  a 


z  a7*  oc  X  — 

ro 

oc4 


z  a$ 
00  4 


.  Donc  dy 


-d—  efi  de  trois  ordres 

OQ4 


au  deffous  de  dx .  Donc  la  Courbe  a  une  Afymptote* 


0 


1  3l7, 
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Exemple  VI. 

£63.  On  verra  aifément  que  la  Parabole  ordinaire  ax  Dans  deux 

ajx  Paraboles, 

n’a  point  d  Afymptote,  car  dy  =====  —  ,  &  y  étant 

2  y 


yy 


==  co ,  dy  eft  =  —  =  ,  &  par  conféquent  n’eft  que 

d’un  ordre  au  deffous  de  dx. 

Mais  dans  la  ire  Parabole  cubique  a%  x==-yl ,  &  où  par 

conféquent  dy  ==  aj~-  yy  =  co  rend  dy  =  >  &  pat 

conféquent  de  deux  ordres  au  deffous  de  dx  ;  donc  il  devroit 
y  avoir  une  Afymptote  félon  la  Réglé  ,  cependant  il  eft  bien 
fur  qu’il  n’y  en  a  point. 

L’erreur  vient  de  ce  quejy,  fuppofée  infinie ,  ffa  pas  été 
bien  caraêtérifée  ou  bien  exprimée.  On  voit  par  l’équation 
a1  x  que  x  &cy  ne  peuvent  devenir  infinis  qu’enfemble , 
ôc  fuppofant  a2=  \y  on  a  donc  co  =  co5,ce  qui  ne  fe  peut 
en  mettant  le  même  Infini  dans  les  deux  membres  de  l’équa¬ 
tion.  Il  faut  donc  entendre  par  coJ  un  Infini  moindre  que  oo  , 
qui  foit  élevé  au  cube.  Soit  cet  Infini  OC  Donc  co  ==  oC3  $ 

ce  qui  fe  peut.  Donc  =====  oC  =y  infini.  Donc  dans 

l’Infinbjy 2  —  OOL  Donc  dy  ==  = - i - r  ==  — Ii-> 

3  y  TT 

2  oo  X  300  300 

Or  00  3  eft  de  l’ordre  de  co2  ,  donc  dy  =====  -^-7- n’eft  que 

3 

3  00 

de  l’ordre  de  ,  &  par  conféquent  n’eft  que  de  l’ordre 

potentiel  immédiatement  inférieur  à  celui  de  dx» 

964,  Il  ne  s’eft  point  gliffé  d’erreur  dans  les  exemples 
précédens  ,  faute  de  cette  attention  de  bien  caraftérifer  les 
Infinis,  parce  que  x  &cy  n’y  devenoient  pas  infinis  en  même 
temps ,  ôc  que  ce  n’eft  qu’en  ce  cas-là  qu’il  faut  confidérer  leur 
différent  caraâere.  Mais  de-là  naît  la  Remarque  générale,  que 
quand  deux  ou  plufieurs  grandeurs, qui  ont  rapport  enfemble^ 

R  r  iij 
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deviennent  en  même  temps  infinies *  ou ,  ce  qui  eft  une  fuite 
néceffaire  du  même  raifonnement  *  infiniment  petites ,  il  faut 
en  juger *  non  par  le  cara&ere  vague  &  indéterminé  d’infini- 
ment  grand  ou  petit  *  qu’elles  prennent *  mais  par  le  caraêtere 
particulier  que  leur  donne  la  néceffité  de  leur  rapport;  6c  cela 
fait  voir  l’ufage  de  ces  dififérens  ordres  potentiels  6c  radicaux 
dont  nous  avons  tant  parlé.  * 

Sans  cette  Théorie  des  Infinis  radicaux  ,  on  trouveroit  une 
difficulté  infurmontable  dans  l’équation  même  de  la  Parabole 
ordinaire *  où  ~  a.  y.  x.  Car  comment  concevoir  que  y 
6c  x,  croiffant  toujours  enfemble*  6c  ne  devenant  infinis  qu’en 
même  temps,  il  arrive  cependant *  quand  ils  le  deviennent  * 
quejy  foit  infiniment  moindre  que  x  ?  Cette  difficulté  difpa- 
roît  entièrement*  quand  on  voit,  félon  l’art,  précédent*  qu'on 
ne  peut  avoir  oc  =  oc1 ,  mais  feulement  =====  oC  *  ce  qui 

i 

donner  infini  =  oo 1  *  6c  la  proportion  ~  a .  y .  x }  changée 

z_ 

en  —  i.  oo 1 .  oc. 

•  • 

KegU  pour  96$*  De  toute  la  Section  précédente  réfulte  la  Réglé  gé- 
^ulnTTne  pour  le  parallélifme  6c  la  perpendicularité  *  que  dans 

Courbe  arrive  le  parallélifme  dy  eft  nul  *  6c  dans  la  perpendicularité ,  infini 
aufaraliéuy  par  rapp0rt  à  dx  *.  ôt  cg  qu’on  a  déjà  vu  montre  affez  que  le 

ferfendicuia-  calcul  différentiel  doit  donner  auffi-tôt  ce  rapport*  6c  les  cas 
rité.  où  U  arrive.  Car  le  rapport  de  dy  à  dx  ayant  été  tiré  de 

Téquation  de  la  Courbe  géométrique  *  ou  étant  donné  par 
celle 'de  la  méchanique*  on  voit  auffi-tôt  s’il  peut  *  6c  dans 
quels  cas  il  peut  devenir  nul  ou  infini. 

Voyons  d’abord*  félon  l’ordre  que  nous  avons  toujours 
fuivi*  les  cas  où  la  Courbe  arrive  au  parallélifme  ou  à  la  per- 

f)endicularité  par  un  cours  infini  *  6c  premièrement  le  paral- 
élifme.  dx  y  fubfifte  toujours  tel  qu’il  a  été  par-tout  ailleurs  * 
c’eft-à-dire  *  de  l’ordre  de  ~  *  6c  égal  au  même  —  *  6c  dy  eft 

nul  par  rapport  à  dx.  Donc  dy  eft  de  l’ordre  de  ,  ou 

d’un  ordre  inférieur.  On  vient  de  voir  que  s’il  eft  d’un  ordre 
inférieur  à  — ^ ■  *  la  Courbe  a  une  Afymptote.  Donc  il  ne  refte 
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à  examiner  que  le  cas  où  la  Courbe  arrive  au  parallélifme  par 
un  cours  infini  fans  avoir  d’Afymptote. 

En  ce  cas  ;  je  dis  qu’il  n’eft  point  néceffaire  que  dy  y  nul 
par  rapport  à  dx  y  foit  =  —z  y  mais  qu’il  fuffit  qu’il  foit  de 

cet  ordre ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même  ,  qu’il  foit  de  quelque 
ordre  radical  compris  entre  —  &  de  forte  que  dy  pour¬ 
ra  fe  trouver  indifféremment  dans  tout  l’intervalle  compris 
depuis  — -  excluftvement  jufqu’à  inclufivement. 

Cela  efl:  clair  par  foi-même  ;  car  dy  devant  être  de  l’ordre 

de  — —  y  il  en  fera  néceffairement  félon  la  Théorie  des  ordres 
00  *  7 


potentiels  &  radicaux ,  s’il  efl:  de  quelque  ordre  radical  com¬ 
pris  entre  —  &  — i-.  Mais  on  va  le  voir  encore  par  des 
*  00  00  z  1 

exemples* 


Exemple  I. 


966.  Dans  la  Parabole  ordinaire  ou  du  2 d  degré  >  où  dy .  Exemples 

dx  :  :  1.  1  y  >  on  voit  d’abord  que  la  fuppofition  de  y  =  OO 

i-.  il  femble  auffi  que  dy  les  premières 

Paraboles  de 


rend  dy  nul  par  rapport  à  dx 


devienne 


deffous  de  2y 


OO 


parce  que  1  efl  d’un  ordre  potentiel  au  chaque  degré 

1  ont  a  leur  ex¬ 

trémité  infi¬ 
niment  éloi- 

•  y 

d  x  gnee  ,  paral- 
— ~  f  lélifme  tou - 


2CO.  Mais  cela  n’eft  pas  ainfi. 
Car  y  infini  eft==  00 T  (pCp).  Donc  alors  dy 

Donc  dy  .  dx  :  : 


co  x  iCO 
3 


1 


i 

z 

2  OO 


I 

Z 

z  go 


z  co  croif- 

00  Ianu 


00 


200 z.  Or  il  s’en  faut  un  ordre  radical  que  00 z  ne  foit 


4 

OO 7  =====  oo2.  Donc  dy  ,  quoique  nul  par  rapport  à  dx,  & 
de  l’ordre  de  par  rapport  au  Fini  ;  efl  cependant  d’un 

ordre  radical  au  deffus  de  >  ôc  n’eft  que  de  cet  ordre  au 

deffous  de  dx. 

Exemple  IL 


967.  Dans  la  irc Parabole  du  3me  degré;  x  == 


f  ,  dy  à 


\ 
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l’extrémité  eft  ==  — ^  {963),  Donc  il  eft  encore  d’un 

3 


3  CO 

ordre  radical  au  deffus  de  >  mais  il  eft  de  deux 

f  CO  1 

CO 


ordres  radicaux  au  deffous  de  dx 


00 

Exemple  III. 


p 68.  De  même  dans  la  ire  Parabole  du  4me  degré* 
x  ==y4y  le  dernier  dy  eft  =====  — —  d’un  ordre  radical  au 

4 

4  00 

deffus  de  — ~ ,  &  de  trois  ordres  radicaux  au  deffous  de  dx* 

CO  1 

969.  Les  derniers  dy  de  chaque  ire  Parabole  de  chaque 

t 

degré  étant  — 4  ,  y  ( 966  9  967 ,  968  )  ,  on  voit 

234 

1  00  3  00  4  00 

affez ,  &  on  peut  s’en  affurer  encore  par  une  plus  longue 
induâion  ,  que  n  étant  le  degré  de  la  Parabole ,  le  dernier  dy 
de  la  ire  Parabole  de  chaque  degré  fera  — D’où  il 

«00  n 

fuit  que  le  dernier  dy  d’une  ire  Parabole  quelconque  fera 
toujours  de  Tordre  de  — -  ,  &  jamais  =  ,  tant  que  n 


fera  fini  ,  car  Texpofant ne  fera  jamais  ==  2.  Or  il  eft 

aifé  de  voir  que  n  fera  toujours  fini  ,  ou  qu’une  Parabole  d’un 
degré  infini  eft  impoftible. 

P70.  Plus  n  eft  grand >  plus  1  eft  petit  par  rapport  à 
pu  plus  —  -1  approche  d’être  =  2.  Donc  plus  le  degré  d’une 

ire  Parabole  eft  élevé,  plus  le  parallélifme  qu’elle  a  à  fon 
extrémité  approche  de  fe  faire  par  un  dy  ==  ~ - $  c’eft-à-dire^ 
qu’elle  en  eft  d’autant  plus  parallèle  à  fon  axe. 

Exemple  IV. 

g7  i.  Au  lieu  des  Paraboles  précédentes  qui  étoient  les 

J  ICS 


'Exemples 
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ïTCS  de  chaque  degré  ,  c’eft-à-dire  ,  celles  où  x  n’a  qu’une  dans  le 
dimenfion,  je  prens  maintenant  les  dernieres,  c’eft-à-dire  >  rdléUfmeqm 
celles  où  a:  a  toutes  les  dimenfions  horfmis  une.  *  nabotes  *L 

Soit  donc  a;2  =y  b  fécondé  ou  derniere  Parabole  cubique  y  chaque  degré 

j  ont  à  leur  ex - 

à  y  =  ~jjr*  L’équation  jv2  =y*  portée  dans  l’Infini.,  donne  >  Pa" 

o  L  1J*J  200X—  toujours  dé- 

x  =  do  oc  y  =  00 5 .  Donc  le  dernier  a  y  = - —™-.z==,croifant. 

y 


4  y  de  deux  ordres  radicaux  au  deffus  de  — 


?  00 


CO  1 


5  OO 


Exemple  V. 

971.  De  même  dans  la  2de  &  derniere  Parabole  du  4mc 


degrés  atj  z=y^  y  dy 


3  xl  dx 
4/} 


;  &cy  infini  étant  =  00  4 ,  le 


dernier  dy  eft 


3  00  1 X 


00 


400 


9_ 

4 


3  00 


OC 


1 

4- 


400 


9 

4 


ï  00  4 


2 

4 


2 

4 


2 

4 
4  CO 


5)73.  En  général  le  dernier  dy  de  la  derniere  Parabole 
de  chaque  degré  n  eft  ■  "  y  d’où  il  fuit  encore  qu’il  efl: 


n 


«  00 


toujours  de  l’ordre  de  y  mais  jamais  =  ■—  y  car  l’expo- 


1 


fant  eft  toujours  =  1  -4- 

974.  Plus  n  eft  grand  y  plus  approche  d’être  = 

ôc  par  conféquent  le  dernier  dy  d’être  =  X-  y  ou  de  cet 

ordre  >  auquel  cas  il  n’y  auroit  plus  de  parallélifme.  Donc 
plus  le  degré  de  ces  dernieres  Paraboles  eft  grand  y  moins  à 
leur  extrémité  elles  font  parallèles  y  ce  qui  eft  le  contraire  des 
1 res  Paraboles  (970). 

97  J*  Le  dernier  dy  d’une  ire  Parabole  eft  au  dernier  dy 

S  f 


T 
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de  la  derniere  Parabole  du  même  degré  :  :  ■ 

—n~\  x  j  ou  y  en  ne  confidérant  que  Tordre  y  :  : 

» 

n- f-i 


în  —  i 


n  CO 


2W 


«GO 


00 


2  w 


n  -h  1 
CO  » 


:foo 


» 


.  00 


» 


•  D'où  il  fuit  que  le  dernier  dy 


d’une  iK  Parabole  eft  d’autant  d’ordres  radicaux  au  defibus  du 
dernier  dy  d’une  derniere  du  même  degré  qu’il  y  a  d’unités 

depuis  n  — 1  jufqu’à  2  n - 1  ,  les  deux  dy  étant  toujours 

compris  dans  Tintervalle  qui  eft  entre  —  &  — ^  y  ou ,  ce  qui 

'■  ^  Je4  0^/ 

eft  le  même,  la  ire  Parabole  eft  infiniment  plus  parallèle  que 
la  derniere ,  &  infiniment  plus  parallèle  félon  le  rapport  de 
deux  différens  ordres  radicaux  compris  dans  le  même  inter¬ 
valle  potentiel. 

Exemple  VL 


Taraïiélifme  Dans  le  jme  &  qme  degré  il  n’y  a  que  deux  Parabo¬ 

moyennes  de  les  ^  maiS  dans  *e  5  n  commence  a  y  en  avoir  de  moyen- 
chaque  degré,  nés  y  &  il  y  en  a  deux  dans  ce  degré. 

La  ire  de  ces  moyennes  eft  x'  ==ys  .  dy  =  y  &  le 

dernier  dy  =  — ^ . 

s 

f  00 

La  zic  des  moyennes  eft  xz  =yr  •  dy  =  }  &  le 

dernier  d y  =  — H  • 

S 

f  CO 

D’où  il  fuit  qu’aucune  de  ces  Paraboles  n’a  un  dernier  dy 
h=s  ,  quoiqu’elles  l’aient  toutes  de  cet  ordre. 

5)77.  Les  derniers  dy  des  quatre  Paraboles  du  ymc  degré 
étant  -H  (  )  -Lr  •  -4  ($7<*)  &  — *  (P7î)  »  on; 

S  5  î  5 

î  CO  5  00  5  00  y  CO 

.voit  que  les  dy  des  deux  Paraboles  moyennes  remplirent 


de  l  Infini.  Partie  1.  Seti.  XL  325 
l’intervalle  que  laiffoient  entr’eux  ceux  des  deux  extremes ,, 
d’où  l’on  voit  qu’il  en  ira  de  même  pour  les  Paraboles  des 
degrés  plus  élevés  >  êc  que  1  étant  toujours  le  numérateur  de 
la  fraétion  qui  exprimera  le  dernier  dy  de  la  ire  Parabole 
d’un  degré  quelconque  >  &  n  —  i  le  numérateur  de  celle  qui 
exprimera  le  dernier  dy  de  la  derniere  Parabole ,  les  numéra* 
teurs  des  dy  des  Paraboles  moyennes  feront  les  nombres  na¬ 
turels  qui  feront  entre  1  ôc  n  - —  ij  c’eft- à-dire  ,  feront  en 
progreilion  arithmétique >  auffi-bien  que  les  expofans  de  00 
qui  fera  dans  les  dénominateurs, 

P78.  Dans  un  même  degré  le  parallélifme  des  différentes 
Paraboles  difpofées  félon  leur  ordre  5  à  commencer  par  celle 
où  x  n’a  qu’une  dimenfion,  ira  toujours  en  diminuant  depuis 
cette  irc  jufqu’à  la  derniere. 

5>75>.  D’un  degré  à  celui  qui  eft  immédiatement  fupérieur  * 
par  ex.  du  yme  au  6me>  la  i re  Parabole  du  y  fera  moins  paral¬ 
lèle  que  celle  du  6  (  £>70  ) ,  &  la  derniere  Parabole  du  y  fera 
plus  parallèle  que  celle  du  6  (974). 

5?  8  o.  Donc  en  général  la  plus  petite  différence  déterminée 
qui  puiffe  être  entre  deux  ordres  radicaux ,  ou  entre  un  radical 

&  un  potentiel  >  comme  celle  qui  feroit  entre  00  ~  & 

100 

GO  &  toute  autre  plus  petite  à  l’indéfini ,  fuffit  pour 
rendre  dy  nul  par  rapport  à  dx  ,  autant  qu'il  le  doit  être  dans 
le  parallélifme  *  qui  n’eft  point  accompagné  d’Afymptotifme. 

Et  dès  que  dy  tombe  au  deffous  de  — ,  ou  efr  différent  de 

dx  de  plus  qu’un  ordre  potentiel ,  il  y  a  parallélifine  avec 
Àfymptotifme  j  parce  que  le  moindre  abaiffemenx  de  dy  au 
deffous  de  — doit  fuffire  aufïi  pour  cela. 

CO  1  ■  r 

5>8i.  Maintenant  examinons  les  cas  où  la  Courbe  arrive  Détermna- 

a  la  perpendicularité  par  un  cours  infini.  pendruiLté 

dx  y  eft  toujours  nul  par  rapport  à  dy.  On  a  vu  qu edescourfosà 
îorfque  la  Courbe  a  une  Afymptote  ,  dy  eft  toujours  =  CO , 

&  par  conféquent  dx ,  toujours  fuppofé  =  ~  >  efl;  de  deux  éloignée. 

ordres  potentiels  au  deffous  de  dy.  Lorfque  le  dernier  dy  de 

S  f  ij 
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la  Courbe  eft  =  i  ,  elle  n’a  point  d’Afymptote  ,  &  dx=^  JL. 

eft  d’un  ordre  potentiel  au  deffous  de  dy.  Jufques-là  il  n’y  a 
nulle  difficulté.  Mais  quand  le  dernier  dy  eft  de  l’ordre  de 
•~,ce  qui  efl  poffible  (  8  5*4  ) ,  auquel  cas  il  eft  vifible  que  la 

Courbe  n’a  point  d’Afymptote ,  il  s’agit  de  favoir  comment 
dx  devient  nul  par  rapport  à  dy . 

Cela  ne  peut  être  que  de  deux  maniérés. 

Ou  dx  n’exiftera  plus  ,  félon  l’idée  de  l’art.  851. 

Ou  il  exiftera  encore ,  mais  infiniment  moindre  que  dy. 
Le  ier  cas  paroît  d’abord  le  feul  poffible.  Alors  dx  =====  o  * 

ou  =  -sh  (8n)- 

En  cas  que  le  1 d  le  foit ,  il  faut  ,  puifque  dy  eft  de  l’ordre 
de  ôc  que  dx  exifte ,  &  par  conféquent  eft  ==  ,  que 

dy  foit  de  quelque  ordre  radical  du  même  ordre  potentiel 
que  par  rapport  au  Fini  ,  mais  fupérieur  à-^- ,  &  cet  ordre 

fera  en  général  — ,  n  étant  moindre  que  m,  de  forte  que 

GO  m 

m 

dy  fera  }a  dx  :  :  — —  ;  — —  :  :  00  "»  =00 . 00  w  ,  &  d’air- 

*  n  m 

00  m  00  m 

tant  d’ordres  radicaux  au  deffus  de  dx  que  m  aura  d’unités  de 
plus  que  n. 

Or  je  dis  que  cette  2de  maniéré  eft  poffible. 

Le  parallélifme  ou  la  perpendicularité  d’une  Courbe  font 
réellement  la  même  chofe,  puifque  l’un  devient  l’autre  par 
une  fimple  tranfpolition  d’axe  qui  n’eft  rien  de  réel  par  rap¬ 
port  à  la  Courbe,  &  n’y  change  rien  de  ce  qui  étoit  abfolu. 
Au  cas  où  une  Courbe  eft  parallèle,  &  a  une  Afymptote ,  & 
où  dy  eft  de  deux  ordres  potentiels  au  deffous  de  dxy  répond 
celui  où  une  Courbe  eft  perpendiculaire  &  a  une  Afymptote^ 
&  où  dy  =====  oc  eft  de  deux  ordres  potentiels  au  deffus  de 
dx  ==  — .  Au  cas  où  une  Courbe  eft  parallèle  fans  avoir 

00  r 

d’Afymptote ,  &  a  un  dernier  dy  =====  dy 2  ^  &c  par  conféquent 
d’un  ordre  potentiel  au  deffous  de  dx ,  répond  celui  où  une 
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Courbe  perpendiculaire/ans  avoir  d’Afymptote,a  un  dernier 
dy  =  1 ,  &  par  conféquent  d’un  ordre  potentiel  au  deffus 
de  dx  ==  — .  Donc  aux  cas  où  des  Courbes  parallèles  fans 


Afymptote  ont  des  à  y  nuis  par  rapport  à  dx  ,  quoiqu’ils  ne 
foient  que  de  quelques  ordres  radicaux  au  deffous ,  &  non 
d'un  ordre  potentiel  entier  j  doivent  répondre  ceux  où  des 
Courbes  perpendiculaires  fans  Afymptote  auront  des  dy  in¬ 
finis  par  rapport  à  d x  =  —  ,  quoiqu’ils  ne  foient  que  de 

quelques  ordres  radicaux  ,  &  non  d’un  ordre  potentiel  au 
deffus  de  dx . 

Il  eft  vrai  que  dans  le  parallélifme  les  dy  qui  ne  feront  au 
deffous  de  dx  que  de  quelques  ordres  radicaux,  feront  en 
même  temps ,  par  rapport  au  Fini,  du  id  ordre  potentiel, 
dx  étant  du  ier,  &  que  dans  la  perpendicularité  les  dy  qui 
feront  de  quelques  ordres  radicaux  au  deffus  de  dx^= 

feront  du  même  ordre  potentiel  que  ~  par  rapport  au  fini  . 


mais  ce  par  rapport  au  fini  fignifie  feulement  que  ces  diffé¬ 
rences  d’ordres  radicaux  nous  échappent,  &  cela  n’empêche 
pas  que  réellement  &  abfolument  dy  qui  fera  d’un  ordre  radi¬ 
cal  au  deffus  de  dx ,  ne  foit  autant  infini  par  rapport  à  dx , 
qu’il  efl:  infiniment  petit  ou  nul  par  rapport  à  ce  même  dx9 
quand  il  efl;  d’un  ordre  radical  au  deffous  ,  &  que  fi  dans  le 
zd  cas  fa  petiteffe  infinie  par  rapport  hdx  fuffit  pour  le  paral¬ 
lélifme  ,  fa  grandeur  infinie  par  rapport  à  dx, dans  le  ier  cas 
ne  doive  fuffire  pour  la  perpendicularité. 

p 8 2.  dx  peut  n’exifter  plus  dans  la  perpendicularité,  & 
alors  il  eft  =  o ,  ou=  ~~  ,  ou  à  tel  Infiniment  petit  qu’on 

voudra  d’un  ordre  plus  bas.  Mais  s’il  exifte  ,  il  ne  peut  jamais 
être  d’un  ordre  plus  élevé  que  non  pas  même  plus  grand 


que  ~ ,  parce  qu’il  a  été  fuppofé  confiant.  Donc  toute  fup- 
pofition  qui  rendra  dx  plus  grand  que  fera  impoffible. 

Donc  fi  une  Courbe  étant  arrivée  à  la  perpendicularité  par 
un  cours  infini,  la  fuppofition  de  dy  =====  1  ,  rend  dx  plus. 


grand  que  — ,  il  n’efl  point  vrai  que  le  dernier  dy  de  cette 

Sfiij 
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Courbe  foie  =  1  ,  mais  feulement  de  l’ordre  de  — ,  êc  c’eft 

'  ■  CO 


alors  qu’il  faut  voir  de  laquelle  des  deux  maniérés  de  Fart, 
précédent  dx  eft  nul  par  rapport  à  dy  ,  car  il  eft  vifible  que 
les  deux  ne  peuvent  pas  être  enfemble.  Donc  en  ce  cas  (i  la 
fuppofition  de  dx  =  ~  tombe  dans  Fimpoffible  ,  la  per- 

OO 

pendicularité  fe  fait  de  la  2de  maniéré. 

Exemple  I. 

Exemples  5?  B  3.  Si  on  tranfpofe  Taxe  de  la  Parabole  ordinaire  ,  ce 
u  qUi la  rendra  perpendiculaire  à  fon  extrémité,  au  lieu  qu’elle 

yC/JUi  CMlftYllC  /  •  lîlol  1  ol  1  î  / 

des  premières  y  etoit  parallèle ,  oc  changera  les  x  en/ ,  &  les/  en  v,  1  equa- 
Paraboles  ^tion  fera/  =  xz ,  d’où  fuit  dy  =  2xdx ,  ou  dy .  dx  :  :  2 x .  1 . 

tralfpoféef™  On  volt  d abord  que  x  infini  rend  dy  infini  par  rapport 
perpendicuia-  à  d x ,  &  par  conféquenr. on  voit,  mais  feulement  d’une  vue 
"roijpmt™"  §^n<^ra^e  &  confufe ,  que  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicula¬ 
rité  par  un  cours  infini. 

1 

Ici  x  infini  eft  =  00 1  (964). 

Si  dy  =  1 ,  ce  qui  ne  paroît  point  impoftible  à  la  feule 
vue  de  l’équation  ,  donc  2  00  1  (  2  a  )  .  1  :  :  1  (  dy  ) .  — T 


1  OO 


(  dx  ) ,  &  dx  feroit  d’un  ordre  radical  au  deftus  de  ,  ce  qui 

eft  impoftible  (p8  2).  Donc  dy  eft  de  l’ordre  de--.  Donc 

la  Courbe  eft  dans  le  cas  que  dx  y  foit  nul  par  rapport  à  dy 
de  l’une  des  deux  maniérés  de  Fart.  9  S 1. 

(dy) .  (dx)::  200  *  ( 2x ) .  1 9 


Si  dx 


,  donc  — 

00  1  OO 


donc  dy 


z  CO 


00  2- 


00 


Mais  il  étoit  dans  tout  le  cours 


delà  Courbe  de  l’ordre  de  Donc  il  étoit  ce  qu’il  feroit 

devenu  à  l’extrémité  :  :  GO  a  .  00 a.  Donc  à  l’extrémité  du 
cours  il  feroit  moindre  d’un  ordre  radical ,  ou  feroit  décru,  ce 
qui  eft  impoftible  dans  une  Courbe  qui  va  à  la  perpendicuiari- 
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té.  Donc  dx  fubfifle;&:  la  perpendicularité  fe  fait  de  la  fécon¬ 
dé  maniéré. 

Et  comme  dx  exiflant  efl  confiant  ;  c’eft  à  lui  à  régler  la 
grandeur  de  dy.  Donc  1.  200 1  (  2x  )  :  :  J_  (  dx  ) .  —  (  dy  ). 


00 


Donc  la  perpendicularité  fe  fait  par  un  dy  qui  eft  à  d  x 

1 

:  :  00 . 00 1  j  c’eft-à-dire  5  du  même  ordre  potentiel  par  rap-> 
port  au  fini ,  mais  élevé  d’un  ordre  radical. 

Exemple  IL 

5)84.  Si  Ton  rend  perpendiculaire  à  fon  extrémité  la  ire 
Parabole  cubique  par  la  tranfpofition  de  l’axe  *  l’équation  fera 
y  =====  x3  *  d’où  fuit  dy  =====  3x2dx  ,  ou  dy  »  dx  :  :  3X2 .  i. 

On  trouvera  5  en  faifant  les  mêmes  raifonnemens  que  dans 
Fart,  précédent  ^ 

Que  d y  ne  peut  être  =====  1  *  parce  que  dx  deviendroit  ===== 
~ -,  infiniment  plus  grand  que 


QO 


3  CO 


Que  dy  étant  donc  de  l’ordre  de  >  dx  ne  peut  être 
■  y  parce  que  dy  feroit  =  — ~  d’un  ordre  au  deffous 


de  — , 


00 


00 


Et  qu’enfin  dx  étant 


CO 


dy  fera 


00 


&  par 


eonféquent  l’ordre  de  dx  à  celui  de  dy  ::  00 ï  .  00  J ,  ou  dx 
de  deux  ordres  radicaux  au  deffous  de  dy  ,  quoiqu’ils  foient 
tous  deux  du  même  ordre  potentiel  par  rapport  au  fini. 

p8y.  On  voit  affez  par-là  que  n  étant  le  degré  des  Para¬ 
boles  y  le  dernier  dy  des  ires  Paraboles  de  chaque  degré  ren¬ 
dues  perpendiculaires  à  leur  extrémité  ;  fera  — 


-,  ou  ,  en 


00 


négligeant  le  coefficient  n ,  — '-r  >  &  que  pat  eonféquent  d  * 


00 
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étant  toujours  =  dx  &  dy  de  cette  extrémité  per- 

00  " 

1  n 

pendiculaire  feront  toujours  ::  00  ~  .  co  n  ,  c’eft-à-dire  , 
que  dx  &  dy  étant  toujours  par  rapport  au  fini  de  l’ordre 

potentiel  de  -h- ,  dx  fera  d’autant  d’ordres  radicaux  au  deffous 

de  dy  que  1  aura  d’unités  moins  que  n . 

p  8  <5.  Puifque  la  perpendicularité  confifte  dans  le  rapport 
infini  de  dy  à  dx ,  plus  ce  rapport  fera  grand,  plus  la  perpen¬ 
dicularité  fera  grande.  Or  plus  n  eft  grand  ,  plus  le  rapport 

n  1 

de  OO  ”  à  co  ",  ou  de  dy  à  dx  (p8  y  )  eft  grand.  Donc 
plus  le  degré  eft  élevé,  plus  les  ircs  Paraboles  de  chaque  de¬ 
gré  font  perpendiculaires  à  leur  extrémité ,  ce  qui  doit  être 
en  effet ,  puifqu’elles  en  étoient  d’autant  plus  parallèles,  lors¬ 
qu'elles  étoient  parallèles  ( P70  ) ,  &  que  le  parallélifme  &  la 
perpendicularité  ne  font  réellement  que  la  même  chofe. 

Exemple  III. 

Expies  pgy.  Soit  la  2de  Parabole  cubique  y1  =  x>  rendue  per- 

tZÙuiS  pendiculaire  à  fon  extrémité.  ,  j  ^ 

des  demieres  On  trouvera ,  en  luivant  les  railonnemens  des  deux  Exem- 

*haqueledegré  P*es  précédais  ;  que  fon  dernier  dy  eft  ==  — ^ . 

iranfpofées  ,  i  oo 

perpendicuU -  pgg#  jrn  général  le  dernier  dy  de  la  derniere  Parabole  de 

lïcroiflnte!  chaque  degré ,  ainfi  rendue  perpendiculaire  à  fon  extrémité, 
eft - 2 — — -  ou  — ; .  D’où  il  fuit  que  dy  dans  ces, 

n  —  ix  co  ”  00” 

demieres  Paraboles  étant  toujours  de  Tordre  de  — ,  il 

00  w 

approche  d’autant  plus  de  n’être  que  de  l’ordre  de  — ou 

OO  ” 

de  l’ordre  de  dx  que  n  eft  plus  grand ,  &  que  par  confè¬ 
rent  le  rapport  infini  de  dyï  dx  >  ou  la  perpendicularité 

.eft 
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eft  toujours  d’autant  moindre  que  ces  dernieres  Paraboîesfont 
d’un  degré  plus  élevée  ce  qui  revient  à  l’art.  974. 

11  eft  aifé  d’appliquer  aux  Paraboles  moyennes  ,  rendues 
perpendiculairesà  leur  extrémité,  ce  qui  en  a  été  dit  dans  les 
art.  5)76,  ôcc.  980  ,  lorfqu’elles  étoient  parallèles. 

Toutceque  nous  avons  dit  fur  ces  Paraboles  parallèles 
ou  perpendiculaires  à  leur  extrémité ,  pourroit  fe  démontrer 
par  un  calcul  général ,  ôc  fans  les  tentatives  que  nous  avons 
faites  ;  mais  nous  avons  cru  que  ces  tentatives  mêmes ,  quoi¬ 
que  moins  élégantes ,  feroient  mieux  entrer  dans  la  nature  de 
la  chofe ,  ôc  dans  les  principes  effentiels. 

p  8  9.  Maintenant  examinons  le  parallélifme  &  la  perpen-  Déiermina- 
dicularité  à  l’origine  des  Courbes. 

Pour  avoir  le  point  de  cette  origine, il  faut  fuppofer  X  =='  O  y  la  perpendi- 
ou ,  ce  qui  eft  le  même  ,  ==  dx\  car  l’étendue  de  Taxe  à  la-  CHli*rue(£f°~ 
quelle  la  Courbe  fe  rapporte  eft  nulle, quand  la  Courbe  corn-  cîZles, 
mence  à  s’y  rapporter ,  ou  commence  fon  cours. 

Si  la  fuppofition  de  a'  =  dx  rendjy  =  o  =  dy* non-feu¬ 
lement  la  Courbe  ne  commence  à  fe  rapporter  à  l’axe  qu’au 
point  où  x  =====  dx  ,  mais  elle  part  de  l’axe  en  ce  point-là. 

Si  x  =====  dx  rend  y  finie ,  la  Courbe  11e  part  point  d’un  point 
de  Taxe ,  mais  d’un  point  élevé  au-deffus. 

Si  x  =====  dx  rendjy  =  oc ,  ce  n’eft  pas  là  proprement  une 
origine  de  la  Courbe ,  puifqu’au  point  où  x  ==  dx  ,  répond 
un  cours  vertical  infini ,  par  où  il  n’eft  pas  naturel  de  conce¬ 
voir  que  la  Courbe  ait  commencé.  Ainli  dans  1  Hyperbole 
entre  fes  Afymptotes ,  ab  ===  xy ,  la  fuppofition  de  x  =  dx 
rend  y  =====  00.  En  ce  cas  on  fixe  arbitrairement  l’origine  de 
la  Courbe  à  quelque  point  où  a  fera  fini ,  afin  d’avoir  une  y 
finie.  Dans  l’Hyperbole ,  par  exemple ,  fi  x  ==a9y  ==  b  y 
la  Courbe  à  fon  origine  a  un  point  élevé  au-deftus  de 
l’axe  de  la  quantité  b . 

Si  x  n’entre  point  dans  l’équation  de  la  Courbe,  y  y  en¬ 
trera  ,  &  en  le  fuppofant  ==  dy ,  on  aura  le  point  de  fon  ori¬ 
gine, ôc  où  elle  part  de  fon  axe.  Ainfi  dans  la  Logarithmique , 
où  dy .  d  x  :  :  y.  a  $  on  a  une  origine  de  la  Courbe ,  en 

^1  ^  t 
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fuppofant y  ==  dy.  Ce  n’eft  pas  cependant  une  origine  abfo 
lue  ,  car  on  peut  fuppofer  y  de  tel  ordre  d  Infiniment  petit 
qu’on  voudra  (9$ 7  ) . 

pp o.  Il  faut  juger  du  parallélifme  ou  de  la  perpendicula¬ 
rité  à  l’origine  d’une  Courbe ,  comme  on  en  a  jugé  à  fon 
extrémité  infiniment  éloignée.  Le  rapport  de  dy  à  dx  ayant 
été  tiré  de  Féquation  de  la  Courbe  géométrique  ,  ou  donné 
par  celle  de  la  méchanique  ,  il  doit  devenir  nul  ,  ou  infini  : 
mais  parce  qu’il  s’agit  de  l’origine  de  la  Courbe ,  il  faut  que  x 
foit  =  dx ,  ôcjy  =dy ,  s’ils  peuvent  l’être  tous  deux ,  ou  du 
moins  l’un  des  deux,  après  quoi  on  voit  de  quel  ordre  font 
dy  6c  dx ,  l’un  par  rapport  à  l’autre  ,  ce  qui  eft  la  détermina¬ 
tion  précife  du  rapport. 

ppi.  Dans  le  parallélifme  ,  dx  étant  nécefiairement  ===== 
— ,  c’eft  lui  qui  doit  régler  la  valeur  dont  deviendra  dy.  Et 

fi  l’origine  de  la  Courbe  a  donné jy  ==  dy  ,  il  faut  prendre 
garde  qu’alors  ce  dy  eft  une  Ordonnée  infiniment  petite  ,  & 
non  la  différence  de  deux  Ordonnées, comme  il  l’eft  par-tout 
ailleurs  ,  &  que  le  parallélifme  confiftant  en  deux  Ordonnées 
égales  ,  il  y  a  donc  alors  deux  Ordonnées  =====  dy  ,  qui  ont 
leur  différence  infiniment  plus  petite  que  ces  dy  >  ou  =====  ddy9 

Exemple  I. 


Exemples  pp2.  Si  on  tranfpofe  l’axe  de  la  Parabole  ordinaire  ,  ou 
uiïfme Terï't du  2d  degré,  on  a  dy.  dx  ::  2X.  1  (5)83),  d’où  l’on  voit 
rîgine  des  pre- au(ü-tôt  que  fi  x  ==  dx ,  ce  qui  détermine  l’origine  de  la 

Mes  de^chZ'  Courbe  ,  dy  eft  nul  par  rapport  à  dx  ,  &  par  conléquent  la 
que  degré  Courbe  parallèle  à  fon  origine. 

tranfpofe  es  y  3 .  Puifque  dy  =====  2  axdx  ==  2dx1  ,  dy  eft  du  2^  ordre 

parallélifme  ,,T  'c  •  ^  .  s  \  \  J  ±  •  n 

toujours  croif-  d  Infiniment  petit.  Et  parce  que  le  dy  de  cette  équation  elt 
jam.  toujours  une  différence ,  il  faut  concevoir  à  l’origine  de  la 
Courbe ,  où  elle  eft  parallèle, deux  Ordonnées  égales  de  l’or¬ 
dre  de  —  ,  ou  =====  dy ,  dont  la  différence  eft  ==  — —  ==  ddy 

00  j  ?  00 1  -  J 

(99 1  )*  Donc  l’équation  ou  l’analogie  eft  devenue  ddy *  dx 

»  *  7.  dx*  \* 
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99  4.  Si  on  tranfpofe  Y  axe  de  la  ile  Parabole  cubique  , 
on  a  dy.  dx  :  :  3X1.  1  (984).  D’où  fuit  à  l’origine,  dy.  dx 
:  :  idxz.  1  ,  ôc  par  conféquent  le  parai lélifme.  Donc  ,  félon  le 
raifonnement  de  l’art,  précédent,  l’analogie  devient  dddy.  dx 
:  :  3  dx1.  1  ,  c’eft-à-dire,  que  la  différence  des  deux  Ordon¬ 
nées  égales  &  de  l’ordre  de  qui  caufent  le  parallélifme  à 

l’origine  de  la  Courbe ,  eft  de  l’ordre  de  ,  &  que  par 

conféquent  cette  Courbe  à  fon  origine  eft  plus  parallèle  que 
la  Parabole  du  2d  degré  ,  de  même  quelle  eft  plus  perpendi¬ 
culaire  à  fon  extrémité  (  9  8  6  ). 

993.  En  général  les  ires  Paraboles  de  chaque  degré  au¬ 
ront  toujours  par  la  tranfpofitioxi  de  l’axe  le  dy  de  l’origine 
=  ,  n  étant  le  degré. 

00  0 

f  K  \  T  V 

996.  Il  n’y  a  point  d’incon veulent  que  la  Suite  des  dy  , 
qui  doivent  dans  tout  le  cours  de  ces  Courbes  être  de  l’ordre 
de  _b-  ,  commence  par  dy 5  =  -^-3  ,  ou  dy 4  ==  ,  ôte.  car 

elle  auroit  pu  commencer  par  o  ,  c’eft-à-dire  ,  par  la  diffé¬ 
rence  abfolument  nulle  de  deux  Ordonnées  abfolument  éga¬ 
les,  à  plus  forte  raifon  peut-elle  commencer  par  un  dy  plus 
grand. 

Exemple  III. 


pp 7.  Dans  la  2^  Parabole  cubique ,  dont  l’axe  eft  tranf-  Exemples 
pofé,  dy.  dx  ::  $x\  2y .  D’où  fuit  le  parallélifme  à  l’origine. 

99 8.  De  cette  analogie  fuit,  en  négligeant  les  coëfficiens,  ri  gins  des  der~ 
df  =  dx*  -,  &  parce  que  dx  eft  =  ~  Donc  tué 

dy  =  .  Donc  dy  n’eft  ici  que  d’un  ordre  radical  au-def-?*c  fw* 

2  L  «'  J-  tYMijpcjees , 

■s  parallélifme 


OO 

fous  de  dx 


Z 


parallelijme 
io u jours  ài- 
croijfant. 


00 


999.  De  même  dans  la  derniere  Parabole  tranfpofée  du 
4me  degré ,  y 5  =  x 4  ,  dy.  dx  :  :  ^x\  jy1.  D’où  fuit  le  dy  de 

ï  t  ij 


352  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
l’origine  =  Et  en  génépi  dans  la  derniere  Parabole  de 

3 

00 

chaque  degré  le  dy  de  l’origine  eft  =====  — 1  „  ,  d’où  il  fuit 

00~ 

que  ces  Paraboles  feront  toujours  à  leur  origine  d’autant 

moins  parallèles  que  le  degré  fera  plus  élevé.  Il  eft  aifé  de 

voir  le  rapport  de  cet  art.  aux  art.  5)74  &  9  8  7. 

Détermina-  iooo .  11  refte  à  voir  les  Courbes  perpendiculaires  à  leur 

tien  de  laper-  orjaine. 

pendtculartte  o  .  ,  x  .  , 

des  Courbes  dy  y  eit  infini  par  rapport  a  dx ,  qui  elr  ou  zéro  ,  ou  de 

fi  leur  ori^ne.  que]que  ordre  inférieur  à^-.  Donc  après  avoir  fait  la  fup- 

pofition  qui  détermine  l’origine  de  la  Courbe ,  il  faut  tou^> 
jours  fuppofer  dy  =====  —  5  &  l’équation  donne  enfuite  ce  que 

devient  dx. 

Exemple  I. 


Exemples 
dans  la  per¬ 
pendicularité 
de  V origine 
des  premières 
Paraboles  de 
chaque  degré , 
perpendicula¬ 
rité  toujours 
croijfante. 


1001.  Soit  la  Parabole  ordinaire  où  dy.  dx  :  :  i.  iy  $ 
on  voit  que  la  fuppofition  dejv  =====  dy  *  qui  détermine  l’ori¬ 
gine  de  la  Courbe ,  rend  dy  infini  par  rapport  à  dx  ,  &  par 
conféquent  la  Courbe  perpendiculaire  >  &  dx  =====  —t.  Ou  * 

fi  on  veut  tenir  compte  des  coëfficiens*  {  dx  =— L-. 


Exemple  IL 


ioo2.  Dans  la  ire  Parabole  cubique  où  dy.  dx  :  :  i.  %yz 9 
dx  à  l’origine  eft  ==  Et  en  général  dans  toutes  les  i rcs 

Paraboles  dx  à  l’origine  eft  =====  JL_  ;  d’où  il  fuit  qu’elles  y 

00  ” 

font  toujours  d’autant  plus  perpendiculaires  que  leur  degré 
eft  plus  élevé. 


Exemple  III. 


Exemples  1003.  Dans  la  2de  Parabole  cubique  *  dy.  dx  ::  2X.  3 y1  > 
tZdkîdlnié  &  à  l’origine  dx1  =  ~  ,  puisque  dy  =  d-  (  i  ooo  ) ,  donc 

de  l'or  igné  d., _ 1,-J 

des  dermeres 


00 


00 


3_ 

2, 
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1 004.  De  même  dans  la  derniere  Parabole  du  4mc  degrés  Paraboles  de 
où  dy.  dx  :  :  ixL.  4 yK  dx  de  l’origine  eft  =  — '—a  Et  en  chaîuedez™> 

0  ~  perpendicptla - 

00  rite  toujours 

général  le  dx  de  l’origine  de  la  derniere  Parabole  de  chaque  Mcroijfmte . 
degré  eft  ==  — y  d’où  il  fuir  que  dx  efl;  toujours  ,  par 

00  n~i 

rapport  au  fini ,  de  Tordre  de  -b- ,  &  toujours  d’un  ordre 

radical  feulement  au-deffous  de  dy  ,  que  le  rapport  infini  de 
dy  à  dx  eft  d’autant  moindre  que  le  degré  n  de  ces  Para¬ 
boles  eft  plus  élevé ,  &  que  par  conféquent  elles  en  font  à 
leur  origine  d’autant  moins  perpendiculaires. 

100 5*.  Puifque  dans  les  ircs  Paraboles  de  chaque  degré 
tranfpofées,  le  dy  de  l’origine  eft  =  (995)  y  que  dans 

les  dernieres  Paraboles  tranfpofées  de  même  ^  il  eft  =  — ~ 


(999)  y  fiue  dans  les  1 res  &  dernieres  Paraboles  prifes  à  l’or¬ 
dinaire  ■)  le  dx  de  l’origine  eft  =  —2—  ,  ou  =  — —  (  1002 


00 n  1 

&  1004)5 il  eft  aifé  déjuger  que  dans  les  degrés  qui  au¬ 
ront  des  Paraboles  moyennes ,  ces  dy  ou  dx  feront  des 

où  00  ayant  toujours  n  pour  numérateur  de  fon  expofant  , 
les  dénominateurs  feront  la  Suite  des  nombres  naturels  qui 
fejront  entre  1  &  n -  1.  Ainfi  dans  le  yme  degré  le  dy  ou 

dx  des  deux  Paraboles  extremes  étant 5  =  ~~  ôc— 4  * 

1  4 


00  00 

ceux  des  deux  Paraboles  moyennes  feront  — —  & 

z  3 

00  CO 


iootf.  Nous  avons  vu  tout  ce  qui  appartient  à  la  pofi-  a* %U  des 
tien  des  Courbes  par  rapport  à  un  axe  5  tant  à  leur  extrémité  ^YouZn^ 
qu’à  leur  origine,  c’eft-à-dire,  dans  les  cas  extremes  où  elles  g*»;**,  appu* 
•  vont  dans  l’Infini,  ou  tombent  dans  Tlnfiniment  petit,  & 
ces  cas  font  ceux  qui  par  eux-mêmes  peuvent  avoir  le  plus  extremes. 
de  difficulté.  Relient  ceux  où  le  cours  de  la  Courbe  n’étant 

Ttiij 
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pris  que  fini,  il  s’agit  de  trouver  fa  pofition  par  rapport  à 
Taxe ,  en  quelque  point  que  ce  (bit ,  ou  ,  ce  qui  eft  le  même , 
de  tirer  fa  Tangente  à  un  point  quelconque,  ou,  ce  qui  eft 
encore  le  même ,  de  déterminer  l'étendue  de  la  Soutangente 
fur  Taxe.  Cela  eft  compris  ,  &  même  les  cas  extremes,  dans 

la  Formule  générale  des  Soutangentes'—,  préfentement  fi 

connue  par  le  Livre  des  Infiniment  petits  ^  &  par  l’ufage  que 
les  Géomètres  en  font  tous  les  jours.  Il  feroit  inutile  d’en 
faire  de  nouvelles  applications  aux  cas  où  il  ne  s’agit  que  do 
tirer  des  Tangentes  à  un  point  quelconque  d’une  Courbe  pris 
dans  un  cours  fini.  Je  confidérerai  feulement  les  Soutangen- 
tes  dans  les  cas  extremes ,  où  l’on  fe  contente  de  voir  en 
gros  que  la  Courbe  fe  perd  dans  finfiniment  grand  ou  petit, 
fans  rechercher  les  variétés  de  ces  Infinis. 

Fig  II.  Un  côté  quelconque  Mm  étant  prolongé  jufqu’à  l’axe  en 
T,  ce  qui  fait  la  Tangente  Ml  au  point  M ,  la  ligne  PT , 
comprife  entre  le  point  T  &  P  d’où  part  l’Ordonnée  PM 
correfpondante  à  Mm ,  eft  la  Soutangente ,  &  il  eft  très-faci¬ 
lement  démontré  que  Rm  (dy  ).  MR  =====  Pp(dx)  :  :  PM  (y) 

.  PT  Donc  le  principe  fondamental  delà  Théorie 

des  Soutangentes  eft  que  le  rapport  de  dy  à  dx  eft  le  même 
que  celui  de  l’Ordonnée  à  la  Soutangente. 

Donc  dans  le  parallélifme ,  dy  étant  nul  par  rapport  à  dx 
ou  dx  infini  par  rapport  à  dy ,  la  Soutangente  eft  infinie  par 
rapport  à  l’Ordonnée.  Et  dans  la  perpendicularité ,  dy  étant 
infini  par  rapport  à  dx ,  l’Ordonnée  eft  infinie  par  rapport  à 
la  Soutangente ,  &  on  le  verra  à  l’œil  ,  fi  on  veut ,  par  des 
Figures. 

Voyons  d’abord  les  Soutangentes  dans  le  parallélifme ,  & 
premièrement  celles  de  l’extrémité  des  Courbes. 

Exemple  I. 

1 007.  Si  l’on  cherche  quelle  eft  la  Soutangente  de  la  Pa- 
infinies^croif.  Kit)  oie  ordinaire  à  fon  extrémité ,  où  félon  les  idées  ordinaires 
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OO  à  caufe  de  l’extrémité  *  dy  ==  *  &  dx  = 

oo  1 

ydx  —  co  x  —  divifé  par 

oo  r 


33? 

- —  a  f ante  s  dans 
00  feul  ordre 

— -  j  l’extrémité 
,  ji  Æ  001  .  parallèle  des 

OO  .  11  eit  bien  vrai  premières  P*. 

raboles* 


caufe  du  parallélifme  *  on  aura 

&  par  conféquent  la  Soutangente  __  __ _  __ 

qu’elle  doit  être  infinie*  mais  pourquoi  du  2d  ordre  ? 

On  comprend  bien  qu’une  partie  de  cette  Soutangente 
étant  Taxe  même  tiré  depuis  l’extrémité  du  cours  de  la  Courbe 
jufqu’à  fon  origine*  la  Soutangente  eft  déjà  infinie*  quand 
elle  vient  à  l’origine  de  la  Courbe  *  &  que  de-là  elle  doit  en¬ 
core  avoir  une  étendue  infinie  ,  ce  qui  la  rend  un  plus  grand 
Infini  que  fi  *  comme  la  Soutangente  du  point  où  le  Cercle 
eft  parallèle  à  fon  axe  *  elle  n’étoit  que  finie  *  lorfqu’elle  vien- 
droit  à  l’origine  de  la  Courbe  :  mais  la  Soutangente  de  la 
Parabole  ne  doit  pas  être  pour  cela  d’un  ordre  fupérieur. 
Auffi  n’en  eft-elle  pas*  &  l’erreur  eft  venue  des  Infinis  mal 
cara&érifés. 


A  l’extrémité  de  la  Parabole  y 
à  caufe  du  parallélifme  *  &cdy  — 


OO 1  (9  63-)  j  dx 


± 

1 


x  00 


x 

OC1  x  —  divifé  par 
00  1 


y 

2. 


ï  00 


1 


2  OC. 


T * 

Z 


X - 

OO 

)onc 

ydx 

dy 

.  1 

i  ' 

z  00 


CO 


z  00 


Et  en  effet  la  Soutangente  de  la  Parabole  eft  par-tout  ===== 
2x  *  &  par  conféquent  dans  l’Infini  =  20c. 

Il  eft  vrai  qu’en  appliquant  à  l’Infini  la  Formule  de  la  Sou¬ 
tangente  de  la  Parabole  =  2x  *  on  l’eût  trouvée  d^abord  == 
200  :  mais  cela  ne  fe  fût  plus  trouvé  en  appliquant  immé¬ 
diatement  à  l’extrémité  de  la  Parabole  la  Formule  générale 

*  &.  l’on  feroit  tombé  dans  une  difficulté. 

dy 

Exemple  II. 

1008.  Dans  toutes  les  ircs  Paraboles  y  infini  eft 


J 
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r 

OO  dy  = - XT—  (p 5p) ,  &  dx=z  a  caufe  du  pa- 


n  co  n 

raliélifme  de  l’extrémité.  Donc  ydx 


1 

n 


IM —  1 

OO  « 


n  —  1 

OO  n 


,& 


ydx 

dy 


7— 7,divifépar 


OO 


I  _ _ _ 

00 

00 

00 

l 

par  — 

•in—  I 

nOO 

» 

«  VD 


l  —  » 


=  n  00. 


1009.  Donc  dans  toutes  les  ires  Paraboles  la  Soutan¬ 
gente  de  l’extrémité  eft  toujours  de  l’ordre  de  00  ,  &  tou¬ 
jours  d’autant  plus  grande  que  le  degré  des  Paraboles  eft  plus 
élevé.  Cela  répond  à  ce  que  les  Paraboles  font  d’autant  plus 
parallèles  à  leur  extrémité  que  leur  degré  eft  plus  éleve  (p  70); 
Car  file  parallélifme  rend  la  Soutangente  infinie,  un  plus 
grand  parallélifme  la  doit  rendre  un  plus  grand  Infini.  Et 
comme  le  parallélifme  croiffant  de  ces  Paraboles  eft  renfermé 
dans  un  feul  ordre  potentiel  (p 70  ) ,  aufti  leurs  Soutangentes 
croiflantes  font  renfermées  toutes  dans  le  feul  ordre  de  00. 

Exemple  III. 


soutangentes  io i o.  Dans  toutes  les  dernieres  Paraboles, y  infini  eft 

infinies  de-  n  —  ï 


croijfantes 
dans  un  feul 
ordre  k  l'ex¬ 
trémité  pa- 
ralleile  des  , 
dernieres 
raboles . 


OO  n  .  dy 


TT?  (97  i)  &  dx 


00 


Donc 


n  00 


n  —  I 


OO 


CO 


ydx 

dy 


—  divifépar 


«  —  r 

'  M  •+  I 

n  00  ” 


n  CO 


00  n 

n  OO 

n  — i 


00 


»— 1  X  00  8 

Par  exemple ,  la  Soutangente  de  la  derniere  Parabole  du 

5me  degré  à  fon  extrémité  eft 

£oii.  Donc  dans  toutes  ces  Paraboles  les  Soutangentes 

infinies 
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infinies  de  l'extrémité  font  d’autant  moindres  que  le  degré 
des  Paraboles  eft  plus  élevé  ;  ce  qui  répond  à  ce  qu’elles  en 
font  d’autant  moins  parallèles  (  £>74  ).  Il  ne  faut  qu’appliquer 
ici  Parr.  1009  renverfé. 

1012.  Il  fera  aifé  de  trouver  les  Soutangentes  des  Para¬ 
boles  moyennes.  Et  en  général  la  Soutangente  d’aucune  Pa¬ 
rabole  ne  palfera  l’ordre  de  oc. 

1013.  Lorfqu’une  Courbe  qui  va  en  s’élevant  au  deffus  soutangente* 

de  fon  axe  par  un  cours  infini,  ôc  eft  parallèle  àfon  extrémi- 0^res 
té ,  a  une  Afymptote  ,  elle  a  donc  une  derniere  Ordonnée  à  l’extrémité 
finie,  &  dy  d’un  ordre  inférieur  à  celui  de  (  800  ,  ^ 

§09).  Soit  dy  =  -J—.  Donc  alors  dy  ( dx  f—\  ::  1  fymptotrfues  y 

OO  3  ^  \  00  J  /  \  00  /  qui  s’élèvent 

(j).  ;:=ûo2  (77^)  •  Donc  la  Soutangente  eft  un  Infini uxef 


du  2d  ordre.  Et  comme  ce  raifonnement  eft  général ,  &  que 
les  Courbes  parallèles  à  leur  extrémité  &  qui  ont  une  Afymp- 
tote^peuvent  avoir  un  dernier  dy  d’un  ordre  d’infiniment 
petit  fi  bas  qu’on  voudra  (808  ôc  809  ) ,  la  Soutangente  en 
général  fera  de  l’ordre  de  00 n ,  n  plus  grand  que  1  exprimant 
le  nombre  d’ordres  dont  dy  eft  au  deflous  de  dx . 

Exemple  IV. 


1014.  Dans  la  Courbe  de  Part.  962  ,  x  =  00  rendj' 
=  ^,&^ye(l  alors  —  Donc  y~  ;=  ~~  divifé  par  -^-L 

J  y  00  4  dy  00  r  00  4 

==  :==  “î* Soutangente  du  3me  ordre  d’infini,  parce 

que  dy  étoit  de  trois  ordres  au  deflous  de  dx. 

1015*.  Le  parallélifme  qui  fe  fait  par  dy 5  étant  infiniment 
plus  grand  que  celui  qui  fe  fait  par  dy1 ,  &  toujours  ainfi  de 
fuite ,  parce  que  dyz  eft  infini  par  rapport  \dy% ,  &c.  les  Sou¬ 
tangentes  qui  répondent  à  ces  parallélifmes  font  auflfi  infini¬ 
ment  plus  grandes  félon  la  même  raifon ,  ce  qui  fait  une  ana¬ 
logie  parfaite  avec  Part.  1009. 

1  o  1 6.  On  voit  aflez  par  l’art.  1  o  1 3  ,  &  par  l’Exemple  qui 
le  fuit ,  qu’une  Courbe  qui  auroit  à  fon  extrémité  parallèle 

Vu 
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une  Soutangente  de  l’ordre  de  oo2 ,  auroit  auffi  une  Afymp* 
tote  j  &  par  conféquent  qu’il  n  y  a  que  les  Courbes  à  Asymp¬ 
totes  qui  à  leur  extrémité  parallèle  aient  des  Soutangentes 
d’un'  ordre  Supérieur  à  oo. 

soutangentes  i  o  1 7.  Si  une  Courbe  qui  defeend  vers  fon  axe,  vient  à 
^yémité  pa-~  joindre,  &  lui  eft  parallèle  à  fon  extrémité ,  ou  ,  ce  qui  eft 
rallele  des  le  même  ,  à  un  dernier  côté  qui  foit  une  partie  infiniment 
Courbes ,  qui  petjte  cet  axc  fes  deuxdernieres  Ordonnées  font  nécefi 

viermenvioin-  r  / 

dre  leur  axe  fairement  au  moins  de  l’ordre  de  — ,  &  leur  dy  de  l’ordre 

■par  un  cours  .  .x  ■  .  « .  °° 

fini  du  infini.  immédiatement  inférieur.  C’eft  fa  valeur  tirée  de  l’équation 
différentielle  qui  réglé  celle  dey  correspondant ,  puifqu’il  eft 
toujours  de  l’ordre  immédiatement  Supérieur. 

= ^  | donc  dy  (ifi)  l dx  (O :  (O  • 1 

4,  4  •*  .  ~ 

=  -si  » donc  *y  (A)  • dx  (A  -y  (-s?)  • 1 


Si  dy  — 

(y  dx\ 

07  )  * 

Si  dy  = 

(y  dx\ 

~  S 

Et  il  eft  clair  qu’il  en  ira  toujours  de  même ,  &  que  quel¬ 
que  valeur  qu’ai rdy  ,  la  Soutangente  Sera  toujours  finie  ^  au 
lieu  qu’elle  eft  toujours  infinie  dans  le  parallélisme  des  Cour¬ 
bes  qui  s’élèvent  au  deflus  de  leur  axe ,  foit  Animent  ,  foit 
infiniment.  Il  faut  entendre  par  i  ,  toujours  égal  à  la  Soutan¬ 
gente,  l’unité  indéterminée,  c’eft-à-dire,  feulement  une  gran¬ 
deur  finie  plus  grande  ou  plus  petite ,  Selon  les  conditions  de 
chaque  Courbe  particulière. 

1018.  La  Soutangente  i  eft  toujours  infinie  par  rapport 
à  l’Ordonnée ,  qui  eft  — ,  ou  -i- ,  &c. 

^  co  7  00 1  7 

1013.  Si  dy  ==  _ir  j  la  Courbe  n’a  point  d’Afymptote , 

&  la  Soutangente  n’eft  que  d’un  ordre  au  deflus  de  l’Ordon¬ 
née  =  — .  Mais  fi  dy  =  -A  ,  ou  inférieur ,  la  Courbe  a 


00 


00  J 


une  Afymptote  qui  eft  fon  axe ,  &  la  Soutangente  eft  d’autant 
d’ordres  au  deflus  de  l’Ordonnée  =  — —  ou  -A-  ♦  &c.  qu’il 

O1  OO) 


CO 


y  a  d’ordres  ,  dont  dy  eft  au  deftbus  de  dx  ,  ce  qui  fait  voir 
l’analogie  parfaite  de  cet  art.  avec  l’art,  x  013*. 
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Exemple  V. 

t 

î  020.  Soit  l’Hyperbole  entre  fes  Afymptotes  ,  où  lorfquc 


CO  ,  ce  qui  la  rend  parallèle  j,  dy  eft 

T"\  T  T>  vdx 

JJ  onc 


oo 


(p<5o). 


y 


— .  Donc  - 

oo  *■  dy 


00 

00 


I. 


Exemple  VI. 


1021.  De  même  dans  la  Logarithmique  ,  où  dy  .  dx  \j. 
y  .  a  ,  en  fuppofant  dy  =  pour  donner  à  la  Courbe  un 

00  ry  * 

cours  infini  (pjy) , &  par  conféquent  y  =  -C-,  on  a  la 


Soutangente  =  i  ,  6c  cet  i  eft  ==a  par  la  nature  de  la  Lo¬ 
garithmique  ,  dont  la  Soutangente  eft  confiante  6c  =  a.  T 

1022.  Si  dans  cette  Courbe  on  navoit  fuppofé  dy  que 
t=  — V-  ,  ce  qui  étoit  poffible  ,  on  n’auroit  eu  la  Soutangente 


i  =  a  que  d’un  ordre  au  defiùs  de  l’Ordonnée 


mais  au ffi  la  Courbe  ainfi  prife;  n’auroit  pas  eu  un  cours 
infini ,  ni  une  Afymptote. 

1023.  Four  fe  repréfenter  nettement  ces  Soutangentes 
finies  de  l'extrémité  de  l’Hyperbole  6c  de  la  Logarithmique 
du  côté  qu’elles  deviennent  parallèles,  il  faut  concevoir  que 
fi  ces  Courbes  font  tracées  à  la  droite  du  point  qu’on  leur  a 
donné  pour  origine  y  leurs  Tangentes  6c  par  conféquent  leurs 
Soutangentes  font  toujours  à  la  droite  du  point  de  la  Courbe 
auquel  elles  appartiennent  y  6c  par  conféquent  lorfque  ces 
•Courbes  font  devenues  parallèles  ou  confondues  avec  Taxe  à 
l’extrémité  de  cet  axe  infini  ,  il  faut  concevoir  encore  au 
de-là  une  ligne  finie  ou  prolongement  fini  de  l’axe ,  qui  eft 
la  Soutangente ,  ôc  en  même  temps  la  Tangente  y  comme  il 
eft  aifé  de  le  voir.  Ainfi  la  Tangente  de  ces  Courbes  à  leur 
extrémité  n’eft  pas  l’axe  infini  ou  ï Afymptote,  ce  qu’on  au- 
roit  pu  s’imaginer,  car  cette  extrémité  étant  pofée  ou  conçue, 
î  axe  infini  eft  à  fa  gauche,  6c  la  Tangente  ou  Soutangente 
doit  être  à  la  droite,  6c  c’eft  effectivement  une  ligne  finie  qui 
y  eft.  Il  en  ira  de  même  des  autres  Courbes  confondues 

V  u  \) 
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avec  leur  axe  au  bout  d’un  cours  infini  ;  &  il  eft  aifé  de  voir 
que  la  raifon  effentielle  en  eft  que  par  la  fuppofition  préfente 
elles  defcendent  vers  leur  axe  y  &  s’inclinent  toujours  vers 
cet  axe ,  puifqu’elles  tendent  au  paraliéiifme. 

Soutangentes  1024.  Si  une  Courbe  à  fon  origine  eft  parallèle  à  fon 
fin%aJ*ulîe axe  >  ou  confondue  avec  une  portion  infiniment  petite  de  cet 
des  courbes .  axe  >  fera  au  moins  =====  dy  au  moins  =====  ,  &  ce 

cas  eft  entièrement  le  même  que  celui  de  l’art.  1017,  &  en 
effet  il  doit  l’être  .>  puifque  ce  n’eft  que  le  même  paraliéiifme 
qui  fe  fait  à  l’origine  ou  à  l’extrémité  d’un  cours.  Toute  la 
différence  des  deux  cas  eft  que  dans  le  premier  dy  d’un  ordre 
inférieur  à  -L-  marque  un  Âfymptotifme  ^  parce  qu’il  s’agit 

de  l’extrémité  d’un  cours  infini ,  &  ici  il  n’en  marque  point  > 
parce  qu’il  s’agit  de  l’origine  d’un  cours.  Donc  ici  comme  là 
la  Soutangente  eft  finie. 

Exemple  VIL 


1025'.  Dans  toutes  les  ires  Paraboles  rendues  à  leur  ori¬ 
gine  parallèles  à  leur  axe  >  le  dy  de  l’origine  eft 

(995))  don cyz= — —  (1017);  doncydx== — 


r 

00” 

r 


»—  1  OQ 


OQ”  dy 


î. 


Exemple  VIII. 

1 02 (5".  Dans  toutes  les  dernieres  Paraboles  rendues  à  leur 
origine  parallèles  à  leur  axe ,  le  dy  de  l’origine  eft  — 


oo”  —  1 

ir^rr,  (1017)  =  — '-r>  donc  y  du 


{99%) j doncj 


X 


CO 


n  —  1 


00 


n  —  * 


00 


,  àoncy— 

dy 


00 

I. 


n  —  x 


OO 


n  —  1 


1027.  Puifque  les  Soutangentes  des  Paraboles  extremes 
rendues  parallèles  à  leur  origine  font  finies ,  il  eft  aifé  déjuger 
que  celles  de$  Paraboles  moyennes  le  feront  auffi. 


/ 
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1028.  Dans  les  ires  Paraboles  *  les  y  de  l’origine  étant  Soutangente s 

—  -~n-,  t  ‘  02  S),  plus  le  degré  n  de  la  Parabole  eft  élevé , 

1  t  ni»  j  •  rv  ♦  \  1  c  des  premières 

plus  y  =  —  eft  d  un  ordre  intérieur  a  la  Soutangente  par aboies 

toujours  finie  >  ou  plus  la  Soutangente  infinie *  par  rapport  a  toujours  d'un 
l’Ordonnée*  eft  d’un  ordre  élevé  au  deffus  de  l’Ordonnée.  Et 

éle  '  t* 

en  effet  cela  doit  être *  puifque  ces  Paraboles  à  leur  origine  port  àilufs 
font  d  autant  plus  parallèles  que  n  eft  plus  grand  (970),  ôc  que  Adonnées 
de  plus  le  paralléliftne  qui  fe  fait  par  dy 5  eft  infiniment  plus  c^^ondm"- 
grand  que  celui  qui  fe  fait  par  dy*  >  ôc  toujours  ainfi  de  fuite. 

102p.  Dans  les  dernieres  Paraboles  y  =====  — ~~  (  1 026") 

CO  ”  1  gine  parallèle 

eft  d’un  ordre  d’autant  moins  inférieur  à  la  Soutangente  finie*  des  Ornières 
que  n  eft  plus  grand  *  ôc  cela ,  parce  que  ces  Paraboles  en  ^Znfplfée? 
font  auffî  d’autant  moins  parallèles  (274).  toujours  d’u» 

1050.  Voyons  maintenant  les  Soutangentes  dans  la  per-  %dre,  moms 

pendiculanté  *  ôc  premièrement  a  1  extrémité  du  cours  infini  port  à  leurs 
des  Courbes.  '  Ordonnées . 

y  fera  toujours  =====  oc .  dy  fera  ou 

=  00  (  p8  1). 

Si  dy  = 


CO 


00 


X 


00 


I  *  ôc 


Si  dy 
Si  dy 


y  OU  ==  I  *  OU  Soutangente? 

de  l'extrémité 
perpendicu - 

ôc  qu’en  même  temps  d  x  exifte  *  ce  qui  eft  [^finfVes^5 

Courbes  ,  qui 
peuvent  être 

1  divile  par  —  =  oo.  0H  fi'ies  ?  \a 

infiniment  ps~ 


poftible  (p8 1)  *  la  Soutangente  eft  infinie  ;  car  y  dx 

y  dx _ 

dy 


CO 


y  dx 
dy 


—  =  I. 


étant 


1  *  la  Soutangente  eft  finie  *  car 
00*  la  Soutangente  eft  infiniment  petite  *  car  dy 

—  d  *  =  -!-. 


ut  es-. 


y  dx 

■y>iy 


co 


1031.  Il  paffe  pour  confiant  que  la  Soutangente  eft  tou¬ 
jours  nulle  dans  la  perpendicularité ôc  la  première  des  trois 
propofitions  précédentes  paroîtra  fort  paradoxe.  Mais  ip. 
l’idée  commune  s’eft  établie  fur  ce  qu’effeûivement  à  l’ori¬ 
gine  des  Courbes  *  ou  à  l’extrémité  d’un  cours  fini ,  la  Sou¬ 
tangente  eft  nulle  dans  la  perpendicularité*  ôc  ici  il  s’agit  de 

V  u  iij 
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l’extrémité  d’un  cours  infini.  20.  La  grandeur  infiniment 
grande  ou  petite  de  ia  Soutangente  dans  le  parallélifme  ou 
dans  la  perpendicularité  n’eft  point  abfolue*  mais  relative  à 
l’Ordonnée *  5c  on  va  voir  que  quand  la  Soutangente  eft  in¬ 
finie  dans  la  perpendicularité*  eliê  eft  infiniment  moindre  que 
l’Ordonnée. 

Exemple  I. 


s  ou  tangent  es  1032.  Dans  les  ires  Paraboles  rendues  perpendiculaires 
infinies  &  à  leur  extrémité*  le  dernier  dy  eft  =====  — - — -  (9 80*  Donc 

décroijfantes  — 

de  L’ extrémité  00 

perpendicu -  ydx  .  .  1 

faire  des  pre-  —  =  I  CliviTé  par  -  ■ 1  -r  ==.  OO  »  . 
rnteres  IJara -  1  J  — - 

b  l  ~  oo  n 

fées.  1  Par  exemple*  dans  laParabole  ordinaire*la  Soutangente  de 

fon  extrémité  perpendiculaire  eft  oc1*  l’Ordonnée  étant  ce. 

1033.  Et  pour  faire  encore  mieux  voir  la  poflibilité  que 
cette  Soutangente  foit  infinie  malgré  la  perpendicularité  * 
c’eft  que  malgré  la  perpendicularité  à  laquelle  tend  la  Cour¬ 
be  *  les  Soutangentes  vont  toujours  en  croiflant. 

Car  l’équation  de  la  Courbe  étant  y  =====  x2*  d’où  fuit  dy 
=====  2xdx  ; 


Si/ 

Siy 


1  *  cionc  x  - 

2  *  donc  x 


1  *  &  dy  =  2  dx  *  & 


y  d  x 
dy 


V 2  *  &  dy  =====  dx  2V 2  *  &  yA^- 

‘  dy 


z 

zV  z 


V  z 


Or  ~  .  -L  :  :  V2  .  2  *  donc  les  Soutangentes  vont  eu 
croiflant. 

O11  trouvera  de  même  que  üy  =====  3  *  la  Soutangente  fera 
— .  Or  — .  — -  ::  2V3  .  W  z  >  &c  iV  z  eû  moindre  que 

zV  3  V  2  z  V  3  J  *• 

3  V 2  >  ainfi  qu’on  le  verra  en  quarrant  ces  grandeurs.  Il  en 
ira  de  même  des  autres  valeurs  plus  grandes  qu’on  donnera 
à/.  Donc  puifque  les  Soutangentes  font  croiffantes  malgré 
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la  perpendicularité  où  la  Courbe  tend  >  il  eft  naturel  quelles 
arrivent  àTInfini,  quand  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicularité. 

Mais  en  même  temps  que  les  Soutangentes  font  croiffantes* 
elles  font  toujours  plus  petites  par  rapport  aux  Ordonnées. 
Par  ex.  la  Soutangente  —  efl:  plus  petite  par  rapport  à  fon 

Ordonnée  2 ,  que  la  Soutangente  ~  ne  Peft  par  rapport  à  fou 
Ordonnée  1.  Car  .  2  ::  1 .  2 Y 2  y  &  \ .  1  :  :  1.2. 

V  z  ?  2 

De  même  efl:  moindre  par  rapport  à  3  >  que  ~  par 
rapport  à  2.  Car  — ^  .  3  :  :  3  .  6V3  :  :  1 .  2  V 3. 

1034.  En  pouffant  cette  idée  plus  loin  >  on  verra  que  fi 

y  =  4  ^  -77  =  1.  Et  comme  4  =  2  C4  >  on  trouvera  que 

les  Ordonnées  croiffant  comme  les  nombres  naturels >  le  rap¬ 
port  de  chaque  Soutangente  à  fon  Ordonnée  fera  celui  de  r 
à  2  •=  2  V 1  ,  de  1  à  2  Vi ,  de  1  à  2C3  ,  de  1  à  2  C4  ^  &ç. 
&  en  général  celui  de  1  à  2  Vy. 

1033.  Donc  le  rapport  de  la  derniere  Soutangente  à  la 

derniere  Ordonnée  =  00 ,  fera  celui  de  1  à  200  *  y  ou  en 

négligeant  le  coefficient  2  >  celui  de  1  à  ooi.  Or  1 ,  co* 


00 1 . 00  ;  &  l'Ordonnée  efl:  =  00.  Donc  la  Soutangente 

malgré  la  perpendicularité  efl:  de  l’ordre  de  00 1  3  ce  qui 
revient  à  l’art.  1 030  >  par  une  voie  toute  différente. 

1036'.  Si  on  veut  avoir  non  feulement  l’ordre  y  mais  en¬ 
core  la  grandeur  précife  de  cette  derniere  Soutangente,  il 

1 

faut  la  prendre  =  Et  en  effet  dans  l’art.  5)  8  y  j»  qui  a 
produit  l’art.  1032  P  dy  efl:  =  — 1 ,  &  ce  n’efl:  quen  ne 


confidérant  que  Tordre,  qu’il  efl:  =  —i-r. 

n 

OO 

1037.  Donc  les  dernieres  Soutangentes  des  ires  Para- 

L  ±  I 
i  3  4 

boles  feront  ,  &c.  c’eft-à-dire,  toujours  d’utl 
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ordre  radical  inférieur ,  ou  toujours  moins  infinies  ou  plus 
infiniment  petites  par  rapport  à  la  derniere  Ordonnée  tou¬ 
jours  =  co  5  ôc  en  même  temps  elles  feront  toujours  moin¬ 
dres  dans  leur  ordre ,  ce  qui  vient  de  ce  que  ces  Paraboles 
font  toujours  à  leur  extrémité  plus  perpendiculaires  (p86). 

Exemple  IL 


Sôutangentet  1038,  Dans  toutes  les  dernieres  Paraboles  rendues  per- 

injimes 

croisantes  de  pendiculaires  à  leur  extrémité,  le  dernier  dy  eft  =  — 

ï extrémité  # 


■perpendicu¬ 
laire  des  der~  .  y  dx 

nier  es  Para -  (  P  S  8  )  ,  ClOnC  "— 


n 


=  00  Soutangente  infinie  toujours 

boles  tranfpo -  f 

fées .  d’un  ordre  radical  inférieur  à  CO. 

Par  ex.  dans  la  2.de  Parabole  cubique ,  la  derniere  Soutan- 

gente  eft  de  l’ordre  de  co 5  ;  &  en  remettant  les  coëffîciens 

Z 

finis  de  l’art.  p88 ,  fa  grandeur  eft 

d  •.«  •'  .  .  \  .  ’v 

103p.  Et  en  effet  fi  dans  cette  Parabole  on  prend  fuccef- 
fivementy  =====  1 ,  =====  2 ,  ==  3  ,  on  aura  pour  Soutangentes 


2  X  I  5  2X2 


2  x  3  J  -po  \  • 

.  — — .  u  ou  1  on  voit 

î  3 


correfpondantes  f  = 
que  l’exprefïion  générale  des  Soutangentes  de  cette  Para- 

Z 

bole  fera  -~-y-  9  &  qu g  y  étant  ==  00 ,  la  Soutangente  fera 


z  CO 


Tout  ce  qui  appartient  à  ces  Soutangentes  pourroit  être 
prouvé  par  un  calcul  général ,  tiré  de  l’équation  générale  des 
Paraboles. 

Il  feroit  inutile  de  s’arrêter  aux  réflexions  qui  naiffent  de-là.’ 
Elles  fe  préfentent  d’elles-mêmes. 

1040.  Les  Soutangentes  de  toutes  les  Paraboles  rendues 
parallèles  à  leur  origine,  &  perpendiculaires  à  leur  extrémité, 

commencent 
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commencent  donc  par  être  finies  (1033  &  1059)*  &  finif- 
fent  par  être  infinies ,  de  forte  qu’elles  forment  des  Suites 
toujours  croifiantes  en  elles-mêmes,  mais  décroiffantes  par 
rapport  aux  Suites  des  Ordonnées  correfpondantes. 

1041.  Si  dans  la  Courbe  qui  arrive  à  la  perpendicularité  Soutangentes 
par  un  cours  infini ,  le  dernier  dy  eft  =  1  ,  la  Soutangente^”/"  ^  lcx~ 

n  r  ‘  /  \  n  rr  •  r  •  *  tremite  per- 

elt  nme  (  1030),  &  par  comequent  infiniment  petite  par pendicuUire 
rapport  à  l’Ordonnée ,  qui  ne  peut  être  qu’infinie,  puifque  la #un  court 
Courbe  eft  arrivée  à  la  perpendicularité  par  un  cours  infini.  m^nt‘ 

Exemple  III, 

ï  042.  Dans  la  Logarithmique ,  fi jy  =  oc ,  dy  =  ï  (  9  34  ). 

Donc^~  ==  1.  Et  en  effet  la  Soutangente  de  cette  Courbe 
eft  confiante. 

1043.  C’eft  par  fa  nature  particulière  que  cette  Courbe  , 
devenue  perpendiculaire  àfon  extrémité,  a  une  Soutangente 
la  même  qu’elle  avoit  eue  partout  ailleurs  ,  &  par  conféquent 
finie  ,  mais  ce  n’eft  pas  par  fa  nature  particulière  qu’elle  en  a 
une  finie ,  ôc  par  conféquent  une  infinité  d’autres  Courbes 
auront  aufti  une  derniere  Soutangente  finie ,  pourvu  que  leur 
dernier  dy  foit  =====  1.  Et  comme  la  Suite  des  Soutangentes 
de  la  Logarithmique  eft  compofée  de  grandeurs  toutes  égales, 
mais  toujours  décroiffantes  par  rapport  aux  Ordonnées ,  les 
Suites  des  Soutangentes  de  ces  autres  Courbes  pourront  être 
croifiantes  ou  décroiffantes  en  elles-mêmes ,  mais  toujours 
néceffairement  décroiffantes  par  rapport  aux  Ordonnées. 

1 044.  Si  le  dernier  dy  =====  00 ,  auquel  cas  feulement  une  Soutangentes 
Courbe ,  qui  arrive  à  la  perpendicularité ,  a  une  A fy mptote 

(854&  86s),  la  Soutangente  eft  =  ~  (1030).  On  en 

verra  aifément  un  exemple 
devient  perpendiculaire. 

1045:.  Dans  ces  Courbes,  la  Suite  des  Soutangentes  ne 
peut  être  que  décroiffante ,  tant  en  elle-même  que  par  rap- 
port  aux  Ordonnées. 

Xx 


j  ijtt  1  1  a  /  5  11  d  un  COUYS M- 

dans  1  Hyperbole,  du  cote  qu  elle ^ni  Afywpt0m 

tique. 
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1045.  En  raflfemblant  tout  ce  qui  regarde  les  Courbes 
perpendiculaires  à  l'extrémité  d’un  cours  infini  5  on  voit  que 
celles  qui  finiflfent  par  dy  =  co  étant  infiniment  plus  per¬ 
pendiculaires  que  celles  qui  finiflfent  par  dy  ==  1 3  &  celles-ci 


Sontangentes 
de  l’origine 
perpendicu¬ 
laire  des 
Combes  tou¬ 
jours  infini¬ 
ment  petites. 


infiniment  plus  que  celles  qui  finiflfent  par  dy  =====  leurs 

Sontangentes  font  au(îi3  félon  cette  même  raiion3  toujours 
infiniment  plus  petites. 

1047.  Il  ne  refte  plus  que  les  Sontangentes  des  Courbes 
perpendiculaires  à  leur  origine. 

Alors  y  étant  =  dy ,  y-~  =—  dx.  Et  comme  dx  efi  ou 

zéro ,  ou  de  quelque  ordre  inférieur  à  —  3  la  Soutangente 


fera  toujours  abfolument  nulle  3  ou  de  quelque  ordre  inférieur 
à  Il  feroit  inutile  d’en  rapporter  des  exemples.  Les  diffé¬ 
rentes  Paraboles  prifes  à  l’ordinaire  (iooi;  &c.  iooj;  en 
fourniront  de  toutes  les  variétés  des  Sontangentes  infiniment 
petites  )  puifqu’elles  en  fourniffent  de  toutes  les  variétés  de 
dx  )  nul  par  rapport  à  dy. 

sontangentes  1048.  Quant  aux  Courbes  obliques  à  leur  axe  à  l’extré- 

/’ Extrémité  mité  d’un  cours  infini  3  comme  le  rapport  de  dx  à  dy  fera 

oblique  des  fini  à  caufe  de  fobliquité ,  &  que  y  fera  ==  OQ  >  la  Soutan- 

cours  infini,  gente  y~  fera  un  Infini  multiplié  &  divifé  par  deux  coëffi- 


ciens  finis. 


Exemple  IV. 


104p.  Soit  î’PIyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe  2  a 

/  \  '1’  /•/  y  '  x  a  v  cjd 

oji  ,  on  aura  a  1  extrémité  —  ==  -Q--. 

'  dy  b 

i  o  jo.  Donc  fi  l’Hyperbole  efi:  équilatere  y  la  Soutangente 
efi:  =jy  =  00.  Mais  dans  ce  même  cas  ,  y  infini  efi:  =  x+ 
Donc  la  Soutangente  eft  =  x.  Cependant  il  efi:  certain  qu’elle 
sontangentes eft  plus  grande  que  x  de  a  >  mais  a  efi:  une  grandeur  finie. 
infiniment pe-  j  o y  i .  Si  une  Courbe  à  fon  origine  efi:  oblique  à  fon  axe  > 

gine  oblique'  ^  C^L*  (lueJV  ^tant  a^ors  £=3  dy ;  la  Soutangente  efi  =====  dx. 
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Ï0J2.  Venons  préfentement  à  ia  confidération  des  plus 
grandes  ou  plus  petites  Ordonnées  des  Courbes,  quand  elles 
en  ont;  car  elles  n’en  ont  pas  toutes. 

On  n  appelle  point  plus  grande  Ordonnée ,  celle  qui  ter¬ 
mine  le  cours  infini  d’une  Courbe  qui  11’a  qu’une  variation 
fans  changement,  ôc  qui  s’élève  toujours  au  deffus  de  fon  axe* 
car  il  faut  bien  que  cette  derniere  Ordonnée  foit  la  plus 
grande  de  toutes ,  Ôc  la  feule  fuppofition  de  l’axe  infini  la 
donne  aulfi-tot;de  plus,  elle  n’eft  point  fuivie  par  des  Or¬ 
données  plus  petites. 

On  n’appelle  point  non  plus  de  ce  nom  la  derniere  d’une 
Suite  croilfante  des  Ordonnées  d’un  cours  fini,  quand  les  Or¬ 
données  ne  continuent  pas  leur  cours  vers  un  même  côté 
(  8  8  1  ) ,  car  quoiqu’il  y  ait  enfui  te  de  plus  petites  Ordon¬ 
nées  ,  l’axe  a  manqué }  ôc  la  feule  fuppofition  de  l’axe  égal  à 
la  plus  grande  grandeur  finie  qu’il  puifle  avoir  de  ce  côté-là , 
donnera  cette  derniere  Ordonnée. 

C’eft  la  même  chofe  pour  la  plus  petite  Ordonnée ,  à  cela 
près  qu’alors  la  Courbe  defcend  vers  fon  axe. 

On  n’appelle  donc  plus  grande  on  plus  petite  Ordonnée, 
que  la  derniere  d’un  cours  fini  qui  continue  enfuite  à  s’étendre 
fur  1  axe  y  toujours  vers  un  même  côté,  comme  dans  la  Fig.  v. 

Il  eft  impoflible  qu’il  y  ait  une  plus  grande  Ordonnée  ainfi 
conditionnée  ,  à  moins  que  la  Courbe  qui  fe  fera  élevée  par 
rapport  à  fon  axe ,  ne  redefcende  enfuite  ,  en  continuant  fon 
cours  vers  un  même  côté.  Or  il  eft  impoflible  qu’une  Courbe, 
qui  s’eft  élevée  par  rapport  à  fon  axe  ,  redefcende  fans  pafîér 
par  un  Terme  ou  par  un  côté  qui  ne  fort  ni  montant  ni  dei- 
cendant,  ou  qui  foit  montant  Ôc  defcendant  en  même  temps. 

Si  c  eft  le  ier ,  la  Courbe  paffe  par  un  côté  parallèle. 

Si  c’eft  le  2 d ,  la  Courbe  peut  paffer  par  un  côté  oblique , 
qui  fera  en  -même  temps  montant  ôc  defcendant  (87$  ,  &c. 
887).  .Mais  ce  côté  fera  nécèflairement  rebrou  fiant,  de  forte 
que  le  cours  des  Ordonnées  rebrou fiera  auifi  ,  ôc  par  confe- 
quent  il  n’y  aura  point  de  plus  grande  Ordonnée. 

Mais  fi  le  côté  montant  ôc  defcendant  en  même  temps  eft 

Xx  ij 


"Détermina¬ 
tion  de  la 
plus  grande 
on  plus  pe¬ 
tite  O  r  don¬ 
née* 


\ 


r 


34s  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
Fig.  V.  perpendiculaire  ,  il  fera  aufli  rebrouflant,  mais  de  forte  que  le 
cours  des  Ordonnées  ne  le  fera  pas. 

Donc  il  n’y  a  point  de  plus  grande ,  ou  ,  ce  qui  revient 
au  même  ,  de  plus  petite  Ordonnée ,  que  dans  le  cas  du  côté 
parallèle  ou  perpendiculaire,  qui  eft  le  Terme  moyen  ou 
commun  d’un  changement. 

105*3.  Et  comme  dans  le  parallélifme  &  dans  la  perpen¬ 
dicularité  le  rapport  'd-£  eft  toujours  nul  ou  infini ,  de-là  s’en¬ 
fuit  ,  pour  la  détermination  des  points  où  fe  trouvent  les  pim 
grandes  ouplus  petites  Ordonnées, la  Réglé  générale  fi  connue 

ôc  fi  ufitée ,  qu’il  faut  égaler  ce  rapport  ^  à  zéro ,  ou  à  l’Infini; 

105*4.  C’eft  le  rapport  -  y  &  non,  comme  on  le  dit 

fauflement,  &  pourtant  fans  erreur ,  dy  qui  devient  nul  ou 
infini,  dy  devient  toujours  nul  dans  le  parallélifme ,  ou  d’un 
ordre  inférieur  à  celui  dont  il  étoit,  mais  dans  la  perpendi¬ 
cularité  il  11e  devient  jamais  infini ,  c’eft-à-dire  =  1 ,  ou 
s=  co ,  fi  ce  n’eft  à  l’extrémité  d’une  Courbe  infinie ,  ce 
qui  eft  un  cas  particulier,  ôc  qui  de  plus  n’appartient  point 
à  la  Théorie  des  plus  grandes  Ordonnées  félon  le  fens  qu’011 
donne  à  ce  terme.  Mais  il  eft  vrai  que  foit  qu’on  opéré  fur 

77  y  qui  doit  toujours  devenir  infini  dans  la  perpendicularité  > 

foit  qu’on  opéré  fur  dy  feul ,  qui  ne  le  devient  jamais  pour 
une  plus  grande  Ordonnée  proprement  dite  ,  le  calcul  eft 
toujours  le  même. 

Car  dy  eft  alors  toujours  exprimé  par  ^ ,  n  &  m  étant 

des  grandeurs  finies  complexes  x  &  par  conféquent  = 

772  ^  —•  Or  toute  l’opération  confifte  à  égaler  à  zéro  la 

grandeur  complexe  n ,  quand  cela  fe  peut ,  ou  la  grandeur 
complexe  m ,  d’où  il  fuit  que  c’eft  la  même  chofe  d’opérer  fur 

~  ou  fur  Mais  réellement  ce  n’eft  que  le  rapport  ^7 
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qui  devient  nul  ou  infini.  Il  eft  bien  vrai  que  quand  il  de¬ 
vient  nul  ,  dy  devient  réellement  infiniment  moindre  qu’il 
n’étoit  >  mais  il  n’eft  pas  vrai  au  contraire  que  quand  ce  rap¬ 
port  devient  infini ,  dy  devienne  réellement  infiniment  plus 
grand  qu’il  11’étoit  ,  il  fuffit  qu’il  demeure  dans  l’ordre  dont 
il  étoit  )  pourvu  que  dx  foit 


=  o. 


Il  feroit  inutile  de  donner  des  Exemples  de  Maxima  ou 
de  Minima ,  il  y  en  a  une  infinité  de  connus. 

ioyy.  Il  y  en  a  une  infinité  de  Suites  de  grandeurs  ,  foit 
lignes  ,  foit  nombres  ,  qui  font  croiffantes  dans  une  certaine 
étendue  de  leur  cours  ,  après  quoi  elles  deviennent  décroifc 
fantes,  ou  au  contraire.  Ces  grandeurs*  quelles  qu’elles  foient, 
peuvent  toujours  être  conçues  comme  des  Ordonnées  de 
Courbes  difpofées  fur  un  axe  continu  *  entre  lefquelles  il  y 
en  aura  une  plus  grande ,  ou  plus  petite  *  &  par  conféquent  il 
n’y  a  qu’à  prendre  leur  différentielle  dy ,  ce  qui  fuffit  (1054), 
ôc  en  égaler  le  numérateur  ou  le  dénominateur  à  zéro  *  ce 
qui  donnera  la  plus  grande  ou  plus  petite  de  ces  grandeurs* 

Ainfi  la  Réglé  eft  abfolument  générale. 

1056.  Il  n’y  a  plus  rien  qui  appartienne  à  la  pofition  Réglé  pour 
des  Courbes  ,  par  rapport  à  un  axe  ,  que  les  inflexions  ôc  les  ^  I^ex^tns 
rebrouflemens.  broHjfemen$% 

Les  inflexions  &  les  rebrouflemens  font  toujours  com¬ 
pliqués  avec  une  courbure  nulle  ou  infinie  (924 ,  ôcc.  9 27  ), 

Dans  le  Ier  cas*  l’angle  de  contingence  devient  nul,  ôc 
par  conféquent  aufli  fa  bafe ,  qui  eft  ddy ,  Ôc  en  même  temps 
la  différence  2de  de  trois  Ordonnées  confécutives  (942). 

Donc  alors  d  dy  =  o ,  ou ,  plus  exaétement  parlant ,  il  de¬ 


vient  d’un  ordre  inférieur  à  celui  de  —  ,  dont  il  étoit.. 

00 z 

En  effet  on  a  vu  dans  les  art.  S  3  2 ,  841 ,  84 6 ,  que  dans 
toutes  les  inflexions  ou  rebrouflemens  de  cette  efpece ,  il 
y  a  toujours  trois  Ordonnées  confécutives ,  qui  font  ou  en 
progreflion  ou  en  contre  -  progreflion ,  ou  en  la  moindre 
progreflion  ou  contre-progreflion  arithmétique  poffible ,  ce 
qui  donne  toujours  une  différence  2de  =  o. 

‘  *  -\r  •  •  • 
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i  05*7.  Dans  le  2d  cas ,  la  courbure  ne  peut  devenir  infinie 
fans  avoir  été  croiflante  ,  &  par  conféquenr  la  Suite  croiflante 
des  angles  de  contingence  infiniment  petits  du  ier  ordre ,  ou 
de  leurs  bafes  ddy  du  2d,  aboutiroit  alors  à  un  angle  fini , 
ou  à  une  bafe  de  l’ordre  de  infiniment  plus  grande  quelle 

n’étoit  ,  ou ,  ce  qui  efl  le  même  3  à  un  ddy  de  Tordre  de  dy . 
Mais  parce  qu’un  angle  de  contingence  fini  efl:  impoflible  , 
non  en  lui-même  ,  mais  dans  une  Courbe ,  6c  par  confe'quent 
auill  un  ddy  de  Tordre  de  il  fe  fubftitue  à  ce  Terme ,  qui 

eût  fait  la  courbure  infinie  3  un  autre  Terme  >  qui  efl  un  côté 
=  (pi  1  ).  Cela  cependant  n’a  pas  dû  3  ni  pu  empêcher 

que  la  Suite  des  ddy  >  tirée  de  l’Equation  de  la  Courbe  3  n’ait 
été  croiflante ,  6c  n  aboutifle  réellement  à  un  ddy  de  Tordre 
de  ~  ,  tout  comme  fi  Tangle  de  contingence  fini  étoit  pofii- 

ble3  6c  qu’en  traçant  dans  la  Courbe  Tes  ddy ,  on  y  en  dut 
trouver  un  =====  dy.  Seulement  il  ne  faudra  pas  s’attendre  à 
trouver  dans  cette  Courbe  aucune  marque  fenfible  de  fa  cour¬ 
bure  infinie  (p  12  )  ni  un  ddy  ==  dy.  Mais  par  le  calcul  011 
trouvera  toujours  ce  ddy  ==  dy  ,  ou  de  Tordre  de  ~ ,  puif- 

que  la  Suite  des  ddy  efl  toujours  telle  qu’elle  efl  indépen¬ 
damment  de  ce  que  la  Courbe  admet,  ou  11’admet  pas. 

1  o  j  8.  Donc  c’efi  une  Réglé  générale  ,  que  dans  les  points 
d’inflexion  ,  ou  de  rebrouffement,  ddy  efl  =  o ,  ou  ==  oc , 
ou  plutôt  qu’il  tombe  au  deflbus  de  Tordre  de  ,  dont  il 

efl  naturellement  ,  ou  s’élève  au  defïus. 

ioyp.  M.  le  M.  de  l’Hôpital  a  donné  des  Exemples  de 
Tun  6c  de  Tautre  cas.  J’en  prendrai  feulement  un  pour  faire 
voir  que  ddy  =====  00  efl  lié  avec  la  courbure  infinie  ,  car  il  efl: 
très-évident  que  ddy  ==  o  Teft  avec  la  courbure  nulle. 

_  £ 

Dans  la  Courbe  jy  - —  a=x - a  s  (p;  6 4  des  Inf,  petits  ) 

•  _  1  • _ _  7  * 

on  a  dy=.jX — -a  '  dx,&c  ddy  ==« - {y  x - a  5  dix* , 

les  dx  étant  conftans.  Or  au  point  où  x  =a  ,  on  a  ddy 
d’un  ordre  fupérieur  à  — - —  Car  x  - —  a  efl  alors  ===  —  ,  6c 

I  OC  1  «  CO 
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ce  —  eft  élevé  à - 7.  Or  un  —  élevé  à  une  puiffance  né-* 

00  s  -00  t  V  1 

gative,  eft  00  élevé  à  cette  même  puiffance  pofitive,  comme 
oc  élevé  à  une  puiffance  négative  ,  eft élevé  à  cette  même 

’  .  ■  •  f  î  *..*  ;  7  •  '  ■  '  .il 

puiffance  pofitive.  Donc  ddy  =  — 


jl  °° * 

1  î  00 1 


même  au  deffus  de 
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j,  grandeur  qui  eft 
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Or  je  dis  que  dans  ce  même  point  où  x - at==.  le 

Rayon  de  la  Développée  eft  infiniment  petit ^  &  par  consé¬ 
quent  la  courbure  infinie. 

Car  la  Formule  générale  pour  déterminer  ce  Rayon,  ou 
plutôt  une  ligne  qui  le  détermine,  &  eft  du  même  ordre. 


t  dy"L— j—  d  x1  *  *  j  2.  j 

étant  —  >  on  a  ici  dy  Ht-  dx‘ 

- «r  +  - 


9  x  —  a  ’  -p»  a?  X  dxz 
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-2—^.  Et  cette  grandeur  divifée 
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grandeur  infini¬ 


ment  petite.  Donc ,  &c. 

io5c.  On  trouvera  aufïi  qu’au  point  ou  x - a 


CO 


d  dy  eft  du  même  ordre  que  dy .  Car  alors  dy  ==  }  x  « —  æ 

L  _ 1 

dx  eft  ===  ——  =  ifC —  =  — JL_.  ,  &  ddj;  eft  -miL 

î  co  5  2^00  * 

iotfi.  S’il  étoit  pofiible  que  parmi  les  Courbes  que  nous 
connoiffons ,  il  y  en  eût  dont  tous  les  côtés  fuffent  infiniment 
petits  du  2 &  ordre,  &  fiffent  entr’eux  des  angles  de  contin¬ 
gence  du  Ier,  il  eft  certain  que  la  même  courbure  que  nous 
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trouvons  ici  infinie  dans  les  inflexions  >  ôc  les  rebrouflemens , 
feroit  nulle  pour  ces  Courbes-là.  Il  faudroit ,  afin  de  leur  trou¬ 
ver  une  courbure  infinie ,  leur  concevoir  quelques  côtés  du 
3me  ordre.  Mais  ces  fortes  de  Courbes  ne  feroient  ni  defcrip- 
tibles  >  ni  de  la  nature  de  celles  que  nous  connoiflons  (73  y  ). 
Nous  en  tranfportons  feulement  dans  nos  Courbes  la  ma¬ 
niéré  dont  fe  feroient  leurs  inflexions  &  leurs  rebrouflemens 
avec  une  courbure  nulle ,  &  cela  y  produit  une  courbure  in¬ 
finie  y  par  la  raifon  de  lart. p2 1 ,  &  à  caufe  de  la  différence 
des  deux  hipothefes. 

On  va  voir  plus  particulièrement  ce  qui  appartient  à  la 
Courbure. 


SECTION 
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SECTION  XII. 

\ 

Réglé  générale  pour  déterminer ,  par  le  Calcul  Différen¬ 
tiel  y  la  courbure  des  Courbes . 

io^,pOMME  nous  n’avons  confidéré  les  Courbes  Réglé  géné~ 
j  qu’en  elles-mêmes ,  nous  allons  tirer  de  leur  na- 
ture  feule  la  détermination  de  tout  ce  qui  appartient  à  leur  courtes . 
courbure ,  ôc  à  la  variation  de  cette  courbure  ^  ôc  nous  n’em¬ 
ploierons  point  pour  cela  les  Rayons  des  Développées  qui  y 
ont  été  employés  jufqu’à  prefent  ;  car  ces  développées  font 
des  lignes  étrangères  à  celles  dont  on  confidere  la  courbure. 

Ici  les  côtés  feront  fuppofés  confions  (  90  j  ,  ôc  la  mefure 
de  la  courbure  eft  le  Sinus  de  l’angle  de  contingence  ,  ôc  ce 
Sinus  eft  de  l’ordre  de  (741). 

Soient  Mm  ôc  mp  deux  côtés  d’une  Courbe  qui  tend  auFio.  VIII. 
parallélifme.  Dans  la  fuppofition  ordinaire  des  dx  conftans , 
on  a  AIR  =  mr  y  ôc  mp  moindre  que  Mm  ^  parce  que  la 
Courbe  tend  au  parallélifme.  De-là  il  fuit  que  Mm  étant 
prolongé  jufqu’à  la  rencontre  de  rp  prolongé  en  h }  &  Tare 
de  Cercle  Kp  infiniment  petit  du  2d  ordre  étant  décrit  du 
centre  m  ôc  du  rayon  mp  y  Kh  eft  la  quantité  dont  le  côté 
Mm  eft  plus  grand  que  mp  ,  ôc  par  conféquent  Kh  eft  la 
différence  des  deux  côtés.  En  même-temps  hp  eft  labafe  de 
l’angle  de  contingence  hmp ,  ôc  eft  ddy  ?  ôc  Kp  eft  le  Sinus 
de  cet  angle  :  car  à  caufe  de  l’infinie  petiteffe ,  l’arc  qui  mefure 
cet  angle  ôc  fon  Sinus  ,  font  la  même  chofe. 

Mais  fi  maintenant  on  fuppofe  les  côtés  conftans ,  il  fe 
fait  des  changemens.  Alm  eft  =====  mp  >  ôc  par  conféquent  il 
n’y  a  plus  de  Kh  y  différence  des  deux  côtés,  ôc  puifqu’il  n’y 
a  plus  de  Kh  y  ddy  n’eft  plus  hp  >  mais  quelqu’autre  grandeur. 

Le  côté  mp  fe  termine  toujours  au  point  p  ,  mais  il  ne  cont¬ 
inence  plus  au  point  my  ôc  puifquew^,  auparavant  moindre 
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que  Mm ,  lui  eft  maintenant  égal  le  point  m  s’eft  reculé 
vers  My  d’où  il  fuit  que  mr ,  auparavant  ==  MR  y  eft  devenue 
plus  grande.  Soit  dr  ==  dd  ,  la  quantité  dont  mr  eft  aug¬ 
mentée.  Du  point  d  je  tire  fur  mr  une  perpendiculaire  dK 
jufqu’à  la  rencontre  de  mK  y  ôc  par  le  point  fi  une  ligne  pc 
parallèle  à  mr  jufqu  à  la  rencontre  de  dK.  c  ju  eft  ==  dr  = 
ddx ,  &  de  =====  rpt=dy.  Donc  Kc  =====  ddy.  Donc  K  fe  finus 

cherché  Kcz-+-cpï  ==  ddy1  -h  ddxz  y  Formule  delà 

courbure  dans  la  fuppofition  des  côtés  conftans. 


Il  eft  clair  que  ddyz  ôc  ddx1  étant  des  Infiniment  petits  du 

4me  ordre  y  V  dd  z-b~adxz  eft  du  2d  ;  comme  doit  être  le 
Sinus  de  l’angle  de  contingence. 

10^3.  Cette  Formule  feroit  embaraffante  dans  la  prati¬ 
que  du  calcul  y  &  il  faut  la  rendre  plus  fimple  &  plus  com¬ 
mode  j  en  ramenant  ddy  &  ddx  à  la  même  expreftion. 

J’appelle  ds le  côté  =====  V  dxz-+-dyz.  dy  eft  ==  V  dsz — dx%y 
&  ddy  y  puifque  ds  eft  confiant.,  eft  =====  Donc 

V  (hz — dxz 


ddX'  Donc  àfUf_  =  ddxK  D()nc  ddy_  ^ 
dx  dxz  y 

ddxX  =2  dxzddyz-\-dyzddyz  _  d  xz  -{-dy2  x  d  dy 2  d  sz  d  d  yz 

d xz  d xz  dxz 

Donc  V  ddx-  ddy  ==  ~~  y  Formule  très-fimple  de  la 
courbure. 


i  o 6 y.  Puifque  le  côté  eft  confiant  y  fi  on  prend  la  diffé¬ 
rence  de  V"  dxz  -4-  dy1  y  &  qu’on  P  égale  à  zéro  >  on  trouvera 

au^i  “ — "Tx^  ddx  y  d’où  fuivra  la  même  conféquence 


de  P  art.  précédent. 

i  o^y.  On  peut  encore  démontrer  autrement  la  Formule  y 
&  directement. 

Les  raifonnemens  de  Part.  1062  fur  la  Fig.  vu  1  y  étant 

faits  y  les  Triangles  hep  Ôc  ftcg  font  femblables  ;  à  caufe  des 

* 
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angles  droits  Kjug  6c  Kcu.  Les  Triangles  /ncg  6c  mrpi  font 
femblables  aullî.  Donc  les  Triangles  mru  6c  Kcp  font  fem- 
blables.  Donc  mr  ( dx ).  {ds)  :  :  Kc  {ddy).  Kfz  = 


^  a: 


o 66.  Comme  en  appliquant  la  Formule 


d  ^  d  d 


y 


dx 


on 


trouvera  toujours  fexprefTïon  de  ddy  mêlée  de  ddx }  il  fau¬ 
dra  toujours  fubftituer  à  ddx  fa  valeur  - 


■  d y  ddy 
dx 


moyen¬ 
nant  quoi  non-Teulement  on  n’aura  plus  que  des  ddy  ,  mais 
encore  l’opération  portera  effentiellement  le  caraêtere  des 
ds  fuppofés  conftans  ,  puifque  ce  n’eft  qu’en  cette  fuppolition 

que  ddx  =  (  1063  )• 


Exemple  I. 


1067.  On  a  dans  le  Cercle  dy 


a  dx - z  x  dx  /  . 

— - -  y  U  étant  Courbure  du 

z  y  Cercle  conf¬ 


ie  diamètre  >  '&  de-là  on  tire  >  en  ne  fuppofant  rien  de  conf-  tante, 

,,  •  ayddx - zy  d  x1 - zyxddx - a  d  y  d  x-4-z  x  d  v  d  x  0 

tant  j  ddy  =  — - - - - - — - - - ,  oc 


Zjy 


en  mettant  au  lieu  de  ddx ,  fa  valeur 


d  y  d.  d  y 


d  x 


ce  qui  emporte 


2 y  d  jc— 1 — a  dy - z  r  d  y  x  d  x* 


les  ds  conftans  (  1066). ,  ona  ddy  = 

- zy  dx - ady-\-zxdy  x  y 

Or  toutes  les  grandeurs  du  numérateur  qui  multiplient  dx1  y 
étant  les  mêmes  que  celles  du  dénominateur  qui  multiplient# 
mais  avec  des  lignes  contraires ,  elles  font  toutes  ==- — •  1 , 


d’où  fuit  ddy 


- d  x  ‘ 

y 


,  & 


d  s  d  dy 
d  x 


•  ds  d 


x 


.  Or  on 


y 


trouvera  très-aifément  que  dans  le  Cercle  >  ds  étant  fuppofé 
confiant;  dx.  y  :  :  ds.  — ,  &  que  par  conféquent  le  rap¬ 
port  y  eft  confiant.  Donc  exprime  une  courbure 

confiante  ;  6c  on  fait  allez  que  celle  du  Cercle  l’eft. 

Yy  ij 


Quand 

Sinus  de 
courbure  < 
pofitif  on  Yi 
gui  if  t 
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le  io 58.  L’expreffion  ~y-  de  la  courbure  du  Cercle  eft: 

^  affeêléedu  figne  - — ,  parce  que  c’eft  l’expreffion  du  Sinus  de 
>é-  l'angle  de  contingence  ,  &  que  ce  Sinus  eft  néceffairement  du 
côté  de  la  convexité  du  Cercle ,  au  lieu  que  les  dx  ôcjy  font 
du  côté  de  la  concavité  ,  &  par  conféquent  ce  Sinus  eft  né¬ 
gatif  par  rapport  aux  dx  ôc  y  qu'on  fuppofe  pofitifs ,  ôc  qui 
entrent  dans  Ion  expreffion. 

1069.  Et  comme  cette  raifon  eft  générale,  il  s’enfuit  que 
le  Sinus  de  l’angle  de  contingence  fera  négatif  toutes  les  fois 
qu’il  fera  j  par  rapport  à  la  Courbe  ,  du  côté  oppofé  à  celui 
où  feront  les  grandeurs  qui  entreront  dans  fon  expreffion. 

1070.  Et  parce  que  ce  Sinus  ne  peut  être  que  du  côté 
de  la  convexité  de  la  Courbe.,  il  fera  négatif  toutes  les  fois 
que  ces  autres  grandeurs  n’y  feront  pas ,  ou  ,  ce  qui  eft  la 
même  chofe,  que  la  Courbe  fera  concave  vers  l’axe  auquel 
on  la  rapportera.  Et  dans  le  cas  contraire  ,  il  fera  pofitif. 


1071.  Si  011  applique  — *s  dx  ,  Formule  de  la  courbure 

confiante  du  Cercle ,  au  point  de  fon  origine ,  où ,  à  caufe  de 
l'origine y  =  dy>&cà  caufe  de  la  perpendicularité  dy  =====  ds  > 

ôc  dx  =  ddx  ,ona - ddx  pour  la  courbure  de  ce  point. 

Et  fi  on  applique  la  même  Formule  au  point  du  Quart  de 

Cercle  ,  oùjy  =  ,  &  à  caufe  du  parallélifme  ds  ==  dx , 


on  a 


2  d'  -pour  la  courbure  de  ce  point.  Mais  ddx  ôc  1  ds 


a 


a 


ne  paroiffent  pas  d’abord  égaux  ,  comme  ils  doivent  l’être, 
puifque  la  courbure  eft  confiante.  Ils  le  font  cependant.  Car 
011  a  par-tout  dans  le  Cercle  2ydy  =====  adx - zxdx  ,  ôc  par 

conféquent  d ^  2 -y d dy  =====  ddx .  Or  à  l’origine  du 

Cercle ,  2dxz  ■==  2ddxz  ôc  2 yddy  =====  2dyddy  difparoiffent 
dans  le  numérateur  de  cette  fraôtion  devant  2dyz ,  ôc  2x=: 
2  ddx  difparoît  dans  le  dénominateur  devant  a.  Donc  la  frac¬ 


tion  fe  réduit  à  — 

a 


ddx\  Or  à  ce  point, 


2  dy* 


z  as 


z. 


B 


a 
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1072.  Puifque^,  diamètre  du  Cercle  ,  n’entre  point  dans 

dsdx  ,  expreffion  du  Sinus  des  angles  de  contingence  du 


y 


Cercle  ,  ce  Sinus  eft  indépendant  du  diamètre  ,  &  par  confé- 
quent  les  angles  de  contingence  font  les  mêmes  dans  tous  les 
différens  Cercles.  Et  en  effet ,  (i  Ton  conçoit  d’abord  un 
Triangle  équilatéral  infcrir  au  Cercle ,  enfuite  un  Exagone, 
enfuite  un  Dodécagone  ,  &  toujours  ainfi  ,  en  doublant  tou¬ 
jours  le  nombre  des  côtés  du  Polygone  précédent,  le  Poly¬ 
gone  deviendra  enfin  le  Cercle ,  quand  le  nombre  des  côtés 
fera  infini.  Et  comme  cette  infcription  étant  faite  en  deux 
différens  Cercles ,  les  Polygones  correfpondans  auront  tou¬ 
jours  les  mêmes  angles  obtus,  les  deux  derniers  Polygones 
devenus  les  deux  Cercles  ,  auront  auffi  les  mêmes  angles  ob¬ 
tus  *  &  par  conféquent  des  angles  de  contingence  égaux. 

1073.  Deux  Cercles  inégaux  font  deux  Polygones  formés  courbure» 
d’un  nombre  infini  de  côtés  égal  :  mais  les  côtés  infiniment  cercles™” 
petits  du  plus  grand  font  plus  grands  en  même  raifon  que  raifonrenver - 
ion  diamètre.  Donc  le  Point  qui  décrit  un  plus  grand  Cercle, ^-a?f/eîJee“rs 
faifant  de  plus  grands  pas  en  ligne  droite ,  &  des  détours  qui 

ne  font  qu’égaux  à  ceux  qu'il  feroit  en  décrivant  un  plus  petit 
Cercle ,  il  décrit  une  ligne  moins  courbe ,  dans  la  raifon  que 
lescôtésfontplusgrands.  Donc  la  courbure  de  deux  Cercles 
inégaux  eft  en  raifon  renverfée  de  leurs  diamètres. 

1074.  Il  eft  démontré  qu’il  ne  peut  paffer  aucune  ligne  §luun  Cer* 
droite  entre  la  Tangente  d’un  Cercle  &  fa  circonférence.  La  dTnT 
raifon  effentielle  en  eft  que  l’angle  compris  entre  cette  Tan-  ï angle  de  con- 
gente  &  la  circonférence  eft  un  angle  de  contingence  infini-  il^gence  à' un 
ment  petit,  qui  par  conféquent  eft  indéterminable ,  &  ne  peut  pappomt^ 
être  divifé  en  parties  déterminées  :  or  fi  une  droite  paffoit 

entre  la  Tangente  &  la  circonférence,  ellediviferoitnéceffai- 
rement  cet  angle  en  deux  parties  déterminées.  Cependant  un 
Cercle  quelconque  étant  pofé ,  un  plus  grand  Cercle  qui  aura 
la  même  Tangente,  paffera  dans  l’angle  de  contingence.  On 
demande  comment  cela  eftpoffible,  ôc  la  difficulté  paroît 
confidérable.  Car  la  portion  infiniment  petite  du  grand  Cercle 

Y  y  üj 
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qui  paffe  dans  l’angle  eft  une  droite  ,  qui  peut  être  prolongée 

tant  qu’on  voudra,  &  par  conféquent  une  droite  y  paffe. 

La  Solution  dépend  de  ce  qui  vient  d’être  dit.  L'angle  de 
contingence  du  grand  Cercle  Ôc  de  celui  du  petit,  tous  deux 
ayant  leur  fommet  au  point  d’attouchement  commun  aux 
deux  Cercles,  font  le  même  angle,  ôc  par  conféquent  le  grand 
Cercle  ne  paffe  point  dans  l’angle  du  petit.  Mais  le  grand  ôc 
le  petit  décrivent  enfemble  la  même  petite  droite  pendant  un 
temps,  après  quoi  le  petit  qui  doit  faire  de  plus  petits  pas, 
fe  détourne ,  tandis  que  le  grand  pourfuit  encore  la  petite 
droite  qui  leur  avoit  été  commune ,  ôc  de-là  vient  que  le  petit 
devient  intérieur  au  grand,  ôc  que  le  grand  paroît  paffer  entre 
le  petit  Ôc  la  Tangente  commune ,  quoique  réellement  il  n’y 
paffe  pas. 

ce  qui  rend  1075*.  Par  la  même  raifon  que  deux  Triangles  ,  &  en 

fintbiables*65  deux  Polygones  quelconques  d’un  même  nombre  de 

côtés  font  femblables ,  lorfqu’ayant  des  côtés  inégaux ,  ceux 
de  l’un  à  ceux  de  l’autre ,  ils  ont  les  angles  correfpondans 
égaux,  deux  Cercles  différens  font  toujours  femblables,  puif* 
que  l’un  ayant  le  même  nombre  infini  de  côtés  que  l’autre  , 
ôc  les  côtés  de  chacun  étant  tous  égaux  ,  quoique  ceux  de 
l’un  inégaux  à  ceux  de  l’autre,  ils  ont  tous  deux  les  mêmes 
angles  de  contingence. 

i  07 6.  Et  comme  cette  idée  eft  générale,  deux  Courbes 
font  femblables ,  lorfqu’étant  conçues  divifées  en  un  nombre 
infini  égal  de  côtés  égaux  dans  chacune ,  les  angles  de  contin¬ 
gence  correfpondans  de  l’un  à  l’autre  font  égaux,  le  Ier  au 
Ier,  le  2d  au  2d,  ôcc. 

1077.  Mais  parce  que  cette  divifion  en  côtés  infiniment 
petits  égaux  ne  peut  fe  faire  que  par  la  penfée ,  on  fait  réelle¬ 
ment  l’équivalent,  eninferivant  dans  des  Courbes  des"  Poly¬ 
gones  femblables  ,  dont  les  côtés  font  finis ,  ôc  celles  où  ils 
peuvent  être  inferits  font  femblables. 

1 078.  La  circonférence  d’un  plus  grand  Cercle  eft  à  celle 
d’un  plus  petit ,  comme  le  diamètre  du  plus  grand  au  dia¬ 
mètre  du  plus  petit ,  ôc  en  même-temps  le  plus  petit  eft  plus 
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courbe  que  le  plus  grand  ,  en  même  raifon  que  fon  diamètre 
eft  plus  petit  (  1073  ).  Donc  un  plus  grand  diamètre  déter¬ 
mine  en  même-temps  6e  une  plus  grande  étendue  ou  lon¬ 
gueur,  6e  une  moindre  courbure  de  la  circonférence  cir¬ 
culaire,  6e  au  contraire. 

107p.  Comme  il  faut  un  diamètre  pour  régler  la  gran-  ce  quec'efi 
deur  abfolue  d’un  Cercle ,  qui  fans  cela  pourroit  être  diffé-  Pu¬ 
rent  e  à  l’infini ,  ainfi  6e  par  la  même  raifon  il  faut ,  pour  régler  mett es' 
la  grandeur  abfolue  de  toute  autre  Courbe  ,  quelque  ligne 
confiante  que  Ton  appelle  Paramétré .  Dans  le  Cercle,  le  dia¬ 
mètre  ou  axe  eft  diamètre  ou  axe ,  parce  qu'il  porte  les  Or¬ 
données  ,  ôc  en  même-temps  paramétré ,  parce  qu’il  réglé  la 
grandeur  abfolue  de  la  Courbe  :  mais  dans  les  autres  Courbes 
le  diamètre  ou  axe  6c  le  paramétré  font  difiérens.  Donc  les 
étendues  ou  longueurs  de  deux  Courbes  femblables  font  en- 
tr’elles  comme  leurs  paramétrés. 

1080.  Et  comme  ce  qui  fait  qu’une  Courbe  efiplus  lon¬ 
gue  qu’une  Courbe  femblable  ,  la  rend  aufii  moins  courbe  en 
même  raifon, les  longueurs  de  deux  Courbes  femblables  font 
en  raifon  direête,  ôc  les  courbures  en  raifon  renverfée  des 
paramétrés.  Ainfi  fi  a  6c  ia  font  les  paramétrés  de  deux  Pa¬ 
raboles  ,  la  1 rc  eft  une  fois  moins  longue  ,  6c  une  fois  plus 
courbe  que  la  2de  ;  car  elle  fait  les  mêmes  détours  après  des 
pas  une  fois  plus  petits.  Et  en  général  les  courbures  de  deux 
Courbes  femblables  font  en  raifon  renverfée  de  leurs  lon¬ 
gueurs. 

Il  eft  clair  que  cela  doit  s’entendre  non-feulement  de  la 
.  courbure  totale  d'une  Courbe  comparée  à  celle  de  l’autre 
Courbe  femblable,  mais  encore  de  la  courbure  d’un  point 
quelconque  de  l’une  comparée  à  la  courbure  du  point  corref- 
pondant  dans  l’autre. 

1081.  Si  la  grandeur  abfolue  d’une  Courbe  ne  peut  être 
réglée  par  un  feul  paramétré ,  elle  le  fera  par  deux ,  6c  en  ce 
cas-là  la  longueur  d’une  Courbe  de  cette  efpece  fera  à  celle 
d’une  2^  Courbe  femblable  comme  le  produit  des  deux  para¬ 
métrés  de  la  ire  au  produit  des  deux  paramétrés  de  la  2&z  > 
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ôc  leur  courbures  feront  en  cette  même  raifon  renverfêe. 

1082.  Si  on  prend  dans  deux  Cercles  différens  deux 
arcs  infiniment  petits  ,  égaux  en  longueur 3  celui  qui  appar¬ 
tient  au  plus  grand  Cercle  peut  paffer  pour  ligne  droite ,  ôc 
l’autre  ne  le  peut  pas  par  rapport  à  lui.  Car  celui  du  grand 
Cercle  pouvant  toujours  être  un  des  côtés  de  fon  Cercle  , 
celui  du  petit  qui  a  la  même  étendue  y  ne  peut  être  que  plus 
d’un  côté  du  fien  y  ôc  par  conféquent  il  contient  un  ou  plu- 
fieurs  angles  de  contingence  y  ôc  ne  peut  être  conçu  que 
comme  courbe  y  étant  comparé  à  l’autre. 

Ce  fera  la  même  chofe  de  deux  arcs  infiniment  petits 
égaux  de  deux  autres  Courbes  quelconques  femblables. 

Exemple  IL 

courbure  de  i  o  8  3.  Soit  une  Ellipfe y  dont  l’équation  eftjyy  ===;-"* j 

î’Ellipfe. 

a  étant  le  grand  axe.  dy  =  >  ôc  ddy  >  après 


z  a y 


avoir  fubftitué  aux  ddx  5  leur  valeur 


d  y  ddy 


dx 


efl 


4  a  l2  x 4  u  by 2 a2  b2  —  4  b1  xz  X  d x 2  PoilC  ^  *  d dy 

4  bz — *4  a  b 2  x— f~4  bz  xz  X  y 


4  u  b2  x — 4  "by* — a*  b1— 4  bz  x*  x  dsdx  y  grandeur  variable. 

4^2  y2-\-a2  b2 - 4  a  b2  x— j—  4  b2  x2  y.  y 

1084.  A  l’origine  de  PEllipfe  y  où  à  caufe  de  l’origine 
y  =====  dy  y  ôc  x  =====  dx  *  ôc  à  caufe  de  la  perpendicularité 
=3  ds  y  ôc  dx  =====  ddx  y  toutes  les  grandeurs  du  numérateur 

de  la  fraêlion  qui  exprime  —j~-  difparoi fient  devant  —  a2, 

^ôcpareillement  toutes  celles  du  dénominateur  devant  azbL, 

ôc  par  conféquent  il  ne  refte  que  ~  ~ :==  —  ddx. 

Il  faut  donc  voir  ce  que  vaut  ddx . 

On  a  par-tout  dans  PEllipfe  dx.  y  :  :  2ady.  ab  -  zbx. 

Donc  à  l’origine  ddx.  dy  :  :  lady,  ab  :  :  zdy.  b.  Donc 

,  ,  z  d  y2  z  d  s2 


ddx 


h 


108  y; 
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1 08  Au  quart  de  l’Ellipfe ,  où  x  ==  —  ,  ôc  par  confé- 


V  a  b  1  1 

quent^  =  —  9  on  a  ddy 


— —  z  b  d  x1  t'  , 

- =— .  Et  comme  en  ce 

aVab 


point  y  à  caufe  du  parallélifme  dx 

- zbdx1  — — zbds1 


d  S  y 


d  s  d  dy 
d  x 


eft  =  d  dy 


a  Va  b 


aV  ab 


courbure  de  ce  point, 


*  • 

•  • 


ioS<5.  Donc  la  courbure  de  l’origine  eft  à  celle  du  quart  d Icrtijfmte 

jj  z  1  b  —,  ,  ,  dTis.  [ori: 

- clax==z- — ~ —  •  - — — :  :  — -* — —  ::  avav  .  b  o.gme  jufqu  au 

v  a  Va  b  b  a  Va  b  quart* 

Or  aVab  eft  plus  grand  que  b  b  y  a  étant  le  grand  axe  , 
donc  la  courbure  de  l’origine  eft  plus  grande  que  celle  du 
quart  félon  cette  raifon  qui  fera  connue.  Si  <3  =  4,  b  =  1  > 
îa  courbure  de  l’origine  fera  à  celle  du  quart  :  :  8  .  1. 

1087.  Donc  l’origine  de  l’Ellipfe  étant  prife  à  l’extrémi¬ 
té  de  fon  grand  axe  y  fa  courbure  va  toujours  en  diminuant 
de-là  jufqu  au  quart  &  depuis  le  quart  elle  va  en  croiflfant 
Jufqu’à  la  demi-Ellipfe. 

1088.  Puifque  la  courbure  de  l’origine  eft  à  celle  du  Et  d'autant 

_  °  plus  décroif- 

quart  :  :  aV a  b  .  b  b  y  plus  a  eft  grand  par  rapport  à  b  y  ceÏÏL-fanteiiue  le 
à-dire  plus  l’Ellipfe  eft  allongée, plus  la  courbure  de  l’origine p^s  grand J 
furpaffe  celle  du  quart ,  ou,  ce  qui  en  eft  une  fuite  y  plus  la  par  rapport 
courbure  eft  décroiffante  depuis  l’origine  jufqu  au  quart.  auietiU 
1 085).  Si  a  =====  b  y  les  deux  courbures  font  égales  y  &  en 
effet  l’Ellipfe  eft  alors  un  Cercle. 

t  090.  Si  on  compare  deux  Ellipfes  femblables  y  c’eft-à- 
dire  y  telles  que  les  deux  grandeurs  A  &  B  de  la  grande  foient  j-emylltyies  e» 
en  même  raifon  que  les  deux  a  6c  b  de  la  petite  y  les  longueurs  rp*f°£re£™~ 
ou  étendues  de  leurs  circonférences  feront  comme  les  p xo  axes* ou  pu- 
duits  AB  ôc  a  b  ;  par  ex.  fi  A  =====  6y  B  ==  2,  <3==  3  y  b  =====  1  y  rametr*. 
ces  circonférences  feront  :  :  1 2  .  3  :  :  4 


“  2  y  Cl - 

1  ,  ôc  les  courbures 


feront  en  cette  même  raifon  renverfée. 

On  a  par-tout  dans  l’Ellipfe,  dy  ,  dx  ::  a  b  * — -  2  bx  .  2  ay. 

Donc  dy  .  dx 1  :  \  à1  b% - 4 ab1  x  -4—  4 bx  xx .  4 a1  y*.  Donc 

Zz 
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quand  il  ne  s’agit  que  de  rapports^  je  puis  prendre  a  b 1  —  4a lA 
x  -4-  ^bz  xz ,  au  lieu  de  djz ,  &  4  azyz  >  au  lieu  de  dx 1.  Donc 
d y%  dxz  quarré  du  côté  quelconque  de  1  Ellipfe  eft  — 

b1 - 4  abz  x  -4—  4  bzxz  -4-  4  azyz.  Et  fi  je  prens  ce  quarré 

pour  celui  d’un  côté  de  la  moindre  de  deux  Ellipfes  fembla- 

blés  y  le  quarré  du  côté  de  la  grande  fera  Az  B 1 - 4  A  Bz 

X  H-  4  Bz  Xz  *4—  ^Az  F\  Or  ces  deux  quarrés  font  entr’eux. 
:  :  Az  Bz .  cf  bz* 

Car  à  caufe  de  la  fimilitude  des  Ellipfes  >  X .  .x  :  :  A .  a  * 
Donc  A Bz  X .  a bzx  :  :  Az  Bz .  à1  bz .  De  même  Xz .  xz  :  : 
Az .  à1.  Donc  Xz  Bz  „  x1  //  :  :  Az  Bz .  az  bz .  Enfin  F./  :  : 
B  .  Donc  F1 .  az yz .  ✓F  Bz .  az  bz .  Donc  B 1  —  4AB24 

X  -h  4SZ  A'2, 4-  4  A1  F2, .  £z - 4  <3  —h  4 bz  xz  4—  4 

:  :  yF  S1 .  F  Donc  les  côtés  de  chaque  Ellipfe  étant  fup- 
pofés  conftans^  les  côtés  de  deux  Ellipfes  femblables  &  les 
femmes  de  ces  côtés  ou  les  circonférences  elliptiques  font 
:  :  A  B  .  a  b.  Donc  auffi  (  1 08  o  )  la  courbure  de  la  grande  eft 
à  celle  de  la  petite  :  :  ab .  A  B. 

1  op  1 .  b  n’a  pas  été  ici  le  petit  axe  de  f Ellipfe  ,  mais  le 
paramétré  du  grand  axe  a  >  c’eft-à-dire  ,  la  3me  proportion¬ 
nelle  au  grand  axe  &  au  petit ,  qui  par  conféquent  étoit  Vab . 
Mais  on  verra  aifément ,  en  comparant  les  deux  Ellipfes  fem- 

blabîes  de  fart,  précédent que  les  deux  produits  du  grand 

%  * 

axe  &  du  petit  y  qui  font  A  VAB  &c  a  F  ab ,  font  :  :  A  B  .  ab*. 
D'où  il  fuit  que  les  longueurs  &  les  courbures  de  deux  Ellip¬ 
fes  femblables  fe  règlent  aufii  par  les  produits  de  leurs  axes  ? 
ôc  qu’à  cet  égard  on  peut  prendre  les  axes  pour  paramétrés 
des  Ellipfes  félon  l’idée  de  l’art.  1 08  u 

Exemple  II L 


Courbure  de  ï  O  Q  2.  Dans  la  Parabole  dy  =====  ^^  •  &  après  les  fubftitm* 
U  Earabole.  4  J  27  r 

tions  néceffaires  que  nous  fuppoferons  toujours  dans  la  fuite  ^ 


—  a"1  d  x1  j^dsddy 
4 y 5  4-  a 1  y  d  x 


—  u1  d  s  dx 

4F  4“ 


t 


de  l’Infini.  Partie  I.  Setf.  XII. 
i  Ojjj.  A  fon  origine ,  où_y  =  dy  =  ds }  &  dx 

il  vient  —  **•**• 


3*5 

ddxf 


a1  dy 


ddx }  courbure  de  ce  point. 


On  a  par-tout  dans  la  Parabole  dx  .y  ::  2  dy  .  a.  Donc 
à  l’origine  ddx  .  dy  :  :  2  dy .  a.  Donc  ddx  =s  — —  == 
ou  ddx  =====  ,  parce  que  ds==~. 


00 


10514.  Au  point  qui  répond  au  Foyer ,  où  at=  A  }  & 
^  =  —5  dx==zdy  y  &  par  conféqüent  dst  =  2dxt  y  &  ds 


dx  V 2  y  ou  dx 


d  s 
V  z 


y  on  a  ddy 


•  dx1  *  ds  ddy 

- —  ;  OC  — - - * 

a  du 


- ds  dx 


■  ds- 


a 


aVz  y  courbure  de  ce  point. 
iopf.  Donc  la  courbure  dufommet  eft  à  celle  du  Foyer 

zds 1  ds x 


a 


—, —  :  :  2  .  —  :  :  2  V  2 . 1 . 
aVz  Vz 


10 96,  À  l’extrémité  de  la  Parabole  y  oùjy 

dsddy  _ 

dx 


=  00  2-  y  on  a 
— Or  à  caufe  du  parallélifme  ds  =====  d** 


4  00 


&  d*  confiant  eft  toujours  =====  Donc  ■■  •  -  -  ■— }  0u  y  en 


4  00 


négligeant  les  coëfficiens  finis  &  le  ligne  négatif . 


d  s  d  x 


CO 


J L.  divifé  par  00 
00  2-  1 


CO  X  00 


2 

Z 


— .  Or  -Z-  eft  du 


CO 


00 


4mc  ordre  potentiel  d’infiniment  petit  par  rapport  au  Fini  y 
parce  qu’il  eft  d’un  ordre  radical  au  deffous  de  == 


00 


00 5 


Donc  la  courbure  eft  nulle  &  du  4rae  ordre  potentiel  d’infi¬ 
niment  petit. 

1057.  Tant  que  le  Sinus  de  l’angle  de  contingence  eft: 
du  2d  ordre  d’infiniment  petit  y  la  courbure  eft  ordinaire  ou 

Z  z  i) 
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finie.  Donc  dès  qu’il  tombe  au  defïous  de  cet  ordre ,  foit  juP 
qu’à-^-3  ,  foit  feulement  dans  quelque  ordre  radical  compris 

entre  —  &  la  courbure  efc  infiniment  petite  ôc  nulle  , 

00  1  oo  3  7  r 

du  moins  par  rapport  à  une  courbure  finie  &  fenfible.  A  plus- 
forte  raifon ,  s’il  tombe  au  defibus  de  — î — . 

'  GO  3 

pécroijptnte  IOo8.  Il  eft  clair  que  la  courbure  de  la  Parabole  va  en 

gine  jufqu  à  decroiiiant  depuis  1  origine  julqua  1  extrémité. 

/' extrémité  oh  10pp.  Les  courbures  de  deux  différentes  Paraboles  font 

elle  eft  nulle,  • r  rr  j  i 

J  en  ration  renverlee  de  leurs  paramétrés. 


Exemple  IV. 


Courbure  de 
^ Hyperbole 
entre  fes  A - 
fymptotes. 


,  1100.  Soit  une  Hyperbole  équilatere  entre  fes  Afyrnp- 


toteSj  a  a 


=  xy  .  dy 


z  a1  x  dx'-  d  s  d  d y 
a*  -f-  *4  dx 


_  zaz  x  ds  d  x 

a*  -j-  x4  ' 

i  ioi.  On  voit  déjà  que  félon  les  art.  iotf8  ,  10 <5p , 
1070 ,  ce  Sinus  de  l’angle  de  contingence  n’eft  point  négatif, 
comme  dans  les  autres  Courbes  qu’on  a  confidérées  jufqu’ici, 
parce  quelles étoient  concaves  vers  leur  axe ,  &  que  l’Hy- 
pérbole ,  ainfi  qu’on  la  prend  ici,  eft  convexe. 

1 102.  Au  fommet  de  cette  Courbe  x  =====  a ,  donc  d  dy 

==  Or  à  ce  même  point  dx  = - dy ,  &  par  confë* 


quent  ds2  =  2 dx7, x  ds  =  dxlS 2  you  dx  —  — .  Donc 

*  V  z  d  x 

ds 1 


uV  z 


courbure  de  ce  point. 


1103.  Si  on  prend  un  autre  point,  comme  celui  qui 

/  1  \  7  7  4  dx1  o  dsddy  qdsdx 

répond  a  x  =  za}  on  a  ddy  =s\rr>  &  7 

Or  à  ee  point  dy  =  —dx 


17 

,  d’où  fuit  ds 4 


dx 

17  d  xz 


17  a 


,  ds 


dx  V 


17 


,  &  dx 


4  ds  ^  Adsdx 

-7=.  Donc-1 - 

v  17  1 1  * 


16  d  sz 
17  a  V  17 


OU  X 
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1104.  Donc  la  courbure  du  fommet  eft  à  celle  du  point 

ds1  I Ôdt1  I  *6 

_  •  •  --  -  • 

—  -  -  -  •  y  •  , -  • 

V  z  17  V 17 


2  a 


ljVlJ  •  \6V  2  y 


aV  z  ijaV  ij 

c’eft-à-dire  ,  plus  que  triple. 

1  ioy.  A  l’extrémité  de  l’Hyperbole  où  x==  OO  y  on  a 
==  z—^s~.  Or  puifque  dans  cette  Courbe  dy  .  dx 

'  :  1 .  xz  y  le  d x  de  l’extrémité  eft  ==  —  y  car  alors  dy  étant 
s=  rb  (  9$o  )  y  on  a  dy  .  dx  :  :  1.  00  *  :  :  —,  .  .  Donc 

QO  ’  v  ‘  J  00  3  00 

ds  étant  confiant ,  &  ==  _I_ .  dsdx  =  Cela  fuit  aufiî 

00  00  1 

de  ce  que  la  Courbe  eft  alors  parallèle.  Donc  2  a  dsdx  2Æ 


divifé 


par  oo5 


CO 


,  ou  de  l’ordre  de 


00 * 


CO  Î  001 

.  Donc  la  cour¬ 


bure  de  l’extrémité  de  l’Hyperbole  5  du  côté  qu’elle  devient 
parallèle  à  fon  axe  y  eft  non  feulement  nulle  ^  mais  de  trois 
ordres  d’infiniment  petit  au  deffous  de  la  courbure  ordinaire 
Ou  finie. 

1 1 06.  L’Hyperbole  a  une  Âfymptote  y  &  par  conféquent  "Décroiffants 
.  eft  cenfee  ligne  droite  dans  une  étendue  infinie^ôc  cela  convient  d9uts.  l'ori: 

r  •  ,  .  1  r  .  gme  jufqu  à 

parfaitement  avec  ce  qu  on  vient  de  trouver  y  qu  a  ion  extre-  r  extrémité  oh 
mité  fa  courbure  eft  de  trois  ordres  d'infiniment  petit  au  ej}c  efl  nuUe  > 
deffous  de  la  courbure  finie.  On  peut  déjà  juger  par-là  qu  QnHiuHS 
quand  la  courbure  nulle  d’une  Courbe  à  fon  extrémité.,  def- 
cend  jufqu’au  yrae  ordre  d’infiniment  petit  ^  cette  Courbe  a 
une  Afymptote  ,  &  eft  droite  dans  une  étendue  infinie. 

r>  •  1  z  a1  x  d  s  d  x  z  x  d  s  dx  ^  .  r 

1 107.  Si  X  =  ^ ,  -4+14  -  =  — —•  Or  puifque 

dy.d  x  :  :  1 .  xzy  on  a  alors  dy  .  dx  :  :  1 .  .  Doncà  caufe 

de  la  perpendicularité  y  dy  étant  =  ds  y  ôc  ds  confiant  y  & 
toujours  — 

&x  ds  dx 


CO 


y  on  a  ds  .  dx  :  :  1 . 


CO  1 


x. 

oô" 


00  ï 


.  Donc 


=  - - - - T  =====  — .  même  courbure  que 

a1  azX  00  X  œ  X  00 3  00  5  *  ^ 

celle  de  l’autre  branche  de  l’Hyperbole ,  ce  qui  effective¬ 
ment  doit  être  y  puifque  l’Hyperbole  eft  parfaitement  la  mê¬ 
me  dans  fes  deux  branches.  Z  z  iij 
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Ceci  n’eft  point  contraire  à  ce  qui  a  été  trouvé  dans  Fart. 
S) 6 o  ,  que  de  ce  côté-là  de  l’Hyperbole  dy  eft  ==oo.  Car 
ici ,  à  caufe  des  d  s  conflans  ,  dy  =====  ds  a  dû  être  ==  —  5  ce 

qui  n’empêche  pas  que  ce  même  dy  ne  Toit  le  dernier  d’une 
infinité  d’infinités  de  dy^==~-  pôles  en  ligne  droite,  qui 

font  une  fournie  ==  oo. 

Exemple  V. 


courbure ^  \  108.  Soit  la  Logarithmique  où  dy 

la  Logaritb~ 


m’V‘e •  ydx 1  dsddy _  ydsdx 

dx  ud~  |  y  ~ 

i  loy.  Si  on  prend  l’origine  au  point  où  y  =====  ,  on  a 

dx=z~ ^  &  à  caufe  du  parallélifme  ds  ==:dx==~-+  Donc 


i  y  d  s  d  x  y  d  s  d  x  ni  t  »  i  i  i  ht* 

alors  —  =====  ■ — r —  eft  de  1  ordre  de  — ,♦  Mais  comme 

a2-  -\-yx  co 5 

on  peut  dans  cette  Courbe  fuppofer y  de  l’ordre  d’infiniment 
petit  qu’on  voudra,  on  voit  que  fa  courbure  de  ce  côté-là 
deviendra  d’un  ordre  d’infiniment  petit  quelconque  ,  &  par 
conféquent  que  la  Courbe  eft  ligne  droite  dans  une  étendue 
infinie ,  ce  qui  doit  être ,  puifqu’elle  a  une  Afymptote  en  ce 
fens-là. 

1 1  io.  Si  y  ==  oo ,  dx  =====  — V*  &  ds  toujours 
Donc  yd\d-x-  =====  divifé par  oo2 ,  == 


00  4 


OO 

.  On  fait  d’ail¬ 


leurs  que  dans  la  fuppofition  des  dx  conflans ,  le  dernier  dy 
de  la  Logarithmique ,  du  côté  quelle  eft  perpendiculaire ,  eft 
=  i  (  9  yq) ,  c’eft-à-dire ,  qu’elle  eft  à  fon  extrémité  ligne 
droite  dans  une  étendue  finie.  Or  c’eft  là  une  propriété  réelle 
qui  doit  fe  retrouver  toujours,  de  quelque  maniéré  qu’on 
divife  la  Courbe.  Donc  on  peut  juger  que  comme  la  cour¬ 
bure  de  l’extrémité  d’une  Courbe,  lorfqu’elle  eft  de  l’ordre 
de  y  marque  que  cette  Courbe  eft  alors  droite  dans  une 


étendue  infinie  (1106’),  ainfi  la  courbure  de  l’extrémité  de 
l’ordre  de  -L- ,  marque  que  la  Courbe  n’efl  droite  que  dans 

une  étendue  finie. 
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Ici  ,  quoiqu’à  caufe  des  ds  conftans  on  ait  pris  le  dernier 


ds  =====  -L. ,  il  eft  clair  qu’il  a  pû  être  précédé  d’une  infinité 

d’autres  égaux  y  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  y  félon 
Fart.  1 107. 

1 1  1 1.  La  courbure  de  la  Logarithmique  étant  nulle  tant  croijpmte 
à  fon  origine  qu’à  fon  extrémité  y  il  faut  que  depuis  l’origine  d9UÎS.  l\ori~ 
elle  ait  été  toujours  en  croulant  julqua  un  certain  point,  un  certain 
après  quoi  elle  aura  toujours  décru.  -  point,  après 

Pour  trouver  ce  plus  grand  de  courbure,  il  faut  (  1  o  y  5*  ) 

difFérentier  y  expreffion  de  la  courbure  de  la  Logarith¬ 


mique  ,  &  après  les  fubftitutions  néceffaires ,  on  aura  la  diffé¬ 
rentielle  de  cette  expreffion  ou  grandeur ,  &  cette  différen¬ 
tielle  étant  égalée  à  zéro  ,  donnera^  =====  ~  y  comme  M.  de 
FHopital  la  trouvé  (p.  88)  par  une  voie  toute  différente. 
C’eft  donc  au  point  de  la  Courbe, qui  répond  2  y  ===  ^ ,  que 

fe  trouve  la  plus  grande  courbure. 

1112.  Comme  on  fait  que  la  Logarithmique  a  un  cours 
continu  fans  inflexion  ni  rebrouffement,&  que  par  conféquent 
elle  ne  peut  arriver  dans  la  fuite  de  ce  cours  à  un  Terme 
naturel  de  courbure  ,  elle  n  arrive  donc  qu’à  un  Ternie  ar¬ 
bitraire,  c’eft-à-dire  (931)  à  un  angle  de  contingence  plus 
grand  que  tous  les  précédens  ôc  les  fuivans. 


Exemple  VI. 

r  1 1 3.  Soit  la  Cycloïde  (p.  91.  des  Inf.  petits)  dont  le  c™r^urjfâ 
Cercle  générateur  a  pour  diamètre  2ay  ce  diamètre  étant  auffi  *  JC  0i 
l’axe  de  la  Cycloïde.  Une  Ordonnée  quelconque  de  la  Cy¬ 
cloïde  eft  toujours  égale  à  Farc  u  du  Cercle  générateur  plus 

l’Ordonnée  correfpondante  di;Cercle,  qui  eft  V 2 ax — xx. 

Donc  l’Ordonnée  de  la  Cycloïde  eft  =  ^+v/2^  —  xx. 


Donc  dy  =  du 


ad  x —  x d x 

V  2  a x  —  x X 


Et  comme  du ,  qui  eft  la 
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différentielle  d’un  arc  fini  du  Cercle*  en  eft  par  conféquent  un 
côté  quelconque  infiniment  petit  *  &  que  le  côté  du  Cercle 


eft 


a  dx 


V  z  a  x  —  x  x 


y  on  a  pour  la  Cycloïde  dy 


Donc  ddy  = 


x  — —  z  a  x  dx1 


4  a 2  x  V  z  a  x *  x 

i  *  &  que  par  conféquent  — 


où  je  vois  que 


2  a 


4  a 


2  x 


eft 


que  4 a  —  2x  eft  double  de  2a  —  x.  Donc  ddy== 


2  adx —  xdx  , 

*  .  •- — —  0 

V  2  a  x  —  x  x 

*Z±1  feroit 

2  a  —  x 

- i ,  puif- 

—  dx x 


*r\  d  s  d  dy 

Donc  —7 — 

d  x 


d  s  d. 


2  V 


zax - xx 


1 1 14.  La  Cycloïde  à  fon  origine  ayant  x 
de  l’origine  *  &  dx  =  dd  x  à  caufe  de  la  p1 


2.  V zax  — —  xx 


dx  à  caufe 


origine 

~Asdx  eft  alors 


zVzœx  —  XX 


—  d  s  d  dx 
z  Y  2  a  d  U  x 


perpendicularité, 

—  dsVddx  1 

■,  courbure 


z  V  za 


ordinaire  &  finie  *  puifque  ds  &  Vddx  font  tous  deux  du 
1er  ordre  d’infiniment  petit. 

1 1 1  y.  On  a  par-tout  dans  la  Cycloïde  dy .  dx  ::  2  a  —  x . 
V zax- — xx.  Donc  à  l’origine  dy .  ddx  ::  2a .  V 2  a ddx . 
Donc  alors  dy  =  ~  dd-x-  =====  V 2  a  ddx.  Et  comme  en  ce 


V za ddx 


point  dy 

—  ddx 


j  .  1  — dsVddx 

ds }  on  a  donc - — 

Z  V  Z  A 


—  V  z  ad  dx  Y.  Vddx 
zV  za 


ni 6.  Pour  avoir  en  ds  l’expreflion  de  la  courbure  de 
la  Cycloïde  à  fon  origine  *  il  ne  faut  que  tirer  de  dy  = 

V 2addx >  dy1  =====  2addxy  ôc  ddx  ==  Donc  ddx 


z  a 


—  dyx 


—  d  s1 


4  a  4  a 


puifqu’alors  d  s  ==  dy. 


C <  •  a 

II  17.  01 X  =  —  , 


d  s  d 


x 


iV 


zax  —  xx 


—  d s  dx  , 

T7T- 


h  18* 
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ï  1 1 8.  Pour  comparer  — — -  & 


4# 


—  dsdx  ds  -  dx  ,T 

— —  y  ou  —  &  —  3  il 

a  y  $  4  v  1 


faut  avoir  en  ds  la  valeur  de  dx  au  point  où  x  ■■ — —  On 
a  à  ce  point  dy  .  dx  ::3y  .  a~  ::  3.1/3  ::  v7j  .  1.  Donc 
dy  ==.  dxV 3 .  dy%  =  %dx' .  df  -f-  dx 1  =  ydx'  =  ds\ 


Donc  dx 


d  S  T\  d  X 

— .  Donc  — 

z  V3 


ds 


z  V  3 


.  Donc  la  courbure  de 


Z 


d  s  ds 


4  2*/ 3 


:  :  2  V  $ 


l’origine  eft  à  celle  du  point  où  x 

;  4 :  :  ^3  .  2.  Donc  la  courbure  eft  croiffante  depuis  Porigins 
jufqu’au  point  où  x*=s  — . 

X 

On  trouvera  de  même  ,  en  donnant  à  x  différentes  valeurs 


toujours  plus  grandes  que  que  la  courbure  fera  toujours 
croiffante. 

1 1 1  p.  A  l’extrémité  de  la  Cycloïde  J=z*l*dL.  •=  H™ 

J  zVzax-xx  zdz'  extrémité. 

Car  la  Cycloïde  étant  alors  parallèle  à  fon  axe  ,  elle  a  un  dx , 
ôc  K  2  ax  —  xx  qui  eft  l'Ordonnée  du  Cercle  =  z  ,  devient 
dz  ,  parce  que  le  Cercle  à  ce  point  a  une  Ordonnée  infini¬ 
ment  petite  du  ier  ordre.  Or  , 

contingence  de  ce  point,  eft  un  Infiniment  petit  du  iCL 
ordre ,  donc  cet  angle  feroit  Fini, s’il  étoit  polîible ,  ôt  la 
courbure  infinie.  Mais  comme  un  angle  de  contingence  fini 
eft  impoflible,  il  faut  qu’à  ce  Terme  naturel  de  courbure 
croiffante  il  s’en  fubftitue  un  autre ,  qui  ne  peut  être  qu’un 
côté  nul ,  ou  infiniment  petit  du  2d  ordre  (pu).  Et  pourquoi. 

1110.  Et  en  effet  cela  eft  néceffaire  par  la  génération 
de  la  Cycloïde, ou  par  fa  correfpondance  avec  le  Cercle.  Les 
Ordonnées  du  Cercle  prolongées  font  celles  de  la  Cycloïde, 

&  par  conféquent  deux  Ordonnées  quelconques  infiniment 
proches  comprennent  entr’elles  un  arc  infiniment  petit  ou 
çôté  tant  du  Cercle  que  de  la  Cycloïde.  D’ailleurs  ces  Or- 

Aaa 


Sinus  de  l’angle  de 
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données  perpendiculaires  à  Taxe  ,  tant  du  Cercle  que  de  la 
Cycloïde ,  font  parallèles  à  la  bafe  de  la  Cycloïde.  A  1  origine 
commune  ces  deux  Courbes  font  perpendiculaires  à  leur  axe, 
mais  à  l’extrémité  le  Cercle  eft  encore  perpendiculaire  à  Taxe, 
&  la  Cycloïde  y  eft  parallèle ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 
le  Cercle  eft  parallèle  à  la  bafe  de  la  Cycloïde,  &  la  Cycloïde 
y  eft  perpendiculaire.  De~là  il  fuit  que  les  Ordonnées  de  l’une 
&  de  l’autre  Courbe  étant  toujours  parallèles  à  la  bafe  de  la 
Cycloïde ,  les  deux  dernieres  Ordonnées  n’ont  point  dans  le 
Cercle,  parallèle  alors  à  la  bafe  de  la  Cycloïde,  &  couché  fur 
cette  bafe  ,  de  dx  qui  les  fépare  ,  au  lieu  qu’il  y  en  avoit  un 
partout  ailleurs,  elles  n’ont  pour  intervalle  qu’un  ddx  y  ôc 
par  conféquent  au  lieu  que  partout  ailleurs  deux  Ordonnées 
confécutives  comprenoient  entr’elles ,  étant  prolongées,  un 

côté  de  la  Cycloïde  de  l’ordre  de  ,  celles-là  n’en  peuvent 

plus  comprendre  qu’un  qui  foit  nul ,  ou  de  l’ordre  de  . 

1 12 1,  Si  l’on  veut  fuivre  encore  cela  plus  loin  ,  on  trou^ 
vera  que  le  ier  côté  de  la  Cycloïde  étant  plus  grand  que 
celui  du  Cercle ,  ceux  de  la  Cycloïde  vont  toujours  enfuite 
en  décroiflant  par  rapport  à  ceux  du  Cercle ,  de  forte  qu’il 

n  eft  pas  étonnant  qu’au  dernier  côté  du  Cercle  =  il  en 

réponde  un  de  la  Cycloïde  = 


Car  le  côté  du  Cercle  eft  toujours  —  - 

'  Vzax 

l’origine  du  Cercle  le  côté  eft  =  addx 


adx 


Donc  à 


XX 


Et  le  ier  côté  de 

V z addx 

la  Cycloïde  eft  =====  dy  ==  (  1 1  iy  )  ,  donc  ddx 

y  V  z addx 

étant  le  même  de  part  ôc  d’autre,  le  Ier  côté  de  la  Cycloïde 
eft  au  i C1  du  Cercle  :  :  2 . 1. 

Au  point  où  x  ==  -1 ,  le  côté  du  Cercle  eft  =  ^ ,  ôc 
celui  de  la  Cycloïde  eft  ds  =  2dx  (  1 1 1 8  ) ,  donc  dx  étant 
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le  même  de  part  ôc  d'autre ,  le  côté  de  la  Cycloïde  eft  alors 

à  celui  du  Cercle  ::  2.  :  :  2 .  ~  :  :  2  .  :  :  'V*  3  . 1 . 

Donc  le  côté  de  la  Cycloïde ,  quoiqu’encore  plus  grand 
que  celui  du  Cercle,  le  furpaffe  moins  qu’il  ne  le  furpaffoit 
à  l’origine  ,  il  en  ira  de  même  des  autres.  Et  comme  les  côtés 
de  la  Cycloïde  ont  été  fuppofés  conftans ,  il  faut  concevoir 
que  ceux  du  Cercle  croifient  toujours  par  rapport  à  ceux  de 
la  Cycloïde ,  de  forte  qu'à  la  fin  le  Cercle  en  a  encore  un 
de  l’ordre  de  ~  >  lorfque  la  Cycloïde  n’en  a  plus  ,  ou  n’en  a 

un  que  de  l’ordre  de  — — . 

*  00 1 

1122.  Quand  on  a  trouvé  dans  l’art.  1119* 

2  dz 

courbure  infinie  de  l’extrémité  de  la  Cycloïde  ,  on  a  pris  dx 
pour  dx ,  &  non  pour  ddx  ,  comme  on  a  trouvé  depuis  qu’il 
î’étoit ,  &.  de  même  d s  pour  d s ,  &  non  pour  dds  :  mais  il  ne 
faut  pas  remettre  à  préient  dans  l’expreflion  de  la  courbure 
infinie  ddx  pour  dx  y  ni  dds  pour  ds.  La  raifon  en  eft  que 

-  fignifie  par  foi-même  le  Sinus  d’un  angle  de  contin- 


^  s  d 


dz , 


gence  fini ,  ôc  le  doit  toujours  lignifier.  Mais  parce  que'  cet 
angle  fini  elt  impoflibie  ,  non  par  lui-même,  mais  dans  une 
Courbe  ,  il  faut ,  fans  rien  changer  à  cette  exprelfion,  enten¬ 
dre  par-là  une  autre  maniéré  équivalente  dont  la  courbure 
eft  infinie. 

1115.  Dans  toutes  les  Courbes  qui  à  leur  origine  étoient  Remarque 
perpendiculaires ,  on  a  toujours  trouvé  pour  le  Sinus  de  Pan- la.  c°Hr~ 

f  t  r  ,  .  1  1  s  •  •  1  »  r  ~  .  r  ..rr  •  buredesCour- 

gle  de  contingence  de  1  origine  ddx  y  loit  lans  coerhcient  \,es  perpendi- 
comme  dans  le  Cercle  (1071),  dans  l’Ellipfe  (  1  084  )  ,  dans  claires  à  leur 
la  Parabole  (  1 09  3  ) ,  foit  avec  un  coefficient  comme  ici  dans ongme' 
la  Cycloïde  (  1 1 1 5  j.  Il  eft  aifé  d’en  voir  la  raifon  générale. 

Soit  M m  le  icr  côté  d’une  Courbe  qui  eft  perpendiculaire  Fig.  IX. 
à  fon  axe ,  ôc  mu*  le  2d.  La  petite  ligne  ma  étant  tirée  du 
point  m  fur  Taxe,  de  forte  qu’elle  ne  différé  de  M  m  que  parce 
quelle  fait  avec  elle  l’angle  amM ,  dont  la  bafe  a  M  eft  de 
l’ordre  de  — ^  ,  cette  bafe  a  M  eft  ddx  y  &  la  Courbe  eft: 

Aaa  ij 
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perpendiculaire ,  parce  que  a  Mou  ddx  eft  infiniment  petit 
par  rapport  à  Mm  ou  dy.  D'un  autre  côté.,  l’angle  Kmf& 
eft  le  ier  angle  de  contingence  de  la  Courbe ,  dont  le  Sinus 
eft  auffi  ce  même  ddx  avec  ou  fans  coefficient ,  puifqu’on  l’a 
trouvé  pour  mefure  de  ce  Ier  angle ,  ôc  par  conféquent  i’angle 
Km  il  a  toujours  rapport  à  l’angle  a  m  M,  Si  le  côté  m  fi 
prolongé  tombe  fur  la  ligne  ma ,  les  deux  angles  Kmft  ôc 
am  M  font  égaux.  Si  my.  prolongé  tombe  entre  ma  & c  mM$ 
l’angle  de  contingence  Kmju  eû  plus  petit  que  l’angle  amM > 
il  c’eft  le  contraire ,  il  eft  plus  grand. 

Quand  aM  feroir  du  ier  ordre,  elle  pourroit  être  prife 
pour  un  arc  circulaire  infiniment  petit  qui  mefureroit  l’angle 
am  M >  à  plus  forte  raifon  étant  du  2d  ordre  par  la  fuppofi- 
tion.  Donc  fi  m/&  prolongé  tombe  fur  am>  l’angle  de  contin¬ 
gence  eft  mefuré  par  a  M  ==  ddx  ,  ôc  foit  que  my  prolongé 
tombe  entre  am  6c  Mmy  foit  le  contraire,  les  angles  de 

contingence  feront  toujours  exprimés  par  ~  ou  par  n  x  aM± 

n  étant  un  coefficient  fini  ,  c’eft-à-dire  par  ~ ,  ou  nddx , 

1 1 24.  Donc  dans  la  Cycloïde  ,  où  le  Sinus  de  l’angle  de 

contingence  de  l’origine  eft  =  ^  ^  la  courbure  de  l’origine 

eft  la  moitié  moindre  que  fi  elle  étoit  exprimée  par  ddx .  Et 
comme  dans  le  Cercle  elle  eft  exprimée  par  ddx ,  qui  eft  le 
même  de  part  ôc  d’autre  ,  la  courbure  de  la  Cycloïde  eft  donc 
la  moitié  moindre  que  celle  du  Cercle  à  leur  origine  commune. 

1 12  5*.  Donc  fi  l’on  imagine  que  le  Cercle  Ôc  la  Cycloïde 
aient  un  même  côté  à  leur  origine  ,  il  faut  que  l’angle  de 
contingence  que  fait  le  Cercle  par  fbn  côté  foit  double  de 
celui  que  fait  la  Cycloïde  par  le  lien ,  ce  qui  eft  poffible,  puif- 
que  par-là  le  Cercle  eft  intérieur  à  la  Cycloïde  ,  comme  effec-i 
rivement  il  doit  l’être.  Mais  d’ailleurs  cela  n’eft  plus  poffible* 
quand  on  fuppofe  les  côtés  de  la  Cycloïde  conftatis,  comme 
l’on  fait  ici  en  confidérant  fa  courbure ,  car  ils  feroient  donc 
tous  égaux  à  ce  ier  côté  du  Cercle ,  ôc  fi  le  Cercle  étoit  suffit 
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conçu  divifé  en  côtés  tous  égaux  à  ce  iCi ,  les  deux  fommes 
d’un  nombre  infini  égal  de  grandeurs  égales  feroient  égales  3 
ou  la  circonférence  du  Cercle  à  celle  de  la  Cycloïde  3  ce  qui 
certainement  n’eft  pas.  Donc  il  faut  concevoir  une  autre  ma¬ 
niéré  dont  la  courbure  de  la  Cycloïde  fera  la  moitié  moindre 
que  celle  du  Cercle  à  leur  origine  commune  >  ôc  cette  autre 
maniéré  confiftera  ■néceffairement  en  ce  que  le  Ier  côté  de  la 
Cycloïde  fera  double  de  celui  du  Cercle  >  ce  qui  revient  à 
l’art.  1 121  3  moyennant  quoi  les  deux  Courbes  auront  leur 
Ier  angle  de  contingence  égal. 

1 126.  Donc  ce  n’eft  pas  feulement  dans  le  cas  de  la  cour¬ 
bure  infinie  qu’il  faut  tranfporter  aux  côtés  ce  qui  devroit 
naturellement  ôc  ne  peut  cependant  appartenir  aux  angles  de 
contingence.  Cela  vient  vifiblement  de  l’équivalence  des 
deux  maniérés  de  mefurer  la  courbure. 


Exemple  VIL 


ddy 


1127.  Soit  la  ire  Parabole  cubique  c? x^=^y\dy 

—  za^dx  ds  ddy  - za4dsdx 


#4  — j—  9 y  S  *  dx 


— p  9  y  ■ 

1 12S.  A  l’origine  3  où^y  ==  dy ,  & c  à  eaufe  de  la  perpen- 


a  Courbure  & 
y  y1  lu  premiers 
Parabole  dn 
degré , 


dicularité  dy=ds  ,&cdx  =  ddx,  rUfl 

».  ■■ — -■  "  2  d  d  X» 

Or  on  a  par  tout  3  dy  *dx  :  :  T  .  3 y*  >  &  à  l’origine  >  dy  » 
ddx  ::  1 .3  dy\  Donc  dy  =  ds  étant  ==  ~^-,ddx  eft  de 

l’ordre  de  -L-  ,  &  =  — ^-r.  Donc - zddx=;~,.  Donc 

OS  3  t  00  >  00  5 


la  courbure  eft  nulle. 

112p.  Il  faut  entendre  par -là  que  la  petite  ligne  a  M*  ig.  I3£ 
qui  détermine  la  perpendicuîarité3&  qui  ordinairement  eft  de 
Pordre  de  -i— ,  eft  dans  cette  Parabole  de  l’ordre  de  ~~  3  ainfi 

00  i  7  00  3  y 

qu’il  eft  fort  poffible  qu’elle  en  foit  3  ôc  même  de  tous  les 
ordres  inférieurs 3  de  forte  que  ww,  2  *  côté  de  la  Courbe y 
étant  prolongé  jufqu’à  Taxe  >  tomberoit  fur  le  point  a  y  dont 

Aaa  iij 
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Ja  diftance  au  point  M  feroit  de  l’ordre  de  ,  car  on  n’a 

point  d’égard  au  coefficient  6 ,  qui  fe  trouve  ici ,  ôc  de-là  il 
fuit  que  le  Sinus  de  l’angle  de  contingence  Kmjn  eft  un  In¬ 
finiment  petit  de  cet  ordre ,  ôc  que  le  côté  m  fi  a  la  pofition 
mK  j  à  cet  angle  près ,  qui  n  eft  rien  par  rapport  aux  angles 
ordinaires  de  contingence  ,  ou  enfin  que  les  deux  Iers  côtés 
Mm  ôc  mpL  font  cenfés  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite ,  ôc 
le  font  fenfiblement. 

1130.  Cette  Parabole  à  fon  origine  a  une  inflexion 9 
parce  que  (  P40  )  à  la  droite  du  point  de  fon  origine  elle  n’a 
clés  Ordonnées  qu’au  deflus  de  l’axe  ,  ôc  à  la  gauche  elle  n’en 
a  qu’au  deflous ,  ôc  comme  l’inflexion  produit  ordinairement 
une  courbure  nulle,  on  auroit  pu  croire  que  c’eft  elle  qui 
rend  la  courbure  de  l’origine  nulle.  Mais  on  voit  par  l’art, 
précédent  que  cela  n’eft  point  ainfi ,  puifqu’on  n’a  confidéré 
que  l’origine  de  la  branche  fupérieure  à  l’axe ,  dont  les  deux 
1ers  côtés  font  néceflairement  pofés  en  ligne  droite.  Donc  la 
courbure  nulle  de  cette  Parabole  à  fon  origine  eft  indépen¬ 
dante  de  l’inflexion  qui  fe  fait  à  cette  même  origine  de  la 
branche  fupérieure  à  l’inférieure.  Donc  en  confidérant  l’in¬ 
flexion  ,  il  faudra  concevoir  quatre  côtés  confécutifs  de  cette 
Courbe  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite ,  deux  de  la  branche 
fupérieure ,  ôc  deux  de  l’inférieure. 

1131.  Si  l’on  prend  dans  cette  Courbe  y  on  a 


■— —  2a4  dsdx 
h4 y  -j-  9 y 5 


6ûfds  dx 


25  « 


.  Et  Ciy 


a 


— —  2a4  dsdx 
a4  y  —f"  9 y  * 


— —  dsdx 
5  * 


•n  6/idsdx  r>  dsdx  6xdx  0  j 

1132.  Pour  comparer  - - ôc  - —  ou  — —  ôc  dx ,  on 

1  25  a  5  a  5 

peut,  comme  on  a  fait  jufqu’ici ,  exprimer  ces  dx  en  ds , 
ou  les  laifler  en  dx ,  mais  après  les  avoir  égalés  à  ds ,  ce  qui 
reviendra  au  même  En  prenant  ce  dernier  tour,  je  diftingue 
ces  dx ,  parce  qu’ils  font  différens  ,  ôc  j’appelle  le  Ier  Dx. 

y  étant  =  ~ ,  dyl-JrDx%  ~dsz=z .  Etj  étant  =  a> 


ds 1 


10  dx1 


.  Donc  les  ds  étant  conftans  >  2  j  Dx'  =  1  odx\ 


$ 
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Donc  Dxz .  dxz  :  :  10 . 2$  ,  &  D  x .  dx  :  :  V 10  .  f^ïjonc , 
comme  il  ne  s’agit  ici  que  de  rapports ,  en  mettant  au  lieu 

de  D x  &  de  d x ,  les  nombres  qui  ont  même  rapport,  tïRl 
- &  dx  =-  - 


y.  Or 


$  ::  6\  V  10  .  25* , 


5  '  5. 

c’eft-à-dire ,  que  la  courbure  du  point  où  /==  —  eft  plus  de 


a 
z 

-a. 


huit  fois  plus  grande  que  celle  du  point  où/ 

1 1 3  3.  La  courbure  nulle  à  Porigine  ne  va  donc  pas  tou-  croijfanu 
jours  en  croiffant  depuis  ce  point-là,  &  il  faut  qu’il  y  ait  plus  ton- 
près  de  l’origine  que  le  point  où  y  =  a,  un  point  où  elle nulle  fjÛf, 
arrive  à  un  T erme  de  grandeur,  qui  ne  peut  être  qu’arbitraire ,  qu'à  un  cer - 
puifque  la  Courbe  n’a  au  deiïus  de  fon  axe  qu’un  cours  conti-  tyn  Polnd-> 

r  y  .  ^  •  •  1  rr  *  O*  de-la  (te¬ 
nu  lans  inflexion  ni  rebrouiiement.  croijfmt 

Il  faut  trouver  ce  plus  grand  comme  dans  Part.  1 1 1 1 }  ôc 
il  vient/  = 


U 

4 - 


Comme  V 4  y  eft  entre  2  &  5  *  y 


22  P*us  petite  > 

V4S 

a 


&  par  conféquent  plus  proche  de  l’origine  que/ 

1134.  Si  dans  cette  Parabole  /  =  co ,  ou  plutôt/ 

i_ 

00  3 ,  car  fans  cela  il  y  auroit  beaucoup  d’erreur , 


z  a*  d  s  d  x 


+  9 y 


s 


z  â  s  dx 

- 

3 


5  00 

ds  =  ~  ,on  ai 
00  J 


.  Et  comme  à  caufe  du  parallélifme  dx 

z aAdsdx 


s  CO 


00  1 


divifé  par  oc  3 ,  &  en  ne 
—  =  — ~ ,  courbure  du 


confidérant  que  l’ordre  = - - - -  * 

00 2  x  00  5  co 

£me  ordre  potentiel  d’infiniment  petit  par  rapport  au  Fini , 

•  ,  ,  <s 

&  de  deux  ordres  radicaux  au  dellous  de  ~ 


2_ 

3 


00  3 


00 

1 13  y.  Donc  cette  courbure  nulle  de  l’extrémité  eft  du 
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même  ordre  potentiel  par  rapport  au  Fini  que  celle  de  la  Pa¬ 
rabole  du  2d  degré  (  io 96). 

1136.  De  ce  que  la  courbure  de  cette  Parabole  efl:  nulle, 
tant  à  fon  origine  qua  fon  extrémité,  il  fuit,  indépendam¬ 
ment  des  art.  1132,  1133,  qu’elle  doit  avoir  un  plus  grand 
de  courbure  entre  l’origine  ôc  l’extrémité. 

Exemple  VIII. 


courbure  de  ii  37.  Soit  la  ire  Parabole  du  4me  degré  ,  a 5  x  =  y 

la  ir<?  Para - 

bole  du  4w,e  ad  dx  jj  ——i  d  x1  dsddy  1  a6  d s  d x 

degré,  dy  ==  -77-  .  aay - — - - —  * - - - 


4  y3  ^  a6y  — J—  i6y7  dx  aby-\~i6y 

1138.  On  trouvera ,  comme  dans  Fart.  1128,  qu’à  l'ori¬ 
gine  la  courbure  eft - 3  ddx 


Jm 


I  Z 


OO  4 


comparaifon  \  13p.  Donc  le  ddx  de  l’origine  étant  dans  la  Parabole 

des  courbures  2.  X  1 

des  iw  p a-  du  2d  degré  (  1093)  =====  bld,  dans  la  ire  Parabole  du 


6 

OC  5 


(lll8) 


OO 

3X2, 

"ÔÔ 


T  j  dans  la  i rc  du  4me  degré 


r aboies  d  leur 

origine  ou  4  / 

*<?#-  a  oegre 

/««r*  nulle  s  , 

îTVarabofc  Vï  ^  c^e  v°îr  <lue  dans  chaque  i re  Parabolë 

du  zd  degré .  — - 

il  fera  en  général  ■”  ,  c’eft-à-dire ,  que  toutes  ces  Para¬ 

boles  feront  d’autant  plus  perpendiculaires  à  leur  origine  que 
leur  degré  fera  plus  élevé  ,  ce  qui  revient  à  l’art.  1002  ,  que 
leur  courbure  y  fera  toujours  nulle ,  excepté  dans  cellefdu  2 
degré ,  ôc  qu’étant  nulle ,  elle  fera  de  l’ordre  n  d’infiniment 
petit ,  ôc  qu’en  même  temps  le  Sinus  de  l’ordre  n  fera  tou¬ 
jours  plus  grand  dans  fon  ordre. 

1 140.  A  l’extrémité  de  la  ire  Parabole  du  4™  degrés 

-  3  a6  d  s  d  x 


ou  7 


co  4  )  on  trouvera 


a6 y  -p  1 6 y 


de  l’ordre  de. 


OO 


M  2 

4 


&  par  conféquent  du  4mc  ordre  potentiel  d’infiniment  petit, 

comme  dans  les  autres  ires  Paraboles  (  1096",  1134).  D’où 

il  eft  aifé  de  juger  que  la  courbure  de  toutes  les  ires  Paraboles 

\ 

a 
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à  leur  extrémité  ,  fera  toujours  nulle  ,  ôc  de  ce  même  4rac 
ordre  potentiel  d’infiniment  petit. 

« .  4 

1 141.  Donc  toutes  les  iles  Paraboles  ,  excepté  celle  du 
degré,  auront  un  pins  grand  de  courbure  entre  leur  ori¬ 
gine  ôc  leur  extrémité. 

1 142.  Si  on  raffemble  les  expreffions  des  courbures  des  comparai y*» 

extrémités  des  1 les  Paraboles,  en  y  remettant  les  coëfficiens  dJs  co^bures 
finis  qu’on  avoit  négligés  ,  on  aura  -4  (10 96),  uZ 

z  5  extrémité  3  où 

elles  font  aujjl 
toujours  mol¬ 
les. 


4  00 


9  00 


4«-‘-T 

» 


(  1 1 3 4  )  y  — l-tj  ( 1 1 4°  )  )  c’eft-à-dire ,  en  général  — In. 

4 

1  ^ 00  00 

D’où  il  fuit  que  plus  n  eft  grand ,  plus  la  courbure  nulle  de 
l’extrémité  approche  d’être  =  — 1 — — ,  que  par  conféquent 

îa  courbure  en  eft  d’autant  plus  nulle ,  ôc  ces  Paraboles  lignes 
droites  dans  une  plus  grande  étendue  finie,  ou  plus  parallèles, 
ce  qui  revient  à  fart.  970* 

Exemple  IX. 


ày 


1 143.  Soit  la  Ôc  derniere  Parabole  cubiques 

zaxdx  jj..  _  —  zadxz  d  s  d dy 


ddy  = 

3  yi  y  9  y1 

1144.  A  l’origine ,  où  y  = 


4  a  y 

dy  — 


d  x 

ds  : 


y  .  Courbure  de 

-tadsdx 

niere  Para¬ 
bole  du  3 m( 

-  degré. 


r  z  a  d  s  d  x 


'  z  a  d  s  d  d  x 


00 
—  d  d  x 


9  y  ~t“  4  ay 

,  ôc  dx  = 


.  Mais  il 


ddx ,  on  a  ,  -  , 

9Jz~h  4  tty  4-ady  + 

faut  voir  ce  que  vaut  ce  ddx. 

1 145*.  On  a  par-tout ,  en  négligeant  les  coëfficiens ,  dy. 
dx  :  :  x.  y1 ,  ôc  à  l’origine  où  x  =====  dx  ,  parce  qu’il  n’y  a 
point  d’autre  r  que  dx ,  Ôc  où  dx  =  ddx  à  caufe  de  la  per¬ 
pendicularité  ,  on  a  dy.  ddx  :  :  ddx.  djz.  Donc  ddxz  ===  dy'> 
.  Donc  ddx 


00  3 


00 


i* 

1 


1146. 


00 


î_ 

2. 


dd.v  eft  d’un  ordre  radical  au-deflous  de 


Bbb 
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—  =  dy ,  ce  qui  fuffit  pour  la  perpendicularité;  car 


00 


ce  ddx  eft  toujours  nul  par  rapport  à  dy.  Mais  en  meme- 
temps  ddx  eft  la  mefure  du  Ier  angle  de  contingence  (  1123), 
ou  lare  circulaire  qui  le  mefure ,  ôc  cet  arc,  dans  la  courbure 
ordinaire  ou  finie ,  eft  de  l’ordrede  — ~  ==  — '-n.  Or  ici  il 


± 

Z 


n’eft  que  — V*  Donc  il  eft  d’un  ordre  radical  au-deffus  de 

~z 

t  1  ,  donc  infiniment  plus  grand, 

oc  2 

Il  eft  vrai  que  — ~  eft  du  2d  ordre  potentiel  par  rapport 


au  Fini  :  mais  il  eft  toujours  en  lui-même  infiniment  plus 
grand  que  ,  ôc  cela  doit  avoir  un  effet.  Donc  il  faut 

concevoir  le  ier  angle  de  contingence  de  cette  Parabole  in¬ 
finiment  plus  grand  que  ne  feront  les  angles  de  contingence 
fuivans. 


Infinie  à  fon 
origine. 


1147.  Et  comme  dès  que  les  angles  de  contingence  s’élè¬ 
vent  plus  haut  qu’ils  ne  peuvent  aller  dans  une  Courbe,  011 
doit  rejetter  en  fens  contraire  fur  les  côtés  de  la  Courbe  ce 
qui  leur  auroit  appartenu  :  il  faut  concevoir  le  1e1  côté  de 
cette  Parabole  comme  nul ,  non  abfolument ,  mais  dans  le 
rapport  de  — à  —  ,  qui  fera  la  grandeur  de  tous  les  autres 

Z  00 

00 

côtés  exiftans  ôc  conftans,  ôc  après  ce  Ier  côté  de  l’ordre 
de  — il  fe  fera  un  angle  de  contingence,  dont  le  Sinus  fera 

Z 


00 

à  l’ordinaire  de  l’ordre  de  ,  ôc  par  conféquent  il  fe  fera 

un  détour  ordinaire  après  un  pas  infiniment  plus  petit  que 
ne  feront  tous  les  fuivans ,  d'où  s’enfuivra  à  l’origine  une 
courbure  infinie  de  la  même  maniéré  que  fi  le  Ier  angle  de 
contingence  y  avoit  été  infiniment 
ailleurs. 


plus  grand  que  par-tout 


1148.  La  ade  Parabole  cubique  a  un  rebroulfement  à 


4 
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fon  origine,  comme  l’on  verra  félon  l’art,  p  40.  Mais  félon 
le  raifonnement  de  fart,  1130.  Ce  n’eft  point  ce  rebrouffe- 
ment  que  nous  confidérons  ici  ,  6c  ce  n’eft  point  lui  qui  rend 
la  courbure  infinie  :  elle  ne  l’eft  que  parce  que  le  Ier  coté  de 
la  Courbe  eft  infiniment  petit  par  rapport  aux  autres.  Mais 
parce  qu’il  Feft ,  6c  que  l’autre  pofé  contre  lui ,  6c  qui  fait  le 
rebrouffement ,  lui  eft  égal ,  ce  rebrouffement  eft  accompa¬ 
gné  d’une  courbure  infinie  (pu). 


1 14p.  Si jp 

—  1  d  s dx 


a ,  d’où  fuit  x  =  # ,  on  a 


—radsâx 

9y7"~ 


134 
— —  d  s  dx 


.  Etfijy  =====  2a,  d’où  fuit x  =  ax/$  ,ona 


— zadsdx 

*7*  H- 4*/ 


2.1  a 


2  d  s  d  x  a 

11  jo.  Pour  comparer — — —  6c 


d  $  dx 


zza 


j  ou  félon 


l’art.  1132,  6c  ~ ,  on  a  dans  la  fuppofition  dey 


a 


x  y  dy 


zœx  Dx 


z  Dx 


Dx- 


I  lDxz 


3r  3 

—  ds\  Donc  ds 


.  Donc  dy7 


 4 

9 

VxV~ ,  &  Dx  -. 


dy1- f* 

3  d  $ 


3 


Vi 


Et  dans  la  fuppofition  dey 

Sdx1  zdx 1 


2a ,  on  a  dy 

11  dx1 


dxV  8 


dy 


3 6 

dxV  1  ! 


9 

y  ÔC  d. 


ds .  Donc  ds 


,  dy  h-  dx1  ===== 

* - *  d-L,  Donc  la  courbure  du  point  où 


y 


3  y 

a  eft  à  celle  du  point  où  y 


za  :  :  44  1 1.  1 3  V*  1 3, 


c’eft- à-dire, que  la  courbure  du  point  plus  proche  de  l’origine 
eft  plus  que  triple  de  l’autre. 

—  2  a  d  s  d  x 


1  iji.  A  l’extrémité  de  cette  Parabole 

'  lad$dX  >  Q^y  jnflnie  efl;  — 


4 

3 


9yz-*r\ay 

Z 

00 3 .  D’ailleurs  à  caufe  du 


Nulle  à  V ex¬ 
trémité* 


9  CO 


parallélifme  dx  =  ds 


Donc  la  courbure, en  négligeant 

Bbb  ij 


CO 
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4 

les  coëfficiens ,  eft  de  l’ordre  de  divifé  par  ooi  ,  c’eft- 
à-dire>  de  l’ordre  de  — Donc  elle  eft  nulle  >  &  paffe  le 


00 


me 


ordre  d’infiniment  petit  fans  aller  jufqu’au  4mc  >  dont 
elle  différé  de  deux  ordres  radicaux» 

Exemple  X. 

Courbure  de  11$ 2.  Soit  la  2dc  &  derniere  Parabole  du  4me  deg&é 

la  zde  &  der«  3  ^ax^dx  jj  -xaxdx1  dsddy 

niere  Para-  ax*z=y4.  dy - -  -  3 


4  JJ 


ddy 


1  ax  y 


b  oie  du  4we  —  3  axdsdx 
degré,  pareil -  ïtfjî-fwj**/ 

TZSe  US 3-  À  l’origine  de  cette  Parabole ,  0Ù3/ = 

O*  nulle  à  ,  «  j  j  1  _ . _ —  xaxdsdx  —  d  s  dx 

F extrémité .  “  >  ^  *  ddx  j  On  a  T6v3w±mQ£^ 


dy==dsz=s 

—  ddx 


l6j'>-\-9axy  3  dy  3  ® 

Et  l’on  trouvera  ^  comme  dans  Fart.  1 14  5  que  ddx 3  eft  =? 

4 

<c?y4.  Donc  =  dy 3  =====  — -  >  c’eft-à-dire.,  de  cet  ordre. 


00 


4 

5 


115*4.  Donc  félon  les  art.  1146“  y  11473  la  courbure  de 

cette  Parabole  à  fon  origine  eft  infinie. 

± 

11$  $.  A  l’extrémité  y  où  y  =00 4j  &  a:  =  00  ^  on  a 

-] •.**! dx  =  Zll d,s il ,  &  pour  l’ordre  =  -L.  divifé 

9  * xy.  ~  1  oo 


t6  00 


par  OG 


9 

4 


r 


9 

4 


00 


Ü 

4 


.  Donc  la  courbure  eft  nuf 


00  x  00 

le ,  &  elle  tombe  d’un  ordre  radical  au-deffous  de  ,  &  ne 

9  00. 3  * 

va  pas  jufqu’à 

courbures  n%  6.  Le  ddx  de  la  2^  Parabole  cubique  à  fon  origine- 

infinies  des  eft  == 
dernieres  Pa¬ 
raboles  de 


■—*  (  1 1 45*  )  y  &  en  lui  rendant  fes  coëfficiens  >  parce 


00 


chaque  degré  ,  ,  7  .  ,  n 

à  leur  origine,  que  =  26W*1  (  II43  &  II44)  >  il  eft 


2 

^3 


V'ix  00 


Et  de  plus  >  parce  que  la  mefure  de  la  courbure  de  cette 


1 

'x3 


de  l’  I  n  F  i  N  i.  Partie  I.  SeSt.  XII .  jg-i 

Parabole  à  fon  origine  eft  >  non  pas  ddx ,  mais  —  (1144), 

X 

il  eft,  entant  qu’il  mefure  cette  courbure ,  =  . 

2  V  2  X  00  1 

De  même  le  ddx  qui  mefure  la  courbure  de  la  2de  Parabole 
du  4me  degré  à  fon  origine  eft y  en  lui  rendant  fes  coëfficiens, 

 ^4 


3  —  4 

3  V  3  X  CX?3 


•.  D’où  l’on  voit  qu’en  général  le  ddx  qui 


mefurerala  courbure  de  chaque  derniere  Parabole  d’un  degré 

n  r 

quelconque  n  à  fon  origine  j  fera - — — - — - » 

-  V  — 

n — 1  x  Y  n — 1  x  00  n~l 

1 1 57.  Donc  la  courbure  de  chaque  derniere  Parabole  â 


n 


fon  origine  fera  toujours  infinie ,  car  oc^ — 1  ne  peut  jamais 
être  =====  oo1. 

1 1 5*8.  De  plus  y  cette  courbure  infinie  fera  d’autant  plus  Et  leurs 

rapports . 

grande  que  le  degré  n  fera  plus  grand  ;  car  en  appro¬ 
chera  d’autant  plus  d’être  =3  î  ,  auquel  cas  l’angle  de  contin¬ 
gence  feroit  fini  y  ou  le  Ier  côté  de  la  Courbe  de  l’ordre  de 
~-z.  Mais  comme  n  ne  peut  jamais  être  ==  00  y  ce  qui  feul 

rendroit  - — -  = 


=====  1  y  le  icr  côté  de  la  Courbe  ne  peut  jamais 

être  de  l’ordre  de  ,  feulement  il  en  approche  toujours  de 

plus  en  plus  par  les  ordres  radicaux  intermédiaires. 

1 1  jp.  Pour  avoir  l’expreflion  du  ddx  de  l’origine  des  courbures 

*ri  11  îij/*  •  1  c  ^  des  Varabole^ 

Paraboles  moyennes  dans  les  degres  qui  en  ont ,  il  ne  raut  moyennes  % 
que  comparer  les  ddx  de  l’origine  des  deux  Paraboles  extre-  leur  origine,- 
mes.  Par  exemple  ,  dans  le  5™“  degré  le  ddx  de  la  ire  Para- 

4 

jbole  eft  —  (  1 1  j  0  ) ,  &  celui  de  la  derniere  eft  — — - 5 
oo*v  a  — 


(  x  i  $  6  )»  Or  il  eft  aifd  de  voir  que 


es-  eft 


4  V  4  X  oo4* 
AŸ  ? 

i  —  T 

vV  I  X  OQx>' 


3§2 
&  que 


E  L  E  M  E  N  S  DE  LA  Ge'oME'triE 


4 

+  —  T 

4  V''  4  X  00  4 


4  —  i 

4  V'  4  X  oç>4 


Donc  dans  le  numérateuL*  de  ces  fra&ions  ,  y  eft  devenu 

4 

de  la  irc  Parabole  à  la  derniere  V'  j  ,  6c  le  coefficient  4  eft 
devenu  1,  ce  qui  marque  que  dans  les  fradtions  intermédiaires 

les  numérateurs  ont  été  3  K  y  ,  &  2  /  y.  On  trouvera  de 

/  1  1  5 

même  que  les  dénominateurs  ont  été  2  V'  2  x  00 1  &  3  K"  3 

i 

x  oc5.  Par  conféquent  les  de  toutes  les  Paraboles  du 

jme  degré  arrangés  de  fuite  >  font  — -ibl — ^  3^? 

ik'ix  OCT  i/îX  00^ 

î  4 

— îli — r. - — .  D’où  il  feroit  aifé  de  tirer  l’ex-’ 

î  —  L  4  —  5. 

S  3  X  oo5  4  V7  4  X  CC  4 

preffion  générale  des  dd*  de  l’origine  de  toutes  les  Paraboles 
a’un  degré  quelconque. 

1 1 60.  Mais  ce  qu’il  y  a  de  plus  important  à  remarquer  , 
c’eft  que  les  dénominateurs  de  ces  fradtions  ayant  toujoursoc, 
dont  fexpofant  eft  n ,  degré  de  la  Parabole ,  divifé  par  tous 

les  nombres  naturels  depuis  1  jufqu’à  n - 1 ,  tant  que  le 

quotient  de  la  divifion  eft  plus  grand  que  2 ,  la  courbure  des 
Paraboles  à  leur  origine  eft  nulle ,  qu’elle  eft  finie  quand  ce 
quotient  eft  =  2  ,  &  infinie  quand  il  eft  moindre  que  2. 

Cela  embrafle  en  général  ce  que  M.  de  l’Hôpital  a  avancé 
fans  démonftration  (/?.  86  &  87  )  fur  la  courbure  de  quel¬ 
ques  Paraboles  particulières  à  leur  origine. 

i\6\.  S’il  étoit  refté  quelque  fcrupule  fur  ce  que  nous 
avons  établi  pour  marque  d’une  courbure  infinie  ddx  >  lorf- 
qu’il  eft  feulement  de  quelque  ordre  radical  au-deflus  de  -~ 

4  00 

ce  fcrupule  feroit  levé  par  l’analogie  de  la  courbure  des  diffe¬ 
rentes  Paraboles  d’un  même  degré  ,  trouvée  dans  l’art,  pré¬ 
cédent.  Car  à  compter  de  la  ilc  Parabole,  la  courbure  de 
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l’origine  étant  nulle  >  &  toujours  d’un  ordre  moins  bas  jut 
qu’à  une  certaine  Parabole  moyenne  9  &  enfuite  finie  ,  fi  le 
degré  de  la  Parabol  e  le  permet  9  ce  qui  eft  très-certain  ,  il  faut 
après  cela  que  la  courbure  devienne  infinie.,  &  toujours  plus 
infinie. 

1 1 62.  Les  courbures  des  extrémités  des  dernieres  Para¬ 
boles  de  chaque  degré  étant  avec  les  coëfficiens  -7 


( 1096), 


4  00 


5  00 


1  O 

J 


(n;i  )>  — Ht  on  voit  qu’en 


16  00 


général  la  courbure  de  l’extrémité  d’une  derniere  Parabole 
fera 


n  —  r 


»«  00 


i»  4  l 

n 


1 1  <53.  D’  un  autre  côté  la  courbure  des  extrémités  des  Courbures 
ires  Paraboles  étant  (  1142)  ■ 


n  —  I 


nn 


4  n 

OO  n 


Un,  •  n  »  »  •  nulles  des 

eft  ailé  de  voit  ParaMes  ^ 

leur  extrémi¬ 
té  ,  &  leurs 


que  dans  chaque  degré  la  courbure  de  la  ire  Parabole  à  fon  rapports' 
extrémité  qui  fera - lui —  >  ne  différera  de  celle  de  la 


n —  1 
4» — 1 

nn  00  ” 


*  derniere  — —  m  ■■  que  par  les  numérateurs  de  l’expofant  de 


nn  00 


n 


00  y  &  que  quand  il  y  aura  des  Paraboles  moyennes  9  les 
numérateurs  des  expofans  de  leur  00  feront  les  nombres 

naturels  moyens  entre  - 1  ,  &  3«Hhi. 

Par  ex.  dans  le  yme  degré,  les  courbures  des  extrémités  des 

quatre  Paraboles  feront  — — i_ - i_. 

3  5  T  5 

2 1  CO  If  00  25  00  2  f  00 

Les  conféquences  font  aifées  à  tirer  pour  ce  degré  &  pour 
tous  les  autres. 

Exemple  XL 


x  16 Dans  la  Courbe  de  l’art.  1059,  on  aura,  les  ds  courbure d» 

_ Z  j  lu  Courbe  dé 

,  n  jj  — 6  x — a  s dx1  ds  d  dy _ l'art,  ioç?.* 

étant  conftans  9  ddy  —  —  à 


9* 


4 

■5 


dx 


■ — a  +  ^-5 


•  f> 

•  • 
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7 
'  î 


- —  6  x — a  d  s  d.  x 


Ç)  x - Cl  + 

11 65.  On  a  par -tout  dans  cette  Courbe  ,  dy.  dx 

______  j. 

s 


3  x — 0  .3,  Donc  au  point  où  fe  fait  l’inflexion ,  &  où 

la  courbure  eft  infinie  x  étant  =  a ,  ou  x - a  =====  -ï- ,  ôc 


■a 


jl 

S 


00 


5  ===  00  (  ioyp  ) ,  on  a  dans  ce  point  dy.  dx  :: 

Z 

3  oo*.  y.  Donc  la  Courbe  y  eft  perpendiculaire  ,  ôc  l’infle¬ 
xion  s’y  fait  par  un  côté  perpendiculaire.  Donc  alors  dy== 
ds  y  &  dx  tombe  au-deffous  de  dy. 

11 66.  Pour  avoir  la  valeur  de  ce  dx ,  il  faut  prendre  ds 

Z 

=====  —  y  puifquil eft confiant,  &  faire  cette  analogie.  300^ 
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Donc  dx 


00 


î  00  X  00  3  00 

1 1 6 j.  Donc  en  ce  point  où  x 
l’expreflion  de  la  courbure  eft 


5  00 

a  y  le  numérateur  de 
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Et  le  dénominateur  eft  o  oo*.  Donc  la  courbure 

0° 

eft  -~~I° — ,  =====  — ~IO—>  d’un  ordre  radical  au-deffus  de  - 
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donc  elle  eft  infinie ,  ainfi  qu’on  l’a  trouvée  par  le 
Rayon  de  la  Développée  infiniment  petit  (  iojp  ). 

11 68.  Et  l’on  peut  remarquer  la  correfpondance  des 
deux  méthodes ,  dont  la  ire  mefure  la  courbure  par  le  Rayon 
de  la  Développée ,  &  la  2de  par  le  Sinus  de  l’angle  de  contin-» 
gence.  Dans  la  irc  la  courbure  étant  finie  tant  que  le  Rayon 
eft  fini ,  ou  de  l’ordre  de  1 ,  elle  devient  infinie ,  quand  ce 
Rayon  tombe  dans  un  ordre  quelconque  au-deffous  de  1  , 
potentiel  ou  radical.  Dans  la  2de ,  la  courbure  étant  fini'e  tant 
tquele  Sinus  eft  de  l’ordre  de  —, ,  elle  devient  infinie  ;  quand 

*  •  ce 


de  l  Infini.  Partie  I.  Setf.  XIT.  38  y 
ce  Sinus  s’élève  d’un  ordre  quelconque  au  defius  de 

Selon  la  ire,  le  Rayon  eft  tombé  dans  le  Ier  ordre  potentiel 

compris  entre  1  ôc  —  ,  puifqu  ’il  a  été  —4.  (  io;p)  ,  6c 


2  00 


félon  la  le  Sinus  s’eft  élevé  dans  le  ier  ordre  potentiel 
compris  entre  — -  ôc  — ,  puifqu’il  Toutes  deux  ne 


9  CO 


donnent  qu’un  Infini  de  courbure  d’un  ordre  radical  pur. 
ï  1 69.  Si  x  =====  — ,  on  a  dy  .  dx  :  : - -  3  a  ’  ■>  5*  > 

CO  ”/  f 

;  :  zll.  j  y  ce  qui  fait  voir  que  le  rapport  de  dy  a  dx  étant 

J 

fini  en  ce  point,  la  Courbe  y  efl:  oblique  à  fon  axe.  Donc 
alors  dx  ,  dy  y  ôc  ds ,  font  chacun  de  l’ordre  de  — . 


1 17 o.  La  courbure  de  ce  point  efl: 


- .  ^  x -  a-  5  x  d  s  dx 


Le  numérateur  efl:  6  a 


dénominateur  efl: - p  a 


9  X 

x  -J-  (î  I6c>  )  == 


_ 4 

a  s  -f-  2$ 
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1±  1111.  Donc 
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la  courbure  efl: 
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6  a  3 
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courbure  finie. 
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1 171.  Si  x  =a  00  >  on  a  ijy  .  dx  :  :  3  00  1  .  y  * 

.  y.  Donc  la  Courbe  à  l’extrémité  de  fon  cours  efl: 

parallèle  à  fon  axe ,  ôc  ds  ==  d x . 

T  -  1  •  n  ^  î  d  S  d  X  y 

1172.  La  courbure  de  ce  point  elt - - - .  JLe 


numérateur  efl:  — - 


CO  x  00* 
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2  00  ï  -f-  1 J 

Le  dénominateur  efl: 
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-p-  25  =  25.  Donc  la  courbure  eft  — ,  courbure 

00^  moo  * 

nulle^ &  qui  eft  de  plus  d’un  ordre  potentiel  au  deflfous  de 

1175.  Cette  Courbe  commence  par  être  oblique  à  fon 
axe,  &  là  elle  a  une  courbure  finie  (1169  ôc  1 170)  5  en- 
fuite  fa  courbure  eft  croifiànte  ,  puifqu’elle  doir  devenir  infi¬ 
nie  au  point  où  x  =  a  (  s  1 67) ,  en  même  temps  la  Courbe 
arrive  à  une  inflexion  perpendiculaire  (1165)9  donc  les  dy 
ont  été  croiflfans  depuis  l'origine  auffi-bien  que  les jv  ,  donc 
la  Courbe  a  été  convexe  vers  fon  axe.  Audi  le  Sinus  de  l’an¬ 
gle  de  contingence  eft-ii  pofitif  à  l’origine  félon  l’art.  1070^ 

A  7 

car  il  eft  vifible  que - 9  a  f  -+-  2  5  a  *  ne  peut  être  qu’une 

grandeur  politive.  Donc  dans  l’inflexion  la  Courbe  parte  de 
la  convexité  à  la  concavité  >  &  par  cette  raifon  le  Sinus  de¬ 
vient  négatif  en  ce  point  (  1 167  j  >  après  quoi  il  feft  tou¬ 
jours  ,  tandis  que  la  Courbe  concave  vers  fon  axe  va  de  la 
perpendicularité  au  parallélifme  par  un  cours  infini  (1171 
&  1  172). 

Exemple  XII. 


courbure  de  n  74.  Soit  la  Courbe  de  l’art.  962,  oh  dy  étant 

2a  Courbe  de  - - - - '  - 

Vart,  961%  3t  al  x  dx  ds  ddy  i  a?  —  6  æ5  x  —  4  as  x 1  x  d  s  dx 

j  on  a 


d  x 


1 17  J.  Cette  Courbe  ayant  à  fon  origine  x: 


^3  4-  4^a  xc  -f-  x +  4“  B  ac  X*  4- 

—  dx  9  & 


de  plus  étant  parallèle  5  ce  qui  rend  dx  —  ds  —  ~  >  la  For¬ 
mule  de  fa  courbure  pour  ce  point  fe  réduit  à  z  —  .tsAx~ 


d  s  d 


x 


a 


a  x  00 


-  9  courbure  ordinaire  &  finie. 


1175.  Al.  de  l’Hôpital  a  démontré  (p.  64)  que  cette 
Courbe  a  une  inflexion  au  point  où  x  =  dL.  Et  en  effet ,  fi 
dans  le  numérateur  de  la  Formule  de  fa  courbure  on  met* 
au  lieu  de  a;4  &  de  a;2  y  les  puiflfances  4  ôc  2  de  9  on  aura 


de  l’Infini.  Partie  7.  Seâif.  XII.  3S7 
ce  numérateur  =  o ,  ce  qui  fait  voir  que  la  courbure  efl  alors 
absolument  nulle.,  or  elle  le  peut  devenir  dans  l’inflexion. 


De -là  il  fuit  que  tant  que  x  efl:  moindre  que  ~  ,  la  For¬ 
mule  de  la  courbure  ou  le  Sinus  de  l’angle  de  contingence  efl: 
pofitif,  6c  au  contraire  négatif,  quand  x  efl  plus  grand  que 

-y  j  &  en  effet,  dans  le  iercas  la  Courbe  efl  convexe  vers 

fon  axe,  6c  concave  dans  le  2a,  ce  qui  confirme  ce  que  flous 
avons  déjà  remarqué  fur  le  ligne  dont  efl  affecté  le  Sinus  de 
langle  de  contingence. 


1 177.  Si  x  =  GO  ,  la  Formule  fe  réduit  à 


6  d  s  d  x 


■  d  a 3  oc  ^  d  s  d  x 
cjc,  8 


:.  Or  la  Courbe  étant  parallèle  à  fon  extrémité 
aufli-bien  qu’à  fon  origine  ,  &  par  conféquent  dsdx==  ~9 


la  courbure  de  l’extrémité  efl  —7  divifé  par  go4  ,  ou 

CC“  1 


oc 
6  a* 

CO6' 


Donc  la  courbure  efl  du  6me  ordre  d’infiniment  petit,  ou 
de  quatre  ordres  au  deffous  de  la  courbure  ordinaire  6c  finie. 
1178.  Puifque  la  courbure  efl  nulle  au  point  où  a:  = 

'—'y  &  nulle  à  l’extrémité  ,  il  faut  qu’entre  ces  deux  points  il 

y  ait  un  plus  grand  de  courbure,  ou  Terme  arbitraire. 

1 1  7p.  Si  l’Hyperbole ,  dont  la  courbure  à  fon  extrémité 
neft  que  de  l'ordre  de-— (1 10 y  6c  1106),  efl  ligne  droite 

dans  une  étendue  infinie,  6c  a  une  Afymptote,  à  plus  forte 
raifon  cela  appartiendra-t’il  à  cette  Courbe  ,  dont  la  courbure 
à  fon  extrémité  efl  de  l  ordre  de  — — .  En  effet ,  on  fait  d  aiff 

00 6 

leurs  qu’elle  a  une  Afymptote  (962). 

1180.  Ces  Courbes,  qui  ne  font  courbes  que  vers  leur 
origine  dans  une  étendue  finie  indéterminable, &  deviennent 
lignes  droites  vers  leur  extrémité  dans  des  étendues  infinies  , 
ne  le  deviennent  pas  exactement ,  comme  nous  l’avons  dit 
tant  de  fois.  Elles  font  alors  parfaitement  dans  le*  cas  des  art. 
73**  733  *  734- 

Ccc  ij 


Quelles 
Courbes  le 
deviennent 
droites  dans 
des  étendues 
infinies . 

Quelles 
Courbes  le 
deviennent 
dans  des 
étendues  fi¬ 
nies. 
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1 1 8 1 .  Par  l’exemple  de  l’Hyperbole  ôc  de  cette  derniere 
Courbe ,  on  voit  allez  que  les  Courbes  dont  le  Sinus  de  Fan- 
gle  de  contingence  efl:  de  l’ordre  de  fi—  ,  ôc  au  deffous ,  de¬ 
viennent  ,  non  exaâement  ,  mais  fenfiblement  droites  dans 
des  étendues  infinies  y  ôc  ont  des  Afymptotes. 

1 18  z.  D’un  autre  côté  la  Logarithmique  y  dont  le  Sinus 
de  la  courbure  efl:  de  l’ordre  de  — —  complet;  efl:  ligne  droite 

co  4 

dans  une  étendue  finie  (  1 1 10)  >  ôc  n’a  point  d’Afymptote 
de  ce  côté-là  y  d’où  il  fuit  que  toutes  les  Paraboles  dont  le 
Sinus  de  la  courbure  à  leur  extrémité  efl;  de  l’ordre  de 


incomplet  y  ou  dont  tous  ces  Sinus  font  compris  entre  -- —  ôc 

00  * 

fi^  (1 162  ôc  ii 6$)  y  feront  auffi  lignes  droites  dans  des 

étendues  finies  :  auffi  n’ont-elles  point  d’Afymptote.  Telle  eft 
encore  la  Courbe  de  l’art.  1 1 64. 

1 184.  Toutes  ces  Courbes  y  qui  à  leur  extrémité  font 
lignes  droites  dans  des  étendues  finies  ou  infinies  ;  ne  font 
pas  pour  cela  dans'toutes  ces  étendues,  ou  parallèles,  ou  per¬ 
pendiculaires  ,  ou  obliques  à  leur  axe,  comme  feroient  des 
lignes  droites  exactes.  La  raifon  en  eft  qu’elles  ne  font  pas 
lignes  droites  exactes,  ôc  qu’elles  varient  encore  de  direétion, 
quoiqu’infiniment  moins  qu’elles  ne  faifoient ,  lorfqu’elles 
étoient  Animent  ôc  fenfiblement  courbes  vers  leur  origine. 
De- là  il  fuit  qu’elles  n’arrivent  à  leur  polition  finale  à  l’égard 
de  F  axe ,  qu’après  une  certaine  étendue  de  leur  rectitude 
imparfaite. 

1187.  Puifqu’il  y  a  des  Courbes  qui  deviennent  lignes 
droites  dans  des  étendues  finies,  ôc  d’autres  dans  des  éten¬ 
dues  infinies  ,  il  faut  qu’il  y  en  ait  qui  ne  le  deviennent  que 
dans  des  étendues  infiniment  petites.  On  l’a  déjà  vu  par  celles 
qui  ont  deux  côtés  du  icr  ordre  pofés  bout  à  bout  en  ligne- 
droite  ,  ainfi  qu’il  arrive  ordinairement  dans  l’inflexion  ;  mais 
de  plus  il  doit  être  poffible  que  cela  arrive  auffi  à  l’extrémité 
du  cours  infini  d’une  Courbe ,  ôc  alors  il  peut  y  avoir  auffi. 
plus  de  deux  côtés  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite* 


de  l'Infini.  Partie  /.  Se  fl.  XII.  38-p 
î  1 86.  L’analogie  demande  encore  plus.  Puifqu  il  y  a  des 
Courbes  qui  ne  le  font  que  dans  des  étendues  finies  indéter¬ 
minables  ,  ôc  deviennent  enfuite  lignes  droites  dans  des  éten¬ 
dues  infinies ,  ôc  d’autres  qui  font  Courbes  dans  des  étendues 
infinies,  ôc  lignes  droites  feulement  dans  des  étendues  finies, 
il  faut  qu’il  y  en  ait  de  moyennes  qui  feront  courbes  dans  des 
étendues  infinies,  ôc  droites  dans  des  étendues  infinies. 

1187.  Puifque  les  Courbes,  dont  le  Sinus  de  la  courbure  pelles 
de  l’extrémité  eft  compris  entre  —  ôc  indu  fi  veulent ,  ZemïJZ^ 

font  courbas  dans  des  étendues  infinies,  ôc  droites  feulement  d^étlndZeî 
dans  des  étendues  finies ,  ôc  que  celles  dont  le  Sinus  de  la  infinies ,  & 
courbure  eft  de  l’ordre  de  — r  ôc  au  deffous ,  font  courbes  devenir  drot~ 

00  *  7  tes  dans  des 

dans  des  étendues  finies  indéterminables ,  ôc  droites  dans  des^^"" 
étendues  infinies ,  on  peut  juger  que  celles  qui  feront  courbes 
dans  des  étendues  infinies ,  ôc  droites  dans  des  étendues  infi¬ 
nies  ,  auront  le  Sinus  de  leur  courbure  compris  entre  — ^  ôc 


—j.  Elles  n’auront  point  d’Afymptote. 

11^8.  Et  pour  achever  la  diftribution  des  differentes 
efpeces  de  Courbes  à  cet  égard ,  celles  dont  le  Sinus  de  la 
courbure  11e  fera  qu’entre  —ï—  ôc  — ^  ne  feront  droites  à  leur 
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extrémité  que  dans  des  étendues  infiniment  petites. 

1 18p.  Le  plus  ou  le  moins  d’étendue  quelconque  dans 
laquelle  une  Courbe  fera  droite,  dépendra  de  ce  que  le  Sinus 
de  fa  courbure  fera  plus  ou  moins  bas  dans  l’ordre  qui  chan¬ 
gera  la  Courbe  en  droite. 

1  ipo.  Il  eft  très-aifé  de  ramener  à  cette  Théorie  de  la  conformité 

courbure  celle  des  Rayons  des  Développées  ,  que  je  fuppofe  Zécédenudt 
connue,  ôc  même  d’en  éclaircir  quelques  obfcurités  par  1  qsu  courbure 
principes  qui  ont  ete  établis.  Kayons  des 

J’appelle  Développante  ,  la  Courbe  engendree  par  le  dé  -  Développées* 
veloppement  de  celle  qu’on  appelle  Développée. 

Les  Rayons  de  la  Développée  font  des  perpendiculaires 
tirées  fur  les  extrémités  de  chaque  côté  de  la  Développante 
du  côté  de  fa  concavité  >  ôc  les  diftances  où  concourent  deux 

m  /n  • • * 

C  c  c  ni 


3po  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
de  ces  perpendiculaires  confécutives  quelconques ,  détermi¬ 
nent  les  longueurs  des  Rayons  de  la  Développée  pour  les 
points  ou  côtés  correfpondans  de  la  Développante. 

1 19 1.  Soit  un  côté  de  la  Développante  =  Si  je  tire 

deux  perpendiculaires  fur  fes  deux  extrémités ,  elles  y  feront 
encore  perpendiculaires  ou  parallèles  entr’elies ,  quoique  je 
les  conçoive  concourantes  à  une  diftance  finie ,  car  l'angle 
qu'elles  feront  entr’elies  fera  infiniment  petit  à  caufe  de  la 

bafe  ==  Donc  je  puis  concevoir  le  Rayon  de  la  Déve¬ 
loppée  comme  ayant  une  longueur  finie. 

.  i  I92L.  Mais  fi  le  côté  de  la  Développante  ou  la  bafe  de 
l’angle  infiniment  petit  des  deux  perpendiculaires  eft  =  — ~  5 

les  deux  perpendiculaires  concourront  à  une  diftance  infini¬ 
ment  petite  du  ier  ordre  (708  ).  Donc  le  Rayon  de  la  Dé¬ 
veloppée  fera  infiniment  plus  petit  qu’il  n’étoit  dans  le  cas 
précédent. 

1193.  Et  comme  la  Théorie  des  Développées  demande 
que  l’on  conçoive  toujours  les  perpendiculaires  à  la  Déve¬ 
loppante  comme  concourantes ,  le  Rayon  de  la  Développée 
eft  fini  dans  le  icr  cas  ;  &  dans  le  2d  ,  infiniment  petit. 

1 194.  Or  dans  notre  Théorie  de  la  courbure  ,  quand  le 
côté  d’une  Courbe  eft  =  —  ,  la  courbure  eft  infinie  ,  donc 

quand  la  courbure  eft  infinie  >  le  Rayon  de  la  Développée 
eft  infiniment  petit. 

Cette  conclufion,  qui  eft  une  propofition  de  la  Théorie 
des  Développées ,  ne  feroit  peut-être  pas  trop  claire  en  elle- 
même  y  ou  d’une  vérité  trop  évidente  j>  fi  on  ne  la  fondoit  fur 
le  côté  =====  -i— }  qui  en  eft  la  véritable  caufe ,  ôc  qui  ne  pa- 

roît  pourtant  point  dans  la  Théorie  ordinaire. 

On  voit  auiii  par-là  une  autre  chofe  démontrée 
dans  cette  Théorie  >  ôc  peu  évidente  par  elle  même.  Une  in¬ 
finité  de  Développantes ,  la  Parabole  par  ex.  ne  peuvent  être 
engendrées  que  par  une  Développée  dont  l’origine  foit  à  une 
certaine  diftance  finie  de  celle  de  la  Développante*  ou  ;  ce 
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qui  eft  la  même  chofe  ,  il  a  fallu ,  pour  produire  la  Dévelop¬ 
pante,  laiffer  à  la  Développée  un  bout  de  fil  fini  qui  allât  au 
dedà  de  fon  origine,  au  lieu  que  pour  d  autres  Développantes 
la  Développée  n’a  pas  befoin  de  cet  excédent  de  fil,  ce  qui 
paroît  plus  naturel,  &  devroit  vraifemblablement  appartenir 
à  toutes  les  Courbes. 

Cela  vient  de  ce  que  quand  le-  ier  côté  de  la  Dévelop¬ 
pante  eft  =  ,  il  eft  impoffible  que  les  deux  perpendicu¬ 

laires  concourent  plutôt  quà  une  diftance  finie , au  lieu  que 
quand  ce  icr  côté  eft  ==  —  ,  elles  concourent  à  une  dif- 
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tance  infiniment  petite. 

1 1 96.  De-là  vient  auffi  que  quand  le  ier  côté  eft  =:  ~ , ' 

le  Rayon  de  la  Développée ,  ou  l’excédent  de  fil  qu’il  a  fallu 
laiffer  à  la  Développée  ,  a  toujours  rapport  au  paramétré  de 
la  Développante ,  ou  eft  plus  ou  moins  grand,  félon  que  ce 
paramétré  feft.  Car  c’eft  ce  paramétré  qui  réglé  la  grandeur 
abfolue  des  côtés  d’une  Courbe,  &  par  conféquent  celle  du 
1 er  côté  =  ~ ,  qui  eft  la  bafe  de  l’angle  infiniment  petit  des 

deux  perpendiculaires.  Or  plus  cette  bafe  fera  grande,  plus 
les  deux  perpendiculaires  concourront  loin  ,  &  au  contraire. 
On  en  voit  un  exemple  dans  la  Parabole ,  p.  80  6c  fuiv.  des 
lnf.  petits . 

1  15)7.  Si  on  conçoit  deux  côtés  du  Ier  ordre  pofés  bout 
à  bout  en  ligne  droite,  il  eft  certain  que  toutes  les  perpendi¬ 
culaires  tirées  fur  ces  deux  côtés  doivent  être  parallèles,  de 
quelque  maniéré  qu’elles  le  foient.  Si  on  conçoit  celles  d’un 
de  ces  côtés  concourantes  à  une  diftance  finie,  le  point  de 
leur  concours  répondra  au  milieu  de  ce  côté.  Il  en  ira  de 
même  des  deux  perpendiculaires  tirées  fur  le  2(i  côté ,  donc 
le  milieu  répondra  à  leur  point  de  concours.  Donc  il  y  aura 
quatre  perpendiculaires  qui ,  prifes  deux  à  deux,  auront  des 
points  de  concours  différens.  Donc  les  deux  ires  perpendi¬ 
culaires  pourront  être  conçues  comme  parallèles  entr’elles  * 
&  de  même  les  deux  dernierès  entr’elles,  mais  non  pas  toutes 
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les  quatre  entr’elles  ^  ce  qui  devroit  pourtant  être.  Donc  ce 
n  eft  pas  là  comme  il  faut  concevoir  le  parallélifme  des  per¬ 
pendiculaires  dans  le  cas  préfent.  Donc  il  ne  refte  qu’une  ma¬ 
niéré,  qui  eft  de  les  concevoir  exaâement  parallèles,  moyen¬ 
nant  quoi  il  n’y  en  a  plus  que  trois. 

I  ip8.  Donc  ces  trois  perpendiculaires  exa&ement  paral¬ 
lèles  font  infinies ,  ou ,  comme  elles  n’en  font  qu’une  à  caufe 
de  leur  proximité  infinie ,  c’eft  un  Rayon  de  la  Développée 
infini ,  dans  le  cas  ou  la  courbure  eft  nulle. 

I I  jpp.  Donc  le  Rayon  de  la  Développée  infiniment  petit , 
répondant  à  la  courbure  infinie ,  ôc  le  Rayon  de  la  Déve¬ 
loppée  infini  à  la  courbure  nulle  ,  il  eft  aifé  de  voir  que  des 
Rayons  de  la  Développée  finis  répondront  aux  courbures 
finies,  ôc  de  plus  feront  en  raifon  renverfée  de  ces  courbures, 
ou  ces  courbures  en  raifon  renverfée  des  Rayons. 


/ 

Fin  de  la  première  Partie , 
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SECTION  PREMIERE. 

De  l' exactitude  du  Calcul  de  rinfi  ni. 

LE  grand  principe  &  le  plus  fécond  du  Calcul  de  l’Infini 
eft  de  faire  difparoître  toutes  les  grandeurs  d’ordres  infé* 
rieurs  devant  celles  qui  font  d’un  ordre  fupérieur.  Cette  mé¬ 
thode  laiffe  toujours  quelque  ombre  de  difficulté  dans  l’ef- 
prit  ;  on  croit  bien  que  les  grandeurs  que  l’on  ne  compte 
point ,  on  les  néglige  fans  erreur  fenfible  >  mais  enfin  n’y  eût- 
il  qu’une  erreur  infiniment  petite  ,  on  foupçonne  qu’il  y  en  a , 
&  on  croit  palfer  à  la  nouvelle  Géométrie  une  forte  de  licen¬ 
ce.  Ccft  ce  que  je  vais  examiner. 

Ddd 


1? ex  attitude 
demande  que 
lesgrandeurs, 
qu  on  néglige 
dans  le  Cal¬ 
cul  de  l' Infi¬ 
ni  ,  [oient  né¬ 
gligées  comme 
elles  le  font . 
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1200.  Soit  un  Triangle  reCtangle  hofcele,  dont  la  hauteur 
&  la  bafe  foient  chacune  *  par  ex.  =  4  ,  Faire  fera  la  moitié 
du  quarré  de  4  ,  c’eft  2  dire  8. 

Je  puis  prendre  cette  aire  autrement.  Je  divife  la  hauteur  4 
en  quatre  parties  égales  ,  &  par  chaque  point  de  divifion  je 
mene  des  parallèles  à  la  bafe,  que  j’appelle  autant  de  bafes. 
Elles  croiflent  comme  les  nombres  naturels  132,3,4.  De 
plus  par  l’extrémité  où  chaque  bafe  rencontre  Fhypotenufe,je 
tire  une  perpendiculaire  fur  la  bafe  fuivante  ,  &  je  vois  que 
Faire  du  triangle  eft  exactement  remplie  par  trois  parallélo¬ 
grammes  reûangles,  &  quatre  petits  triangles  rectangles  ifof- 
celes.  Les  parallélogrammes  font  formés  des  bafes  1,2,3, 
multipliées  chacune  par  la  hauteur  1,  &  par  conféquent  leur 
fomme  eft  celle  des  trois  premiers  nombres  naturels,  qui  eft 
3 z  -f*  3 


=  <5.  Les  triangles  font  chacun  ==  \  y  ce  qu’il  eft  très- 

aifé  de  voir  ,  &  il  y  en  a  quatre.  Donc  leur  fomme  eft  \  x  4 
=  2.  La  fomme  totale  qui  fait  Faire  du  triangle  eft  6  -4—  2 
s=  8.  Les  deux  méthodes  pour  trouver  Faire ,  font  donc 
toutes  deux  exactes,  &  le  font  également. 

En  général  n  étant  dans  la  2de  méthode  le  nombre  des 
divifions  de  la  hauteur  du  triangle ,  ou  celui  de  fes  bafes  ,  on 

■  Z  — — — 

aura  pour  la  fomme  des  parallélogrammes  1  1~.  b. 


&  pour  celle  des  petits  triangles  ~ ,  &  pour  Faire  totale 

—  2  — -  ■  ■■  ■ 

~ — n — —L  -4 — !L  J  qUe  je  laiffe  exprès  fous  cette  forme  , 

parce  que  la  ire  partie  de  cette  grandeur  complexe  appartient 
aux  parallélogrammes  feuls,  ôt  la  2de  aux  petits  triangles  feuls* 
1201.  Si  ce  triangle  fini,  qu’on  vient  de  confidéret,  eft 
conçu  prolongé  à  l’infini ,  de  forte  que  fa  hauteur  &  fa  bafe 
foient  chacune  =  00 ,  il  eft  certain  que  par  la  1 re  méthode 

00 1 

fon  aire  —  eft  parfaitement  exaCte.  Si  on  y  applique  la  2de, 
en  y  concevant  à  l’infini  les  parallélogrammes  ôt  les  petits 
triangles ,  dont  on  a  déjà  vu  les  premiers  dans  le  Fini ,  Faire 
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fera  — ~  LdrJ?lzl  -4-  Or  pour  être  exaCte  ,  il  faut 

qu’elle  foit  =  ce  qui  ne  fe  peut,  à  moins  que  dans 
i’expreffion  de  faire  par  la  idc  méthode,  on  ne  néglige  £° 
- 1  devant  oo1  &  oo ,  20  ■—  dans  la  ire  partie  de  la  gran¬ 
deur  complexe ,  30  encore  —  dans  la  2de.  Il  eft  donc  vrai 

que  loin  que  ce  foit  une  efpece  de  licence  ,  &  une  inexacti¬ 
tude  de  négliger  les  grandeurs  d’un  ordre  inférieur  devant 
une  grandeur  d’un  ordre  fupérieur,  cela  eft  abfolument  nécef- 
faire  pour  la  parfaire  exactitude ,  du  moins  en  cette  occafion. 

1202.  Il  fera  bon  d’examiner  plus  particulièrement  pour¬ 
quoi  fexaétitude  demande  que  les  grandeurs  négligées  le 
foient.  Les  parallélogrammes  qui  entrent  dans  le  Triangle  in¬ 
fini,  ôcdont  la  fomme  eft  celle  de  la  Suite  naturelle,  ont  pour 

fomme  entière  ,  car  j’y  néglige  déjà  le  —  1 ,  qui  ne 

peut  pas  faire  de  difficulté ,  il  n’y  en  peut  avoir  que  fur  ~ 
négligé.  La  Formule  de  la  fomme  des  nombres  naturels  étant 

9  ^  n^ceffaire  (iue  T  foit  toujours  d’autant  moin¬ 
dre  par  rapport  à  —  que  n  eft  un  plus  grand  nombre ,  & 

la  fomme  ne  peut  avoir  le  caraCtere  d’être  pouffée  à  l’infini , 
que  quand  n  n’eft  rien  par  rapport  à  nn ,  fans  quoi  elle  feroit 
parfaitement  de  la  même  condition  qu’une  progreffion  arith¬ 
métique  d  un  nombre  fini  de  termes.  Ce  feroit  donc  une 
contradiction,  que  n  fût  quelque  chofe  dans  nn  — b-  n  pouffée 
à  f  infini ,  &  rien  n’eft  plus,  contraire  à  PexaCtitude  d’un  cal¬ 
cul  que  d*y  renfermer  une  contradiction  avec  la  fuppofition 
qu’on  a  faite. 

1203.  Mais  la  fomme  exaCte  des  parallélogrammes  du 

triangle  infini  étant  — —  ,  il  femble  que  le  2^  —  y  devient  né- 
ceffaire  pour  l’exactitude,  ôc  qu’il  faut  l’y  joindre  pour  faire 
la  fomme  des  petits  triangles,  car  chacun  d  eux  étant  ==■£, 
&  leur  nombre  =  00,  leur  fomme-eftjuftement ces 

Ddd  ij 
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petits  triangles  exiftent  réellement  dans  le  triangle  infini  aufïî- 
bien  que  dans  le  fini  ,  ôc  pour  avoir  Faire  exaéte  ,  il  faut  y 
faire  entrer  tout  ce  qu’elle  contient.  Comment  le  fera-t  elle 
davantage ,  fi  on  en  retranche  quelque  chofe  de  ce  quelle 
contient  réellement  ? 

Voici  la  Solution.  Si  l’on  conçoit  que  dans  la  Figure  du 
triangle  fini  qu’on  a  pofé  d’abord ,  il  n’y  ait  point  d’hypote- 
nufe,  ôc  que  par  conféquent  il  n’y  refte  d’efpaces  tracés  que 
ceux  des  trois  parallélogrammes  ,  il  eft  certain  que  le  tout 
n’eft  point  une  Figure  triangulaire, mais  une  efpece  de  Figure 
à  échelons.  Il  lui  manque,  pour  être  triangulaire,  une  hypo- 
tenufe  actuellement  tracée,  qui  pafsât  par  les  extrémités  des 
quatre  bafesparalleles^ôc  cette  hypotenufe  tracée  feroit  naître 
quatre  petits  triangles  ifofceles.  Si  on  divife  la  même  hau¬ 
teur  en  un  nombre  quelconque  fini  plus  grand  que  4,  &  que 
par  tous  les  points  de  divifion  on  tire  des  bafes  parallèles 
croiffantes  félon  la  progrefiion  des  nombres  naturels ,  ôc  que 
l’on  ne  trace  point  d ’hypotenufe ,  la  Figure  n’elt  point  plus 
un  triangle  qu’elle  ne  l’étoit,  mais  une  Figure  à  un  plus  grand 
nombre  d’échelons,  ôc  à  un  plus  grand  nombre  de  parallé¬ 
logrammes  croiffans ,  ôc  elle  n’a  point  plus  qu’elle  ne  les 
avoit  ces  petits  triangles,  qui  la  rendroient  triangulaire,  ôc  qui 
ne  lui  peuvent  être  donnés  que  par  une  hypotenufe  aCtuelle. 
Mais  li  la  hauteur,  toujours  la  même ,  eft  divifée  en  un  nom¬ 
bre  de  parties  =  GO,  ce  qui  rend  les  bafes  parallèles  infini¬ 
ment  proches ,  alors  fans  rien  de  plus  la  Figure  eft  triangu¬ 
laire  ,  la  fuite  des  extrémités  de  fes  bafes  lui  fait  feule  une 
hypotenufe ,  qui  n’a  pas  befoin  d’être  autrement  tracée,  com¬ 
me  elle  en  avoit  befoin  quand  les  bafes  étoient  Animent 
diftantes ,  ôc  par  conféquent  dans  cette  derniere  fuppofition 
de  l’infini ,  il  n’eft  pas  néceffaire ,  afin  que  la  Figure  foit  un 
triangle ,  de  lui  concevoir  les  petits  triangles ,  comme  il  eût 
été  nécelfaire  dans  toutes  les  fuppofitions  du  Fini. 

Je  dis  qu’il  n’eft  pas  néceffaire  de  les  concevoir ,  car  il  eft 
certain  qu’on  le  peut ,  mais  pour  mettre  une  différence  effei> 
îielle  entre  le  cas  du  Fini }  ôc  celui  de  l’Infini ,  il  fuffit  qu’une 
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même  chofe  foit  néceffaire  dans  l’un  &  non  pas  dans  l’autre. 

Tout  fe  réduit  donc  à  ceci,  que  dans  le  triangle  fini  la 
proximité  infinie  des  bafes  rend  non-néceffaire  la  confidéra- 
tion  des  petits  triangles  ,  quoiqu’exiftans.  Or  dans  le  Trian¬ 
gle  infini  fuppofé,  les  bafes  Animent  diftantes  font  aufïi  infi¬ 
niment  proches  que  celles  du  triangle  fini ,  qui  ont  des  dis¬ 
tances  =—.  Donc  dans  le  Triangle  infini, la  confidération 

des  petits  Triangles  ou  de  la  fomme  —  n’eft  pas  néceffaire. 

Or  fi  elle  n’eft  pas  néceffaire ,  ce  feroit  une  Superfluité  que 
de  remployer  ,  &  toute  Superfluité  eft  contre  l’exaétitude. 
Donc ,  &c. 

1204.  La  raifon  de  l’art,  précédent  fe  joint  encore  à 
celle-ci.  Quand  on  a  fait  une  fuppofition  d’infini ,  il  faut  que 
tout  ce  qui  en  peut  porter  le  caractère  ,  le  porte. 

1205*.  Le  raifonnement  qu’on  vient  de  faire  dans  l’art. 
1203,  fuppofe  que  l’hypotenufe  du  triangle  fini  étoit  Suffi¬ 
samment  tracée  par  les  extrémités  des  bafes  parallèles  infini¬ 
ment  proches,  &  cela  eft  vrai  en  général.  Une  ligne  quel¬ 
conque  eft  Suffisamment  tracée ,  quand  la  pofition  de  tous  fes 
élémens  eft  déterminée  ;  ainfi  fi  on  avoit  une  Suite  de  points 
infiniment  proches,  également  &  Animent  diftans  d’un  même 
point ,  le  Cercle  feroit  Suffisamment  tracé ,  quoique  les  in¬ 
tervalles  infiniment  petits  des  points  ne  fuffent  pas  remplis 
par  de  petites  droites,  mais  la  pofition  de  ces  petites  droites, 
élémens  du  Cercle,  étant  toujours  déterminée  par  deux 
points  confécutifs,  cela  fuffiroit,  puifqu’il  feroit  impoffible 
qu’une  autre  ligne  qu’un  Cercle  eût  fes  élémens  pofés  entre 
ces  points.  Dans  un  Triangle  fini,  dont  les  bafes  font  Ani¬ 
ment  diftantes ,  leurs  extrémités,  qui  le  font  pareillement,  ne 
déterminent  point  la  pofition  des  élémens  d’une  hypotenule 
finie  qui  devroient  être  infiniment  petits,  6c  cette  hy  potenufe 
n’eft  point  par  conféquent  fuffiSamment  tracée  par  les  extré¬ 
mités  de  ces  bafes ,  mais  dans  le  triangle  infini  l’hypotenufe 
l’eft  (uffifamment  par  les  extrémités  des  bafes  parallèles, quoi¬ 
que  Animent  diftantes  ,  parce  que  les  élémens  de  cette  hypo- 
tenufe  infinie  font  finis.  Ddd  iiji 


3i)S  E  LE  MENS  DE  LA  Ge'OME'tRIE 

i  206".  Soit  un  triangle  fini  redangle  ifofcele  ,  dont  la 
hauteur  ôc  la  baie  foient  chacune  ===^i.  Son  aire  fera  =====  f, 
ôc  elle  efr  exacte.  Si  l’on  confidere  ce  triangle  comme  formé 
d’une  infinité  de  parallélogrammes  infiniment  petits ,  croif- 
fans  félon  la  Suite  naturelle  ,  ôc  de  petits  triangles  ifofceles 
tous  égaux,  la  fomme  de  ces  parallélogrammes,  qui  fondes 
bafes  ôcc.  i  ,  multipliées  chacune  par  la  hauteur 

—  ,  fera  —  x  —  ==  =====  - ,  ôc  la  fomme  des  petits 

GO  z  00  GO  j.  00  “  1  1 

triangles  dont  chacun  efi:  —  x  —  x  - ,  fera  — x  go  =  -ï— , 

°  COOO2-7  ZOO1  1  co  * 

par  conféquent  faire  totale  fera  \  —b-  ,  ou  il  faut  négli¬ 

ger  pour  fexaflitude.  Il  efi;  aifé  de  voir  que  félon  cette 

fécondé  idée  ,  le  triangle  fini  efi  formé  d’une  Suite  infinie, 
qu’il  devient  un  véritable  Infini,  &  en  prend  les  propriétés. 

1207.  Si  les  grandeurs ,  que  le  Calcul  de  l’Infini  néglige 
dans  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  ,  ou  de  toute  autre  pro- 
greffion  femblable  ,  y  font  négligées ,  non  par  une  efpece  de 
licence,  mais  pour  la  parfaite  exaâitude,  il  en  ira  de  même 
de  celles  que  ceCalcul  néglige  dans  les  fouîmes  de  toutes  les 
autres  progreffions  formées  feion  d’autres  loix ,  par  ex.  dans 
celles  des  nombres  naturels  élevés  amquarré,  au  cube,  ôc c. 
comme  on  fa  vu  dans  les  art.  211,223,  ôcc.  ôc  en  général 
de  toutes  les  grandeurs  négligées  par  le  même  principe.  Donc 
le  Calcul  de  l’Infini  eft  auffi  exaêl  que  celui  du  Fini. 

1208.  Les  bafes  infiniment  proches  du  Triangle  fini  peu¬ 
vent  ,  en  confervant  cette  même  proximité  ,  être  conçues 
comme  changées  en  d’autres  lignes  qui  croîtront  félon  d’au¬ 
tres  loix ,  ôc  dès  qu’elles  ne  feront  plus  en  progreffion  arith¬ 
métique  ,  leurs  extrémités  traceront  des  Courbes ,  dont  les 
aires  pourront  être  calculées  comme  celle  du  Triangle,  fi  on 
a  les  fournies  des  Suites  que  ces  lignes  fuivront  ou  repréfen- 
teront. 
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Application  de  la  Théorie  des  Infinis  radicaux ,  &  de  celle 
des  fiommes  des  Suites  aux  Efipaces  Hyperboliques . 

1 20p.  POient  routes  les  Hyperboles  poftibles  ,  c’eft-à- 
^3  dire  toutes  celles  de  tous  les  differens  degrés  9 
comprifes  entre  les  mêmes  Afymptotes^qui  faffent  entr’elles 
un  angle  droit,  &  dont  Tune  eft  Taxe  commun  de  toutes  les 
Hyperboles ,  &  l’autre  doit  devenir  leur  derniere  Ordonnée 
infinie.  J’appelle  par  cette  raifon  la  première  Afymptote  x9  ôc 
l’autre  y.  L’origine  ou  fommet  de  toutes  ces  Hyperboles  eft 
le  même  ^  ôc  il  eft  au  point  qui  répond  à  x  =  a.  Il  s’agit  de 
trouver  quels  font  les  efpaces  compris  entre  chaque  Hyper¬ 
bole  ôc  fes  deux  Afymptotes,  à  compter  ces  efpaces  depuis 
l’Ordonnée  terminée  à  l’origine  commune  des  Hyperboles 
jufqu’à  l’extrémité  de  chaque  Hyperbole  de  l’un  ôc  de  l’autre 
côté. 

Il  eft  connu  de  tous  les  Géomètres  qu eydx  eft  l’élément 
ou  l’infiniment  petit  de  tous  les  efpaces  curvilignes ,  de  forte 
que  tous  les  Elpaces  Hyperboliques  ou  Afymptotiques  ne 
font  que  la  fomme  d’une  Suite  infinie  d eydx. 

Si,  félon  la  fuppofition*  on  compte  ces  Efpaces  depuis 
l’origine  commune  des  Hyperboles  ,  les  jydx  font  une  Suite 
infiniment  infinie ,  lorfqu’on  les  prend  depuis  cette  origine 
jufqu’à  F  extrémité  de  l’Afymptote  x  y  qui  eft  aufti  l’axe  com¬ 
mun  ,  car  de  ce  côté-là  x  ==  oc.  Mais  fi  on  prend  ces  efpaces 
de  l’autre  côté  de  l’origine  des  Hyperboles  jufqu’au  point  de 
concours  des  Afymptotes*  qui  eft  l’origine  des  x,  la  Suite 
des  y  dx  eft  Amplement  infinie y  car  de  ce  côté-là  l’axe  n’eft 
que  x  —  a. 

1210.  Toute  Hyperbole  a  deux  branches  y  dont  l’une  de¬ 
vient  parallèle  à  fon  axe,ôc  l’autre  perpendiculaire  à  ce  même 
axe }  toutes  deux  au  bout  d’un  cours  infini  y  ou  >  ce  qui  eft  la 


/ 
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même  *chofe ,  toute  Hyperbole  au  bout  d’un  cours  infini, 
vient  à  fe  confondre  d’un  côté  avec  l’Afymptote  x  ,  qui  eft 
l’axe^  &  de  l’autre  avec  l’Afymptotejy  ,  qui  eft  une  Ordon¬ 
née  infinie.  Donc  d’un  côté  y  devient  infiniment  petit }  ôc 
de  Pautre  infiniment  grand.  Mais  ces  deux  Infinis  ont  befoin 
d’être  bien  caraâérifés. 


1211.  Je  fuppofe  d x  confiant,  ou  toujours  =  -^-,  non 

feulement  pour  chaque  Hyperbole  en  particulier ,  mais  pour 
toutes,  de  forte  qu’il  fera  le  même  dans  toutes.  Du  côté  de 
l’Afymptote  a1  ,  il  eft  bien  clair  que  fera  --^-jufqu’à  l’ex¬ 
trémité  des  Hyperboles, puifque  là  elles  font  parallèles  à  cette 
Afymptote,  mais  de  l’autre  côté,  où  elles  font  perpendicu¬ 
laires,  dx  fera  encore  =  -L-dans  la  perpendicularité,  parce 

que  toute  Hyperbole  s’y  confondant  avec  une  Afymptote 
perpendiculaire ,  fon  dernier  dy  fera  ==  oo ,  ou  de  cet  ordre 
(864,  S6$ ,  8  66),  çe  qui  emporte  qu’il  fuffit  que  le  dernier 
dxi bit  de  deux  ordres  au  deiïbus  de  ce  dy,.c  eft-à-dire  =  — . 


1212.  Au  point  de  concours  des  Afymptotes  *  l’axe  a*  eft 
s=  ~ ,  donc  (1211)  =  dx ,  qui  répond  à  P  Afymptote  ou 

Ordonnée  perpendiculaire ,  &  il  eft  le  même  que  ce  dx . 

1213.  Comme  nous  déterminons  par  les  derniers  termes 

des  Suites ,  fi  leurs  fommes  font  finies  ou  infinies ,  il  faut  voir 
quelle  fera  des  deux  côtés  des  Hyperboles  la  derniere  gran¬ 
deur  ydx.  Or  pour  avoir  le  dernier  y  dx  de  Pun  ôc  de  l’autre 
côté ,  il  faut  du  côté  où  les  Hyperboles  arrivent  au  parallélis¬ 
me,  fuppofer  x  =====  oc,  ce  qui  eft  clair,  ôc  de  l’autre  a  =====  , 


puifque  c’eft  à  ce  point  qu’elles  arrivent  à  la  perpendicularité. 
calcul  de  u  1214.  Soit  l’Hyperbole  ordinaire ,  ou  l’unique  du  2a  de- 

grandeur  in-  gr^  y  QU  X  .  a  \  \  a  .y. 

fiZej“Jef-  Si  x  =  00  ,y  =  ,  &  dx  =  ■£. }  à  caufe  du  paraMifme  , 

VoZmPdl'  donc  le  dernier  ydx  =  x  -L-  =  — ^ .  Or  de  ce  côté- là  la 

d  _  WW  wO 


00  1 


Suite  des  ydx  eft  infiniment  infinie  (  1205)  ),  donclafomme 
grés,  des ydxeü. infinie  (635),  ou  l’efpace  afymptotique  eft  infini. 

Si 
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Si  x  s=  ~  y  y  =  00  y  ôcdx^—yh  caufe  de  Y Afymptote 

perpendiculaire  (1211  ôc  1 2 1 2) ,  ou  dx  x  —  — .  Donc 

00 

y  d x  eft  alors  ==  00  x  =====  1 .  Or  la  vSuite  des^d*  eft  fini- 

plement  infinie  (  120.9)  >  donclafomme  en  eft  infinie  (  5 10  ) 
ou  Tefpace  eft  infini. 


a \  y\ 

SI  x 

-00, 

-  1  ,  &  7  — 
00  ^ 

-^--.ydx  — —  x  1 

7  T  QOj 

r/}  OO 

r  -  - —  1 

T 

ro 

Donc  (1205  &  63 y) , 

l’elpace  eft  infini. 

Six- 

—  —  *= 
00  y 

=  00,  &7 — 

r_  ï 

=  oo*.  Donc^é/x  — *  oc- 

*  oo 

-i-j.  Donc 

T 

(  1209  &  60 p  )  l’efpace  eft  fini. 

12  ïé. 

00 

Soit  la  2de 

Hyperbole 

du  $mc  degré  y  où  x\  cf 

:  :  æ. 

Six= 

=00,7= 

—  yfdx  *= 
00  i 

=  -lyDonc  (63  6)l’efpaçe 

eft  fini. 

S  i  AT  s= 

-à-»/ — 

CG1yj/dx— 

=00.  Donc  l’efpace  eft  in- 

fini  (tfn 

)• 

1217. 

Soit  la  i' 

*  Hyperbole  du  4mî  degré,  où  x.  <7 

:  :  a\  y\ 

Si  x  - 

—  00,75  = 

00 

— ydx - -H*  Dong 

T  3 

i’efpace  eft  infini. 


00. 


00 


1 

7 


Sïx==-7^)yi=*CiG,y=GGi',ydx=*-  60  5 


00 

—  z 

oo  r  s 


00 


OO  5, 


■r.  Donc  l’efpace  eft  fini. 


00 


i2i 8,  Soit  la  2de  Hyperbole  du  4™  degrés  ou  ,v’>.  at 

E  e  e 


\-.a.y 


402  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
•  Si  at  =  CO) j'  —  —ï-j  ,ydx = “-4«  Donc  l’efpace  eft  fini. 

Si  .v  =  —9  J  "  co 3  yydx  =  OQ1 .  Donc  Pefpace  eft  infini. 

V 

§ue  toutes  121 5).  De  même  pour  les  quatre  Hyperboles  du  yme  de- 
Hyperbo-  gré ,  on  trouvera*  en  fuivant  le  même  ordre  dans  ce  degré 

lceiïe  eduK*  que  dans  les  précédens  *  c’eft-à-dire  *  en  commençant  par 
degré ,  ont  un  l’Hyperbole  *  où  x  ira  qu'une  dimenfion  *  ôc  commençant  la 
^Afympo-  comparaifon  des  deux  côtés  de  chaque  Hyperbole  par  celui 

tiques  infini ,  OÙ  X  =:  CC  y  que 

&  l'autre  .  . 

fini.  C  jdx  —  — >  efpace  infini. 

Pour  la  ireHyperb.<  i  00 

J  ^  =  4.ydx  ~  i  efpace  fini, 

C  OQ4 


Pour  la  2de 


Pour  la  3me 


Pour  la  4mc 


ydx  ==— ^  ,  efpace  infini 


00 


^  =  oo \ydx~-ï—Ly  efpace  fini. 


00 


^c/at  efpace  fini, 


00 


yæOOi.ydx^cci  y  efpace  infini. 


y  dx  =  ^  efpace  fini, 

r»  *• 

/  =  oo4./  J  a;  =  oo%  efpace  infini. 


Il  eft  aifé  de  juger  qu’il  en  ira  de  même  de  toutes  les  autres 
Hyperboles  des  degrés  fupérieurs*  ôc  quelles  auront  toutes 
en  général  un  de  leurs  efpaces  afymptotiques  fini  y  ôc  l’autre 
infini.  Il  n'y  a  que  l’Hyperbole  ordinaire  qui  les  ait  tous  deux 
infinis.  Cela  s'accorde  avec  ce  que  M.  Varignon  a  démontré 
fur  cette  matière  par  une  voie  toute  différente  dans  les  Mé¬ 
moires  de  l’Académie  des  Sciences  de  l’année  170 6* 


DE  l’  I  N  F  I  N  i.  Partie  11.  Setf.  II.  40? 
1220.  En  obfervant  dans  les  Hyperboles  du  yme  degré 
la  Suite  des  derniers  ydx ,  du  côté  où  x  =  00  ,  qui  font 

— V  >  -V  )  -V  )  “~r  =  -V  >  on  voit  tout  d’un  coup  qu’ils 

4  T  I  00  l 

00  00  00  00 

font  tous  des  ,  dans  lefquels  oo  a  toujours  un  expofant 

fractionnaire  ,  dont  le  numérateur  efl:  confiant ,  &  égal  au 
nombre  qui  exprime  le  degré  des  Hyperboles^ôc  les  dénomi¬ 
nateurs  y  à  commencer  par  le  Ier ydx  de  la  Suite  j,  font  le 
nombre  du  degré  des  Hyperboles  —  i ,  &  après  lui  tous  les 
nombres  naturels  jufqu’à  i  inclufivemenr.  Cela  fe  trouve  ainfi 
dans  les  ydx  correfpondans  des  Hyperboles  du  $me  degré , 

car  ces  ydx  font  (  1 2 1  y  &  1216).  Par-là  il  fem- 

Z  I 

00  00 

ble  d’abord  que  ces  ydx  dans  le  4mc  degré  devroient  être 
— Y ,  ,  —4- ,  cependant  il  n’y  en  a  que  deux  qui  font 

3  T  T 

00  00  00 

^  (1217  &  1218)  ôc  -V  y  manque.  Mais  cela 

3  T 

00  00 

vient  de  ce  que  l’Hyperbole  à1  ::  ar.y~  >  qui  feroit  la 
moyenne  de  ce  degré ,  y  manque  auffi  >  parce  qu’elle  n’efl  que 
PHyperbole  x.  a  ::  a.  y  du  2d  degré  y  &  fi  onia  remettoit 

dans  ce  ^mc  degré  y  ydx  =  — s’y  trouveroit  auflî*  Donc 

Z 

00 

l’ordre  que  fuivent  les  derniers/^  de  chaque  degré  pris  du 
côté  où  x  ==  oc  efl:  général  avec  la  reftriCtion  que  les  ydx 
des  Hyperboles  réductibles,  &  qui  auront  été  réduites  y  man¬ 
queront  y  &  abfolument  général  fi  toutes  les  Hyperboles  ont 
été  irréductibles  ^  ou  fi  les  réductibles  n’ont  pas  été  réduites, 
par  exemple  y  ces  ydx  y  dans  les  Hyperboles  du  7me  degré  y 

feront  -V  ,  -^7  >  -V  >  >  -V  >  'à'?*  Et  ^ans  le  tfme 

6  5  4  3  Z 

00  00  00  00  00 

degré  ils  feront  ^  ,  "V  >  -4  >  ~6  >  ou  feulement 

5  4  3  z 

00  00  00  00 

*■  J  •f  '*^  I  • 
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— —6  &  ,  parce  que  tous  les  autres ,  ayant  des  expofans 

CO 

réductibles,  auront  appartenu  à  des  Hyperboles  réductibles 
auffi  5  ôc  abaiffées  à  des  degrés  inférieurs. 

1221.  Lesydx  ,  pris  du  côté  où  a;  =====  ~ ,  ne  fuivent  point 

d’ordre  fenfible ,  mais  lesjy  en  fuivent  un  qui  l’eft  beaucoup , 
&  c’eft  pour  cela  qu’on  les  a  marquées  dans  la  petite  Table 
des  Hyperboles  du  5*me  degré  ,  ôe  non  lesjy  qui  répondoient 
aux  autresjy^v.  L’Afymptote y  eft  pour  les  deux  Hyperboles 

i_ 

du  3me degré  oo1  ôc  co*(i2i5  &  1216)  ,  pour  les  deux 
du4me  oc3  &  oc3  (  1217  &  1218  ) ,  pour  les  quatre 

i.  i  i 

du  j^gc4,  oo3  ,  goz,  &  co4  (i2ip).  D’où  l’on  voit 
que  ces  Afymptote  y  font  toujours  dans  chaque  degré  GO 
avec  un  expofant  fractionnaire ,  dont  les  numérateurs  font 
les  nombres  naturels  depuis  i  jufqu’au  nombre  du  degré  des 
Hyperboles  moins  i ,  &  les  dénominateurs  les  mêmes  nom¬ 
bres  dans  un  ordre  renverfé.  Ces  y  étant  ainfi  trouvés  ,  il  eft 
aifé  d’avoir  lesydx ,  puifqu’il  n’y  a  qu’à  multiplier  chaque  j? 
par  Par  exemple  *  dans  le  jmc  degré  les  Afymptotes  y 

L  h  1  ±  1  £ 

feront  oo6  ,cc' ,  go4,  go3  ,  ooz  ,  oo'&parconféquent 

il 

lesydx,  — '-L,  — ^ 4 ,  oo5 ,  oo1,  oo’. 

6  S  4 

00  00  00 

1222.  Ces ydx  font  toujours  ou  infiniment  petits ,  ou 
infinis.  Les  infiniment  petits  répondent  aux jy  infinis,  dont 
l’expofant  eft  une  pure  fraCtion ,  &c  les  infinis  répondent  aux 
y  ,  dont  l’expofant  eft  une  fraCtion  mixte ,  ou  un  entier.  Or 
quand  lesydx  font  infiniment  petits ,  l’efpace  eft  fini ,  &  il  eft 
infini ,  quand  ils  font  infinis.  Donc  quand  les  Afymptotes^y 
font  des  Infinis  purs  radicaux ,  l’efpace  eft  fini  de  ce  côté-là, 
&  infini  quand  ce  font  des  Infinis  radicaux  mixtes  ou  po¬ 
tentiels. 

122  j.  Et  comme  quand  l’efpace  eft  fini  ou  infini  de  ce 
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<côtë-là  ,  il  eft  le  contraire  de  l’autre  côté  y  la  connoiffance 
de  Tordre  d’infini  >  dont  eft  TAfymptote^  j  fuffit  donc  pour 
juger  de  quel  côté  eft  Tefpace  fini  &  l’infini. 

1224.  Du  côté  où  x  =  x  jon  peut  juger  immédiate¬ 

ment  par  les  ydx  fi  Tefpace  eft  fini  ou  infini.  Car  ces  ydx 
étant  tous  infiniment  petits ,  &  fuivant  toujours  Tordre  de 
l’art*-  I2ip,  tant  que  le  dénominateur  de  Texpofant  de  leur  00  * 
toujours  moindre  que  le  numérateur  &  toujours  décroiffant  9 
n’eft  contenu  qu’une  fois  plus  une  fra&ion  dans  le  numéra¬ 
teur  ,  Tefpace  de  ce  côté  là  eft  infini ,  &  fini  quand  ce  déno¬ 
minateur  eft  contenu  dans  le  numérateur  plus  de  deux  fois. 
Il  faut  remarquer  que  ce  dénominateur  ne  peut  jamais  être 
contenu  deux  fois  fans  refte  dans  le  numérateur ,  car  alors 
Texpofant  auroit  été  rédudible  y  &  l’Hyperbole  correfpon- 
dante  n’appartiendroit  plus  au  degré  fuppofé  >  mais  feroit 
toujours  celle  du  où  cet  ydx  (  1214),  &* produit 

un  efpace  infini.  r 

1  22 y.  Il  eft  aifé  de  voir  par  la  nécefïïté  du  calcul  &  patf 
Tordre'qu’il  doit  tenir  y  que  tous  les  cas  où  TAfymptote y  eft 
un  Infini  radical  y  mixte  ou  potentiel  y  ou  ceux  où  j ydx  eft  un 
dont  Texpofant  eft  tel  que  le  dénominateur  eft  contenu 

dans  le  numérateur  plus  de  deux  fois  y  qui  font  tous  les  cas  de 
Tefpace  fini  du  côté  où  x  =  00  y  viennent  &  doivent  venir 
d’Hy  pttboles  où  x  a  plus  de  dimenfions  que  y  y  &  que  les  cas 
oppofés  tiennent  d’Hyperboles  où  x  a  moins  de  dimenfions 
quejy.  Donc  en  comparant  enfemble  toutes  les  Hyperboles 
d’un  degré  quelconque  y  toutes  celles  où  x  a  plus  de  dimen¬ 
fions  que  y  y  ont  leur  efpace  du  côté  de  TAfymptote  a:  fini  y  &c 
celui  du  côté  de  TAfymptote  y  infini  y  &  c’eft  le  contraire 
pour  les  Hyperboles  où  a-  a  moins  de  dimenfions  que  y. 

1225.  En  concevant  toutes  les  Hyperboles  comprifes 
entre  les  deuxmémes  Afymptotes  j,  on  eft  porté  à  croire  que 
ces  Afymptotes  font  deux  lignes  infinies  égales ,  mais  on  voit 
par  tout  ce  qui  a  été  dit  que  TAfymptote  x  étant  confiante  y 
TAfymptote  y  eft  toujours  variable  ;  &  plus  ou  moins  grande 

-  '  -y  >  «  •  • 
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que  x  £==  oo  dans  toutes  les  Hyperboles,  excepté  dans  celle 
du  2d  degré.  Elle  eft  toujours  plus  grande  ou  plus  petite  que 
oo,  au  moins  de  quelque  ordre  radical,  &  par  conféquent 
toujours  infiniment  plus  grande  ou  plus  petite. 

1227.  Toute  Hyperbole  étant  par  fa  branche  parallèle 
terminée  à  FAfymptote  x  confiante  ,  &  par  fa  branche  per¬ 
pendiculaire  à  FAfymptote  y  ,  toujours  infiniment  plus  ou 
'moins  grande  que  x ,  elle  a  donc  les  deux  branches  terminées 
à  un  infini  infiniment  plus  ou  moins  grand ,  ou  infiniment 
plus  ou  moins  grandes  l’une  que  l’autre.  Il  n’y  a  d’exception 
que  pour  l’Hyperbole  ordinaire ,  dont  les  deux  branches  font 
égales ,  ce  qui  vient  de  l’égalité  des  dimenfions  de  x  &  de yy 
qui  ne  fe  retrouve  dans  aucune  autre  Hyperbole. 

1228.  Dans  un  même  degré  FAfymptote  y  delà  irC 
Hyperbole  eft  d’un  ordre  radical  d’infini  d’autant  plus  bas* 
ôc  celledeladerniereHyperbole  d’un  ordre  potentiel  d’infini 
d’autant  plus  élevé,  que  le  degré  eft  plus  élevé.  Carie  degré 

étant  n,  l’une  eft  toujours  oc  ”-~I ,  êc  Pautre  00  (  1221).1 

122p.  Donc  afin  que  toutes  les  Hyperboles  poiïibles 
puiffent  fe  terminer  à  différens  points  d’une  même  Afynp- 
tote  y  y  il  faut  la  concevoir  =  oc1 00  y  FAfymptote  x  étant 
toujours  =====  00. 

1230.  Les  extrémités  de  toutes  les  Hyperboles  étant  con¬ 
çues  comme  arrangées  fur  cette  Afymptote  =  oc 00 ,  celles 
de  deux  Hyperboles  confécutives  d’un  même  degré  n’y  font 
pas  confécutives  :  mais  les  extrémités  de  quelques  autres  Hy¬ 
perboles  d’autres  degrés  fe  placent  entr’elles.  Il  eft  aifé  de 
fe  faire  quelques  exemples  de  cet  entrelacement,  êc  il  feroit 
inutile  de  le  confidérer  plus  en  détail. 

1231.  Les  dx  ont  été  fuppofés  les  mêmes  pour  toutes 
les  Hy  perboles.  Le  premier ydx  de  toutes  les  Suites  de ydx  , 
qui  font  pour  les  deux  côtés  de  chaque  Hyperbole  ,  eft  tou-* 
jours  le  même  à  caufe  de  l’origine  commune.  De-là  il  fuit 
que  pour  comparer  les  efpaces  Afymptotiques  de  deux  diffé- 
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tentes  Hyperboles  pris  du  même  côté  >  il  ne  faut  confidérer 
que  les  y  y  &  que  ces  elpaces  feront  comme  les  fommes  des 
y ,  bien  entendu  que  Ton  compare  efpace  fini  à  efpace  fini , 
ou  infini  à  infini.  De  plus  le  Ier  terme  de  toutes  les  Suites  de 
ydx  >  ou  y  étant  toujours  le  même  >  les  fommes  feront  d’au¬ 
tant  plus  grandes  ou  plus  petites  ^  que  le  dernier  terme  fera 
plus  grand  ou  plus  peut  >  car  le  nombre  des  termes  eft  tou¬ 
jours  le  même.  Ce  n’eft  pas  la  peine  d’entrer  dans  le  détail 
de  cette  confidération. 


* 
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SECTION  III. 

Sur  les  Rencontres  de  différentes  Courbes ,ou  de  différentes 

Branches  d’une  même  Courbe. 


Ce  que  c'efi 
que  ï inter fec- 
tton  l' at¬ 

touchement* 


? 


§fut  V inter - 
feciion  fe  fait 
par  un  feul 
point. 


y 


1232.  T  E  me  fers  du  mot  de  Rencontre  pour  avoir  un 
J  terme  général  qui  comprenne  les  Interférions  ôc 

les  Atiouchemens . 

Deux  Courbes  ne  peuvent  fe  rencontrer  fans  avoir  quelque 
parue  commune ,  ou  au  moins  fans  être  dans  quelque  par- 
tie  infiniment  proches  l’une  de  l’autre.  Le  2d  cas  femble  re¬ 
tomber  dans  le  1 er  y  c’eft-à-dire  >  que  deux  Courbes  qui  font 
en  quelque  partie  infiniment  proches  l’une  de  l’autre ,  fem- 
blent  avoir  cette  même  partie  commune  y  du  moins  à  l’œil 
êc  fenfiblement  ,  mais  il  eft  certain  que  les  deux  cas  font  dif- 
férens  en  eux-mêmes ,  ôt  peuvent  être  très-nettement  dis¬ 
tingués  par  la  penfée.  Le  1e1  eft  Xinterfeffion  &  le  zd  ïattou~ 
chement . 

1233.  L’interfedion  eft  donc  une  rencontre  plus  intime 
&  plus  parfaite  que  l’attouchement. 

1234.  La  moindre  partie  commune  que  deux  Courbes 
puiffent  avoir ^  auffi-bien  que  deux  droites  eft  un  point  abfolu* 
&  alors  les  deux  Courbes  fe  coupent.  Ce  font  proprement 
deux  côtés  infiniment  petits  des  deux  Courbes  qui  fe  cou¬ 
pent  précifément  comme  deux  droites ,  puifqu’ils  font  lignes 
droites  >  &  ils  ont  ce  point  commun. 

1235*.  Un  point  abfolu  n’a  point  de  pofitioh ,  &  par  con-i 
féquent  ce  point  commun  aux  deux  Courbes  ne  leur  don¬ 
ne  aucune  pofition  commune  par  rapport  à  un  même  axe 
auquel  on  les  rapporte, &  elles  confervent  dansl’interfedion* 
comme  feroient  deux  droites  y  les  deux  pofitions  différentes 
quelles  avoient. 

1236.  L’effet  néceffaire  de  Pinterfedion  eft  que  les  deux 
Courbes  étant  rapportées  à  un  même  axe ,  celle  qui  e'toit 
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extérieure  à  l’autre  par  rapport  à  cet  axe  devienne  intérieure , 

&  au  contraire  ,  ainfi  qu'il  arriveroit  à  deux  droites.  Il  eft 
vifible  que  cela  vient  des  deux  portions  différentes  des 
deux  Courbes ,  ôc  ne  pourroit  fubfifter  il  les  deux  politions 
étoient  la  même. 

1237.  Réciproquement ,  toutes  les  fois  que  la  Courbe 
extérieure  devient  intérieure  ,  il  y  a  interfeêiion. 

1238.  Les  Courbes  étant  conçues  comme  formées  de 
côtés  droits  infiniment  petis  du  icr  ordre,  fi  Ton  vouloir 
que  la  partie  commune  à  deuxCourbes  dans  une  interfe&ion 
fût  un  Infiniment  petit  du  2d  ordre,  cette  partie,  qui  ne  feroit 
pas  un  point  abfolu5auroit  donc  une  étendue  &  une  pofition, 

Sc  la  même  pofition  que  le  côté  du  icr  ordre  dont  elle  feroit 
partie, car  une  droite  a  la  même  pofition  dans  toute  fon  éten¬ 
due,  donc  les  deux  Courbes  auroient  dans  leur  interfeêlion 
la  même  pofition  par  rapporta  Taxe, donc  l’extérieure  nede- 
viendroit  pas  néceffairement  intérieure,donc  il  n’y  auroit  pas 
néceffairementd’interfeêlion  (  i23<5êt  1237  ), ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition.  Donc  il  y  a  contradiâion  quel’inter- 
feétion  fe  faffe  par  une  partie  commune  qui  foit  un  Infiniment 
petit  du  2e*  ordre.  Et  comme  ce  fera  le  même  raifonnement 
pour  tout  autre  Infiniment  petit  d’un  ordre  inférieur ,  fin- 
terfeôtion  ne  peut  donc  fe  faire  que  par  un  point  abfolu. 

1239.  Quand  même  on  concevroit  les  Courbes  formées 
de  côtés  du  2d  ordre,  oudu3me,  &c.  ce  feroit  encore  la 
même  chofe. 

1 240.  Si  deux  Courbes  fe  coupent ,  elles  ont  chacune 
au  point  d’interfeélion  leur  Tangente  particulière  &  diffé¬ 
rente  ,  car  ce  font  deux  côtés  différemment  pofés  par  rap¬ 
port  à  l’axe  commun  ,  qui  n’ont  de  commun  qu’un  point  ab¬ 
folu  (  1238).  Ces  deux  Tangentes  fe  trouvent  par  l’Equa¬ 
tion  de  chaque  Courbe.  Il  en  iroit  de  même  de  tel  nombre 

qu’on  voudroit  de  Courbes  qui  fe  couperoient.  comment  u 

1241.  Une  Ordonnée  terminée  à  une  Courbe,  ne  fe  nouvelle  Géo - 
termine  naturellement,  &  félon  l’ancienne  Géométrie,  qu’à  ™eme  confi~ 
-un  point  abiolu  de  cette  Courbe  ,  &.  comme  ce  point  na 
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une  étendue  point  de  pofition  ,  on  ne  peut  avoir  par  là  la  pofition  de 
ce  lHi  n'*!olt  l’Ordonnée  par  rapport  à  la  Courbe,  ou, ce  qui  eft  le  même  , 
ans*r  ancien-  T  angle  fous  lequel  elle  la  rencontre.  Mais  parce  qu'il  feroit 
extrêmement  avantageux  de  l  avoir,  la  nouvelle  Géométrie 
a  imaginé  une  Ordonnée  comme  en  étant  deux  parallèles 
entr’eiles  &  à  toutes  les  autres ,  toutes  deux  infiniment  pro¬ 
ches,  &  terminées  aux  deux  extrémités  d’un  côté  de  laCour- 
be,  qui eft  une  droite  infiniment  petite,  moyennant  quoi 
ces  deux  Ordonnées ,  qui  n’en  valent  qu’une ,  ont  une  po* 
fition  par  rapport  à  la  Courbe. 

Il  eft  clair  que, félon  cette  Hipothefe,  les  droites  ou  côtés 

dans  lefquels  la  Courbe  eft  divilëe,&  la  diftance  infiniment 

petite  qu’on  donne  à  deuxOrdonnées  qui  n’en  valent  qu’une* 

doivent  être  du  même  ordre  d’infiniment  petit.  Si  l’on  avoit 

concu  les  Courbes  comme  formées  de  droites  infiniment 
* 

petites  du  2d  ordre,  il  auroit  fallu  concevoir  les  deux  Or¬ 
données  ,  qui  n’en  auroient  valu  qu’une,comme  n’étant  fé- 
parées  que  par  un  intervalle  infiniment  petit  du  2d  ordre  * 
&  toujours  ainfi  de  fuite  fi  les  côtés  avoient  été  d’un  ordre 
plus  bas  que  le  2d.  Mais  il  a  fuffi  de  les  concevoir  du  Ier  * 
&  dans  cette  Hipothéfe  les  deux  Ordonnées  en  font  fujfi- 
Jamment  une ,  quand  elles  font  féparées  par  un  intervalle  du 
1er  ordre. 

Je  dis  fuffijamment  >  car  elles  ne  font  point  exactement  & 
rigoureufement  une.  Elles  le  feroient  davantage  fi  elles  n’é- 
toient  feparées  que  par  un  intervalle  du  2e1  ordre ,  encore 
plus  fi  l’intervalle  étoitdu  31  ",Ôcc.Mais  elles  ne  le  feroient 
point  encore  exactement  &  rigoureufement, &  cela  ne  peut 
être  que  quand  elles  partiront  du  même  point  abfolu,  &  ne 
feront  féparées  par  aucun  intervalle.  Mais  alors  elles  fe  ter- 
mineroient  auffi  à  un  point  abfolu  de  laCourbe,  &  11  auroient 
aucune  pofition  par  rapport  à  elle.  On  perdroit  donc  un 
avantage,  Ôt  le  feul  moyen  de  le  conferver  eft  de  concevoir 
toujours  deux  Ordonnées  d’une  proximité  non  abfolue,mais 
telle  quelles  foient fuffifaminent  une. 

Quelle  cfi  u  1242.  LaK.egle  de  cette  fuffifance  eft  quelles  foient  in- 
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Animent  plus  proches  que  deux  autres  que  l’on  eftnécedai-  de  cette 
rement  obligé  de  prendre  pour  deux  ,  tant  qu’elles  ne  font 
que  d  une  certaine  proximité  déterminée.  Ainfi  parce  que  ùon . 
deux  Ordonnées  étant  féparées  par  un  intervalle  fini  ,  quel¬ 
que  petit  qu’il  foitj  il  eft  indifpenfable  de  les  prendre  pour 
deux  ;  elles  feront  fuffifamment  une,  lorfqu’onles  concevra 
infiniment  rapprochées^  ou  féparées  feulement  par  un  inter¬ 
valle  infiniment  petit  du  icr  ordre,  ôc  il  ne  fera  point  né- 
ceflaire  de  leur  donner  un  intervalle  d’un  ordre  inférieur. 

1243.  De-là  il  fuit  que  s’il  y  a  des  cas  où  deux  Ordon¬ 
nées  féparées  par  un  intervalle  du  1 cr  ordre, doivent  néceffai- 
renaent  être  prifes  pour  deux,  elles  ne  font  point  fuffifam¬ 
ment  une  malgré  leur  proximité  infinie,  &  qu’il  faut  encore 
les  rapprocher  infiniment  ;  que  fi  elles  font  encore  néceflai- 
rement  deux,  il  faut  encore  les  rapprocher  infiniment  ou  ne 
les  concevoir  féparées  que  par  un  intervalle  du3iriCordre,êcc. 

1  244.  Il  en  ira  de  même  en  général  de  toutes  les  chofes 
qui  font  deux  ,  &  que  l’on  veut  prendre  fans  erreur  pour  une, 
en  les  rapprochant  feulement  de  l’unité  ,  &  fans  les  pouffer 
à  l’unité  parfaite. Car  étant  infiniment  rapprochées, elles  font 
infiniment  moins  deux  ,  ôc  fi  alors  elles  ont  perdu  ce  qui  les 
rendoit  deux ,  elles  font  fuffifamment  une,  &  il  feroit  inutile 
&  même  vicieux  d’aller  à  d’autres  approximations  infini¬ 
ment  plus  grandes.  Cela  pofé  , 

1245*.  Quoiqu’une  Ordonnée ,  qui  fe termine  à  finterfe-  Application 

£tion  de  deux  Courbes, fe  termine  à  un  point  abfolu  (1138),  auxintwfe- 
&  par  conféquent  n’ait  point  de  pofition  par  rapport  à  ces  étions  d'un 
deux  Courbes  ,  on  peut  cependant  la  concevoir  comme  en  nc°™h™ 
ayant  une,  auffi-bien  que  toute  autre  Ordonnée  quelconque  Courbes. 
qui ,  félon  l’ancienne  Géométrie  ,  fe  termine  à  un  point  ab¬ 
folu  ,  &  félon  la  nouvelle,  ne  laide  pas  d’avoir  une  pofition. 

Mais  il  faudra  concevoir  l’Ordonnée  terminée  à  l’interfe- 
êtion  comme  en  étant  deux  ,  &  il  s’agit  de  favoir  quelles 
feront  ces  deux. 

L’Ordonnée  devenue  double  doit  conferver,  autant  qu’il 
eft  poffible ,  la  nature  d’Ordonnée  terminée  à  un  point  d’in- 

F  f  f  i  j 


4î2  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
terfedion.  Etant  unique  *  elle  fe  terminent  à  un  point  com¬ 
mun  aux  deux  Courbes  *  qui  eft  abfolument  6c  réellement 
tout  ce  qu’elles  ont  de  commun.  Quand  il  y  aura  deux 
Ordonnées*  on  ne  peut  concevoir  autre  chofe*finon  que  l’u¬ 
ne  fe  terminera  encore  à  ce  même  point*  6c  fautreàdeux 
points*  l’un  appartenant  à  une  Courbe  *  l’autre  à  lautre  * 
mais  tous  deux  fi  proches  l’un  de  l’autre  *  6c  en  même  tetnps 
fi  proches  du  premier  point  abfolu  de  l’interfedion  *  qu’ils 
pourront  tous  trois  être  pris  pour  le  même*  moyennant  quoi 
l’Ordonnée  fera  double  *  6c  ne  fe  terminera  qu’à  ce  qui  eft 
fuffifamment  commun  aux  deux  Courbes. 

Soient  Mm  6c  Al  y  les  côtés  des  deux  Courbes  qui  fe 
coupent  au  point  Tl7/*  en  faifant  entr’eux  l’angle  mMfi  *  que 
je  fuppofe  fini  *  puifqu’étant  formé  par  interfedion  de  deux 
Courbes  différentes  *  rien  ne  l’oblige  à  être  infiniment  petit. 
Je  dis  que  les  points  m  6c  /4*extrémités  des  deux  côtés  qui  fe 
coupent  en  M  *  ne  font  affez  proches  ni  l’un  de  l’autre*  ni 
du  point  M *  pour  pouvoir  être  cenfés  confondus*  félon 
ce  qui  vient  d’être  dit*  6c  entr’eux  *  6c  avec  le  point  M  ;  6c 
qu’en  l’état  où  ils  font  tous  trois*ils  font  trois  points  diftin  ds* 
par  rapport  à  ce  qu’ils  doivent  être  pour  une  interfedion. 
Car  quoique  m  6c  y,  n’aient  entr’eux  que  la  diftance  infini¬ 
ment  petite  du  i1£  ordre  m  y, ,  6c  qu’ils  ne  foient  éloignés 
chacun  deAf  que  d’une  diftance  pareille*cette  proximité  ne 
fuffit  pas  pour  F  interfedion  *  qui  ne  fe  fait  que  quand  mfk  y 
font  venus  en  M,  6c  les  points  m  ôc  y  n’appartiendroient  pas 
à  l’interfedion.  Il  faut  donc  rapprocher  infiniment  m  6c  y 
l’un  de  l’autre  *  6c  de  M  *  fans  que  tous  trois  cependant  de^ 
viennent  le  point  abfolu  M>  Ôc  c’eft  ce  qui  fera  fi  l’on  con¬ 
çoit  que  les  deux  Ordonnées  P  M  <kp  m  y>  au  lieu  d’être 
féparées  par  un  intervalle  P  p  =dx, ne  le  foient  plus  que  par 
un  P p  =  ddx.  Alors  les  deux  Ordonnées  *  P  M  terminée 
au  point  My  tkpm  y  terminée  aux  deux  points  m  6c  y  pro¬ 
ches  l’un  de  l’autre  6c  de  M  d’une  proximité  infinie  du  2d 
ordre,pourront  être  prifes  pour  une  feule  terminée  à  un  point 
d’interfedion*  6c  cette  Ordonnée  double  aura  une  pofitioa 
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par  rapport  aux  deux  Courbes  ,  puifqu’elle  fe  terminera  au 
côté  JVi  (jl  de  la  Courbe  extérieure  infiniment  petit  du  2^ 
ordre ,  ôc  au  côté  Mm  de  l’intérieure  de  ce  même  ordre, car  F 1  G 
la  grandeur  des  côtés  fuit  toujours  celle  des  Pp  (1241),  ôc 
tous  les  côtés  d’un  ordre  quelconque  ont  une  étendue  ôc 
une  polition. 

1245.  PM  fkp  m  fJL  étant  ainfi  infiniment  rapprochées  , 
ôc  les  côtés  Mm  ,  rn/Aj  étant  devenus  du  2â  ordre,  fi  bon 
fuppofe  les  deux  i rcS  Courbes  coupées  encore  au  point  M 
par  une  3  me  extérieure  aux  deux ,  dont  le  côté  Mr ,  compris 
entre  PM  ôtpm  jay  ,  fera  nécefiairement  du  2d  ordre  ^  je  dis 
que  quoique  les  points??;  ôc  /a fuffent  allez  confondus  pour 
une  interfe&ion  ôc  entr’eux  ôc  avec  M,  lorfqu’il  n’y  avoir 
que  deux  Courbes,  il  faut  rapprocher  infiniment  les  Ordon¬ 
nées  PM  ôc  pm^r ,  lorfqu’il  furvient  une  3me  Courbe ,  non 
que  les  points  m  &c  p ne  foient  allez  confondus  entr’eux  ôc 
avec  M,  mais  à  caufe  d’un  4me  point  r,  qui  par  la  fuppofi- 
tionmême  que  l’on  fait  ,  ell  effentiellement  diftind  de  m  ôc 
de/*,  carA/r  ell  nécefiairement  conçu  comme  un  côté 
appartenant  à  la  }me  Courbe,  ôc  diftin&de  Mf*  Ôc  deA/wy 
fans  cela  cette  3mc  n’en  feroit  point  une  3me,  &  ne  feroic 
que  l’une  des  deux  1 1  es.Il  faut  donc  rapprocher  infiniment  r 
de  jx ,  ou  de  m  confondu  avec  p ,  ôc  pour  cela  il  faut  conce¬ 
voir  P p  =  dddx ,  au  moyen  de  quoi  les  quatre  points  M\ 
m ,  /*  &  r ,  feront  fuffifamment  confondus  pour  une  interfe- 
dion  de  trois  Courbes,  ôc  il  y  aura  une  Ordonnée  compofée 
de  deux  ,  dont  l’une  PM  fe  terminera  toujours  au  point  M  9 
ôc  l’autre/?  m  fer  à  trois  côtés  infiniment  petits  du  3nie  ordre  * 
chacun  appartenant  à  l’une  des  trois  Courbes,ôc  l’Ordonnée 
double  aura  une  polition  par  rapport  à  chacune  de  cesCourbes 

1247.  Si  une  4me  Courbe  coüpoit  ces  trois  au  point  M^ 
ce  feroit  encore  le  même  raifonnement,ôc  il  faudroit  conce¬ 
voir  P  p  =  ddd  dx ,  ôc  ainfi  de  fuite.  Donc  en  général  fi 
l’on  veut  qu’une  Ordonnée  terminée  au  point  d’interfedion 
de  tel  nombre  de  Courbes  qu’on  voudra,  ait  une  polition  pat 
rapport  à  toutes  ces  Courbes,  il  faut  la  concevoir  formée  de 
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deuxOrdonnées  infiniment  proches  d’une  proximité  qui  foie 
d'un  degré  égal  au  nombre  des  Courbes, ôc  en  même  temps 
il  faut  la  concevoir  terminée  à  des  côtés  de  ces  Courbes  qui 
foientde  ce  même  ordre  d’infiniment  petit. 

Attouche-  1 248.  Après  le  point  abfolu ,  qui  eft  la  feule  partie  que 
'courbes*™*'  deuxCourbes  ayent  commune  dans  l’interfeêüon  réellement 
&  abfolument,la  moindre  partie  quelles  puilfent  avoir  com¬ 
mune  eft  un  côté  du  icr  ordre  ^  puifqu’elles  ne  peuvent  fe 
couper  dans  un  côté  d’un  ordre  inférieur  (  1 2  3  8  ).  Si  elles 
ont  donc  un  côté  commun  ,  ou  plutôt  (1232)  fi  elles  font 
infiniment  proches  chacune  par  un  côté  *  elles  fe  touchent . 

1 24p.  Les  dx  étant  fuppofés  conftans  à  l’ordinaire  ,  ces 


deux  côtés  font  égaux.  Car  tout  côté  eft  V  dxL  -4-  dy  L  ,  or 
ici  dy  eft  le  même ,  ce  qui  eft  évident. 

12  jo.  Si  les  deux  Courbes  font,  l’une  concave,  l’autre 
convexe  vers  l’axe  communal  eft  clair  qu’après  le  côté  com¬ 
mun  elles  ne  peuvent  plus  avoir  rien  de  commun.Elles  vont 
chacune  de  deux  côtés  différens  après  leur  rencontre. 

Attouche-  1 2  S 1  •  Mais  cela  peut  être  ,  ou  n’être  pas  ,  fi  elles  font 
mntfimpie.  toutes  deux  concaves  vers  l’axe. 

Fi  g.  xil.  Soit  le  côté  commun  Mm,  la  Courbe  non  ponctuée  l’ex¬ 
térieure  ,  ôc  la  ponêtuée  l’intérieure.  Le  côté  commun  étant 
Mm  pondaié  ôcnonponêtué  ,  il  eft  clair  qu’immédiatement 
avant  ce  côté  commun, 1  angle  de  contingence  de  laCourbe 
extérieure  a  été  nécelfairement  moindre  que  celui  de  l’inté¬ 
rieure  ,  car  fans  cela  l’extérieure  n’auroit  pas  été  extérieure. 
Après  ce  côté  commun,  fi  l’angle  de  contingence  de  l’exté¬ 
rieure  eft  encore  moindre  que  celui  de  l’intérieure ,  l’exté¬ 


rieure  a  le  côté  m  & ,  Ôc  l’intérieure  le  côté  m  r,l  extérieure 
demeure  extérieure  comme  elle  l’étoit^ôc  les  deux  Courbes 
n’ont  abfolumentriende  commun  que  le  côté  Mm ,  comme 
dans  le  cas  où  elles  auroient  été, l’une  concave  ,  l’autre  con¬ 
vexe  vers  l’axe.  C’eft  là  un  Jtmple  attouchement . 

Attouche -  1252.  Mais  fi  après  le  côté  commun  Mm,  l’angle  de 

7trfiffon  m'  contingence  de  l’extérieure  eft  plus  grand  que  celui  de  f  inté- 
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rîeure ,  l’extérieure  a  le  coté  mp  ,  &  l’intérieure  le  côté  mr  , 
c’eft-à-dire,que  Pextérieure  devient  intérieure.  Or  cela  ne  fe 
peut  j  à  moins  que  le  côté  mp  de  Pextérieure ,  devenue  inté¬ 
rieure  j  n’ait  coupé  le  côté  mr  dans  le  point  qui  a  fuivi  im¬ 
médiatement  le  point  w,  extrémité  du  côté  commun  Mm. 

Donc  alors  les  deux  Courbes  ont,  outre  le  côté  Mm,  un 
point  abfolu  commun  qu’il  faut  compter.  C’eft  la  un  attou - 
chement  accompagné  d’interfeffion.  Ce  cas  eft  rare,  &  on  en 
voit  aifément  la  raifon.  Il  peut  paroître  furprenant ,  quand  il 
n’eft  pas  approfondi,  parce  qu’il  eft  paradoxe  que  deuxCour- 
bes  fe  touchent  &  fe  coupent  en  même  temps. L’interfeclion 
qui  eft  vifible,en  ce  que  l’extérieure  devient  intérieure ,  em¬ 
pêche  de  reconnoître  l’attouchement  qui  n’eft  pas  fi  fenfible». 

î  2  5*  3.  Donc  en  général ,  quand  deux  Courbes  concaves 
vers  un  même  axe  fe  touchent, leur  attouchement  eft  fimple, 
fi  la  courbure  de  Pextérieure  eft  encore  immédiatement 
après  l’attouchement  la  moindre,  comme  elle  Pétoit  aupa¬ 
ravant  ,  ôt  l’attouchement  eft  accompagné  d’interfe£tion,fi 
la  courbure  de  l’extérieure  devient  la  plus  grande  immédia¬ 
tement  après  l’attouchement. 

y  a  encore  un  autre  cas  poffible  ,  c’eft  qu’irn-  Attouche -■ 
médiatement  après  l’attouchement,  les  deux  courbures  foient  mrent  douhler 

,  ,  1  Jans  tnterfs - 

égalés.  cüon. 

En  ce  cas ,  ou  elles  font  abfolument  &  rigoureufement 
égales, ou  elles  le  font, parce  qu’elles  n’ont  qu’une  différence 
infiniment  petite  par  rapport  à  elles. 

Sic’eftle  ier,le  côté  mp  de  la  Courbe  extérieure  fe  cou¬ 
che  fur  le  coté  mr  de  l’intérieure ,  ôc  par  conféquent  Pexté¬ 
rieure  demeure  extérieure,  &  il  y  a  un  double  attouchement 
fans  interfe&ion. 

125^.  Alors  il  faut  que  la  courbure  de  l’intérieure  qui 
avant  l’attouchement  a  toujours  été  la  plus  grande  (  1 2  5*  1  )  , 
ait  toujours  été  plus  grande  de  moins  en  moins  par  rapport 
à  l’autre,  puifque  la  différence  des  deux  courbures, de  venue 
nulle  dans  l’attouchement, a  dû  auparavant  être  déc  roi  {fan  te» 

Après  l’attouchement ,  il  faut  que  cette  différence  devienne 
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croisante  ,  &  c’eft  tout  ce  que  le  Terme  de  l’Egalité  exige; 
il  permet  que  la  courbure ,  qui  étoit  croiffante  par  rapport  à 
l’autre,  le  foit  encore,  ou  qu’elle  devienne  décroiffante  > 
pourvu  qu’elle  foit  l’un  ou  l’autre  de  plus  en  plus. 

12$ 6.  Si  c’eft  le  Tr ,  c’eft-à-dire,  fi  la  courbure  de  la 
Courbe  intérieure  eft  encore  après  l’attouchement  croiffante 
par  rapporta  l’autre  ,  la  Courbe  intérieure  demeure  toujours 
intérieure,  &  par  confequent  il  n’y  a  point  d’interfedion  > 
&  de  plus  comme  la  courbure  eft  croiflante  de  plus  en  plus 
par  rapport  à  l’autre,  elle  devient  toujours  plus  intérieure  > 
c’eft-à-dire ,  quelle  s’écarte  toujours  davantage  de  l’exté¬ 
rieure. 

1 2  j  7.  Si  au  contraire  après  l’attouchement  la  courbure  de 
îa  Courbe  intérieure  devient  décroiffante  par  rapport  à  l’au¬ 
tre,  ou,  ce  qui  eft  le  même,  fi  la  Courbe  extérieure  a  une  plus 
grande  courbure ,  c’eft  la  même  chofe  que  dans  l’art  1 2  $  2  9 
&  il  y  a  interfedion.  Mais  de  plus  la  Courbe  extérieure  de¬ 
venue  intérieure  s’écarte  toujours  davantage  de  l’autre. 

I2y8.  Donc  après  un  attouchement  double,  il  peut  y 
avoir  une  interfedion  auffi-bien  qu’après  un  attouchement 
fimple,  ou  de  deux  feuls  côtés. 

125*5).  Maintenant  foit  le  2 d  cas  de  l’art.  1254  ,  c’eft- 
à-dire  ,  celui  ou  les  deux  Courbes  qui  fe  touchent ,  arrivent 
en  même  temps  à  une  égalité  de  courbure  non  abfolue.  La 
mefure  de  la  courbure  eft  un  Infiniment  petit  du  2 d  ordre  9 
donc  une  différence  de  courbure  qui  n’empêchera  pas  l’é¬ 
galité  ou  qui  fera  infiniment  petite ,  fera  un  Infiniment  petit 
du  3mc  ordre.  Donc  l’une  des  deux  courbures  aura  fur  l’au¬ 
tre  un  excès  de  cet  ordre. 

1 260. Si  l’excès  appartient  à  la  courbure  delaCourbe  inté^ 
neure,elle  demeure  intérieure  comme  ellel’étoitffeulement 
les  deux  2ds  côtés  qui  fe  touchent,&  par  lesquels  fe  fait  l’éga- 
îité  de  courbure ,  ne  font  pas  exadement  pofés  fun  fur  l’au¬ 
tre,  mais  ils  font  entr’eux  un  angle  infiniment  petit ,  dont  la 
bafeoule  Sinus  eft  du  3mc  ordre,  puifque  c’eft  là  la  diffé¬ 
rence  de  courbure  (  1 2$p)  j  ôc  cet  angle  étant  infiniment 

plus 
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plus  petit  que  tous  ceux  de  contingence  ,  les  deux  côtés 
font  affez  pofés  l’un  fur  1  autre  pour  n’être  qu’une  même 
droite.  Il  y  a  donc  alors  un  double  attouchement  fans  in- 
terfedion,  ôc  c’eft  la  même  chofe  que  le  cas  de  l’art.  1  25'é. 
à  cela  près,,  que  les  deux  2ds  côtés  font  entr’eux  un  angle 


infiniment  plus  petit  que  ceux  de  contingence. 

1261.  En  ce  cas  la  Courbe  intérieure  demeure  toujours 
intérieure. 

12 62.  Si  l’excès  de  courbure  appartient  à  la  Courbe  Attouche - 
extérieure,  il  faut  qu’après  le  iercôté  Mm ,  ou  fe  fait  le  Ier  Zvu  tntlL 
attouchement ,  la  Courbe  extérieure  devienne  intérieure  m  terfettion  en- 
point  m ,  ôc  par  conféquent  la  coupe  à  ce  point.  Ce  même 

point  eft  auffi  le  fommet  d’un  angle  infiniment  petit  que  mens ,  ou  of- 
font  entr’eux  m  (jl  pondué  m /u  non  pondué  ,  dont  \2i^latlon- 
bafe  eft  un  Infiniment  petit  du  3me  ordre,  ôc  qui  11’empê-  Fig.  XIII. 
che  pas  les  deux  côtés  mu  d’être  une  même  droite.  Il  y 
a  alors  un  double  attouchement  avec  une  infection  entre  les  deux 
attouçhemens. 

1263.  Il  eft  vifible  que  le  cas  du  double  attouchement 
avec  une  interfedion  entre  les  deux  attouçhemens  eft  celui 
de  Yofculation  ou  baifement «,0c  le  fondement  de  toute  la  Théo¬ 
rie  des  Développées.  Si  la  Courbe  ponduée  eft  un  Cercle, 
c’eft  le  Cercle  ojculateur  ,  ôc  la  Courbe  non  ponduée  eft  la 
Développante ,  ou  celle  qui  eft  née  du  développement  de  la 
Développée.  La  différence  infiniment  petite  de  courbure , 
que  nous  avons  fuppofée  au  point  my  répond  à  la  différence 
infiniment  petite  des  Rayons  ofculateurs  ,  dont  l’un  auroit 
décrit  le  côté  pondué  ou  arc  circulaire  Mm,  èc  l’autre  l’arc 
circulaire  pondué  mp.  Et  même  cette  différence  de  cour¬ 
bure  ôc  celle  des  Rayons  ofculateurs ,  c’eft  la  même  chofe , 
puifqueles  différens  Rayons  ofculateurs  font  la  mefure  de  la 
courbure  de  la  Développante. 

1 264.  La  Courbe  extérieure,  devenue  intérieure ,  ne  peut 
redevenir  extérieure  immédiatement  après  l’ofculation.  Ou 
ce  qui  eft  la  même  chofe ,  après  le  côté  commun  m  ^  un  3™ 
côté  non  pondué  ne  peut  devenir  extérieur  à  un  pondué* 

G  g 
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car  l’excès  de  courbure  au  point  m  >  appartenant  à  la  Courbe 
qui  étoit  extérieure  ou  non  pon&uée,  lui  appartiendra  encore 
dans  la  fuite ,  èc  par  conféquent  la  Courbe  non  pon&uée, 
devenue  intérieure,  continuera  de  l’être. 

M.  Varignon  a  démontré  dans  les  Mém.  de  FAcad.  de 
1715.  pag.  123  &  fuiv.  un  entrelacement  de  Courbes  dans 
une  ofculation ,  tel  qu’on  prouve  ici  qu’il  eft  impoffible  :  mais 
cet  entrelacement  fe  fait  avec  trois  Courbes  ,  ce  qui  n’a  rien 
de  contraire  à  ce  que  nous  difons- 

12(55*.  Cela  même  nous  donne  lieu  de  faire  appercevoir 
ici  en  général  ce  qui  arriveroit  à  trois  Courbes  ou  à  un  plus 
grand  nombre  qui  fe  rencontreroient  de  toutes  les  différen¬ 
tes  maniérés  dont  nous  avons  vu  que  fe  rencontreroient  deux 
Courbes.  Mais  après  ce  qui  a  été  dit,  ces  difïérens  cas  n’en 
feroient  que  plus  compliqués ,  &  n’auroient  aucune  difficulté 
nouvelle.  Ainfi  il  feroit  inutile  de  s’y  arrêter. 

Principe  du  1266.  Venons  aux  rencontres  des  différentes  Branches 

Tangentes  ^une  même  Courbe. 

dans  les  points  II  femble  d’abord  qu’il  n  y  ait  qu’à  regarder  ces  différentes 
oufe  rencon- branches  d’une  même  Courbe  comme  différentes  Courbes, 

trent  dijjeren-  «  1  /1  •  a  >  i»  /  •  *1* 

tes  branches  oc  cela  elt  vrai ,  pourvu  qu  on  prenne  1  équation  particulière 
d’une  même  de  chaque  branche ,  fi  on  la  peut  avoir.  Tout  revient  à  ce 
qui  a  été  dit. 

Mais  comme  réellement  ces  différentes  branches  appar¬ 
tiennent  à  une  même  Courbe ,  &  font  comprifes  dans  une 
équation  totale  /qui  d’ailleurs  n’eft  pas  toujours  aifée  à  divi- 
fer ,  il  faut  pouvoir  les  prendre  telles  quelles  font. 

Elles  ne  peuvent  fe  rencontrer  que  comme  feroient  diffé¬ 
rentes  Courbes.  Mais  les  Tangentes  des  points  de  rencontre 
qui  n'ont  nulle  difficulté  en  différentes  Courbes,  parce  qu’on 
prend  chaque  Tangente  à  part,  ni  en  différentes  branches 
d’une  même  Courbe,  quand  on  les  regarde ,  &  qu’on  les  peut 
regarder  comme  différentes  Courbes ,  ont  de  la  difficulté , 
quand  on  regarde  ou  qu’on  eft  obligé  de  regarder  les  diffe¬ 
rentes  branches  comme  appartenant  à  une  même  Courbe , 
&  qu’il  faut  tirer  ces  Tangentes  de  FEquation  totale»  C’eftlà. 
de  quoi  il  s’agit  préfent ement. 
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Ce  que  nous  avons  établi  dans  les  art.  1241  ,  &c.  1 247  y 
fur  l’Ordonnée  qui  fe  termine  au  point  d’interfedion  de 
différentes  Courbes,  étoit  inutile  par  rapport  au  calcul  des 
Tangentes  de  ces  Courbes  au  point  d’interfedion ,  mais  non 
par  rapport  à  la  Théorie  générale  ;  ôc  préfentement  cela  efl: 
néceffaire  &  pour  la  Théorie, &  pour  le  calcul  des  Tangentes 
au  point  d  interfedion  de  différentes  branches  d  une  Courbe. 

Quand  une  Courbe  a  différentes  branches  par  rapport  à 
une  même  partie  de  Taxe  ,  il  lui  efl:  effentiel  que  chaque 
Ordonnée ,  puifque  félon  la  nouvelle  Géométrie  les  Ordon¬ 
nées  ont  une  poïmon  par  rapport  à  la  Courbe ,  ait  autant 
de  pofitions  qu’il  y  a  de  différentes  branches  auxquelles  elle 
fe  termine.  Donc  l’Ordonnée  terminée  au  point  d’interfec-* 
îion  de  différentes  branches ,  a  autant  de  pofitions  qu’il  y  a 
de  branches  qui  fe  coupent.  Or  alors  il  faut  la  concevoir 
comme  formée  de  deux  Ordonnées  infiniment  proches  d’une 
proximité  qui  foit  d’un  degré  égal  au  nombre  des  branches  , 
êc  en  même  temps  il  faut  concevoir  ces  deux  Ordonnées 
comme  terminées  à  des  cotés  qui  foient  de  ce  même  ordre 
d’infiniment  petit  (  1247).  Donc  la  formule  des  Soutan- 

ydx  elle  devient  alors,  fi  deux  branches  fe 


genres  étant 


dy 


s’il  y  en  a  trois ,  &  ainfi  de  fuite. 


coupent  jli—,  ouy-ddd.-- 

d  d  y  d  ddy 

1267.  Donc  pour  avoir  les  Tangentes  du  point  d’inter- 
fedion  de  différentes  branches  d’une  même  Courbe  ,  il  faut 
autant  de  différentiations  fucceffives  de  x  &  dejy ,  qu’il  y  a 
de  branches.  S’il  n’y  a  qu’une  branche ,  auquel  cas  il  ne  peut 
y  avoir  d’interfedion ,  il  ne  faut  différentier  x  ôc  y  qu’une 

fois ,  ce  qui  donne  la  formule  ordinaire mais  s’il  y  a  deuif: 

branches  qoife  coupent,  elle  devient êcc. 

i2t>8.  On  voit  allez  que  cela  vient  ,  félon  tout  ce  qui 
a  été  dit ,  de  ce  que  dans  le  cas  de  l’interfedion  de  plufieurs 
branches ,  &  même  plus  généralement  dans  celui  de  l’inter- 
fedion  de  plufieurs  Courbes, il  faut  regarderie  côté  de  chaque 

Ggg  ij 


4-20  E le  me  ns  de  la  Ge'ome'trfe 
branche  ou  Courbe  comme  étant  de  Tordre  d’infiniment 
petit  défigné  par  le  nombre  des  branches  ou  Courbes.  Or  la 
pofition  d  un  côté  par  rapport  à  Taxe  dépend  néceffairement 
du  rapport  de  grandeur  de  TInfiniment  petit  de  Taxe  &  de 
Tlnfiniment  petit  de  l’Ordonnée ,  ôc  le  côté  eft  néceffaire¬ 
ment  du  même  ordre  que  ces  deux  Infiniment  petits.  Donc 
s’il  faut  regarder  ce  côté  comme  étant  du  icr  ordre ,  la 

Soutangente  eft  ~ ,  s’il  faut  le  regarder  comme  étant  du  2 5 

elle  eft  7^  &c* 

* 

1269,  Je  ne  prends  dans  la  fuite,  pour  plus  de  facilité i 
qu’une  Courbe  à  deux  branches,  ce  qui  en  fera  dit  s’applique¬ 
ra  de  foi-même  aux  Courbes  qui  en  auront  plufieurs. 

Puifque  y-~  eft  la  Soutangente  de  deux  branches  au 
point  d’Interfedion,  y~  ne  doit  donner  pour  ce  point  au¬ 
cune  Soutangente.  Car  cette  formule  yy  fuppofe  qu’une 

Ordonnée/^ ,  formée  de  deux  Ordonnées  féparées  feulement 
par  un  intervalle  =  dx  ,  fe  termine  aux  deux  différentes 
branches  de  la  Courbe,  ce  qui  alors  n’eft  pas  vrai.  Et  en* 

effet  y~  ne  donne  point  de  Soutangente.  Alors  il  arrive 

que  les  grandeurs  finies,  qui  expriment  le  rapport  font 

—  o  tant  dans  le  numérateur  que  dans  le  dénominateur  de 
là  fradion ,  ce  qui  ne  donne  rien ,  mais  ces  deux  zéro  11e 
font  que  relatifs,  &  non  pas  abfolus ,  &  en  différentiant  les 

grandeurs  qui  exprimoient  le  rapport  on  leur  trouve  un 

rapport  fini,  qui  eft  =  ~  y  &  qui  donne  la  Soutangente. 

cherchée. 

1 270.  H  eft  aifé  de  voir  par  quelle  raifon  il  arrive  fi  jufte  - 
en  ce  casaque  la  fradion  qui  exprimoit  par  des  grandeurs  finies, 

le  rapport  ~  ,  a  alors  fon.  numérateur  &  fon  dénominateur; 
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ndceffairement  égaux  à  zéro.  Ceft  que  par  la  nature  de  l’Or¬ 
donnée  ,  terminée  en  même  temps  à  l’interfeâion  des  deux 
branches  ,dx  ôc  dy  deviennent  chacun  infiniment  plus  pe¬ 
tits  qu’ils  n’étoient  ,  donc  il  eft  impoflible  qu’il  n’en  arrive 
autant  aux  deux  grandeurs  finies  qui  les  exprimoient.  Cela 
même  prouve  aufii  que  ces  deux  grandeurs  finies  ,  devenues 
zéro ,  ne  font  pas  des  zéro  abfolus. 

1271.  Les  côtés  des  deux  branches  devenus  infiniment 
petits  du  2 d  ordre  au  point  d’interfeêlion ,  11’ont  que  la  même 
pofition  qu’ils  aurcient  eue ,  étant  infiniment  petits  du  1 er ,  car 
ils  font  une  partie  infinitieme  d’une  droite.  Iis  ont  auffi  entre 
eux  le  même  rapport  de  grandeur. 

1272.  Il  en  va  de  même  des  ddyy  qu’il  faut  concevoir 

dans  la  Formule  y  non  pas  comme  les  différences  des  dy 


d’une  même  Courbe,  mais  feulement  comme  des  dy  devenus 
infiniment  plus  petits  qu’ils  n’étoient.  Quant  aux  ddx ,  cela 
eft  clair. 

1 273.  Si  deux  branches  d’une  Courbe  fe  touchent ,  il  ne  Fig.  X, 
faut  que  concevoir  que  les  points  m  ôc  fi  fe  font  infiniment 
rapprochés ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  que  f angle  m  M 

eft  infiniment  petit  :  mais  il  n’eft  nullement  néceffaire  de 
concevoir,  comme  dans  le  cas  de  Pinterfeâion ,  qu’ils  fe 
foient  aufli  infiniment  rapprochés  du  point  7l/,car  Tinter- 
feêlion  demande  la  confufion  de  m  fk  de  /4  entr’eux ,  Ôc  avec 
JW,  ôc  l’attouchement  ne  demande  que  la  confufion  de  m 
ôc  de  p.  Donc  il  n’eft  point  néceffaire  de  concevoir  PM  ôc 
p  m  p  comme  infiniment  rapprochées ,  ôc  féparées  feulement 
par  P p  ==  ddxo,. 

1 274.  Cependant  fi  Ton  veut  conferver  l’idée  ou  le  carac¬ 
tère  de  ce  que ,  quand  deux  branches  appartiennent  à  une 
même  Courbe,  chaque  Ordonnée  a  deux  pofitions  différen¬ 
tes  ,  il  faut  concevoir  pm  p  comme  terminée  à  la  Courbe  in¬ 
térieure  en  vit  y  ôc  à  l’extérieure  en  yw ,  de  forte  que  mjœt'o it  un; 
Infiniment  petit  du  2d  ordre,  ce  qui  permet  que  pmfx  de¬ 
meure  à  la  place  quelle  a  dans  la  Fig. x ,  ou  qu’elle  fe  rap¬ 
proche  infiniment  de  PAL. 


/ 
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127  J.  Il  ne  fera  donc  pas  néceffaire,  pour  avoir  la  Sou-; 

y  ddx 
ddy  * 

&  on  aura  cette  Soutangente  comme  fi  les  deux  branches 
avoient  été  deux  Courbes  différentes  ;  ôc  parce  que  les  deux 
branches  fe  touchent  >  elles  auront  toutes  deux  la  même  T  an» 
genre  en  ce  point ,  ou  la  même  Soutangente  >  ôc  par  confé- 
quent  une  Soutangente  trouvée  fera  la  même  que  l’autre. 

127 6.  Mais  fi  on  veut  trouver  en  même  temps  les  deux 
Soutangentes,  c’eft-à-dire ,  une  Soutangente  telle  qu’elle  ait 
deux  valeurs  égales, ce  qui  eft  plus  précifément  le  cas  de  deux 


tangente  de  ce  point  d’attouchement, de  changer  ^  en 


branches  qui  fe  touchent 


qui  eft  permis  (1274). 

1277.  La  différence  des  deux  cas  d’interfedion  ôc  d’at¬ 
touchement  ne  paroîtra  ,  qu’en  ce  que  l’un  donnera  deux 
Soutangentes  inégales  ,  ôc  f autre  deux  égales. 

1278.  En  général  ce  n’eft  donc  que  pour  avoir  enfemble 
&  en  même  temps  toutes  les  Soutangentes ,  tant  des  points 
d’attouchement  que  d’interfedion  de  différentes  branches 
d’une  même  Courbe  ,  qu’il  faut  également  pour  les  uns  ôc 


d  x 


pour  les  autres  cas  pouffer  la  différentiation  de  ~  jufqu’à  un 


nombre  égal  à  celui  des  branches ,  car  je  fuppofe  que  tout  ce 
qui  a  été  dit  de  deux  branches ,  s’entend  d’un  nombre  quet* 
conque. 

Tout  cela  revient  à  ce  que  M.  Saurin  a  démontré  fur 
cette  matière  dans  les  Mémoires  de  TAcad.  de  1 7 1 6  ,  p.  jp 
ÔC277. 


/ 
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SECTION  IV. 

Sur  les  Figures  ifoperimetres. 

,1279.  J"  E  Perimetre  d’une  Figure  eft  la  fomme  des  lignes 
|  ^qui  la  terminent.  Les  Figures  ifoperimetres  fone 
celles  en  qui  cette  Somme  eft  égale  5  quoique  les  lignes  donc 
elle  eft  formée  puififent  être  en  nombre  différent  >  &  diffé- 
remment  dïfpofées  entr’elles.  Et  comme  félon  ces  différen¬ 
ces  les  Figures  ifoperimetres  ont  des  aires  ou  capacités  plus 
ou  moins  grandes  ^  c’eft  là  ce  que  nous  allons  confidérer^ 
pour  donner  un  exemple  de  propriétés^  dont  la  naiffance 
apperçue  dans  flnfiniment  petit ,  donne  lieu  de  les  fuivre 
dans  le  Fini  où  l’on  en  trouve  faccompliffement  ;  &  même 
dans  l’exemple  que  nous  allons  prendre  ^  c’eft  flnfiniment 
petit  qui  eft  la  fource  naturelle  de  la  démonftration. 

1280.  Soit  un  Fil  fans  largeur  ,  dont  la  longueur  eft  dé¬ 
terminée  ,  &  connue  y  êt  =  a*  Ce  fera  le  perimetre  confiant 
de  toutes  les  Figures  qu’on  en  formera. 

D’abord  fi  je  couche  les  deux  moitiés  du  Fil  exaftement 
Fune  fur  l’autre  ,  faire  eft  abfolument  nulle ,  ôc  il  eft  vifible 
que  cela  vient  de  ce  que  je  n’ai  formé  ni  côtés  ni  angles.  Il 
faut  donc  ,  pour  avoir  une  aire  ^  former  au  moins  un  Trian¬ 
gle  ,  le  moindre  des  Poligones. 

1281.  Pour  m’écarter  le  moins  qu’il  fe  puiffe  du  cas  pré-  TrUngîei» « 
cèdent ,  je  forme  le  Triangle  abc  *  dont  la  bafe  a c  eft  infini- petit 

?  1  o  7  dont  le  péri - 

— >  a  •  métré  ejl  fink 

1  ’  Fig,  XIV», 
=  a 


ment  petite >  &  les  deux  côtés  a  b  ?  b  c  >  font  chacun 
la  bafe  eft  donc  -f,  &  le  perimetre 


a 

2. 


comme  il  doit  être.  Il  eft  clair  qu’en  abaiflfant  du  fommet  b 
fur  la  bafe  >  la  perpendiculaire  bd  qui  eft  encore  =====  le 


Triangle  b  ad  eft  f-  x 


1ÛO  ^  X 


a  a 


&  par  conféquent 
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le  Triangle  total  abc  eft  — 


4  GO 


G  E'O  M  E'TRIE 

-,  aire  infiniment  petite. 


1282.  Je  puis  encore  avec  le  même  Fil  a  ,  former  un 


SecondTrian - 

aie  infiniment  .  -  .  .  .  ,  ,  1 

petit  ifopêri-  autre  1  riangle  Ah  C  infiniment  petit  ,  dont  i  angle  obtus 
meti-e.  AEC  fera  infiniment  petit  différent  de  180  ,  &  les  deux 
1  ig.  xv.  angjes  fur  ja  baFe  infiniment  petits.  En  faifant  aufii  ce  Trian¬ 
gle  ifofcele ,  ce  qui  eft  fa  formation  la  plus  naturelle  ,  AC 
fera  ==  —  >  &  A  B  6c  BC  chacune  =  —  ,  à  caufe  de  la 


différence  infiniment  petite  de  AB  &  de  AD  moitié  de  AC 
Si  Ton  nomme  dx  la  perpendiculaire  B D  ,  Taire  fera 

1283.  En  cherchant  ce  qui  rend  ces  deux  aires  infini¬ 
ment  petites  j  je  vois  que  le  Triangle  abc  a  deux  côtés  in¬ 
finiment  plus  grands  que  le  troifieme  ,  6c  un  angle  infiniment 
plus  petit  que  les  deux  autres,  6c  que  le  Triangle  ABC  a 
un  angle  infiniment  plus  grand  que  les  deux  autres.  D’où  je 
vois  que  c’eft  Tinégalité  infinie  ,  foit  entre  les  angles ,  foit 
entre  les  côtés  ,  qui  rend  les  aires  infiniment  petites  ;  6c  en 
effet  ,  fi  Ton  ôte  cette  inégalité  infinie  ,  c’eft- à-dire ,  fi  Ton 
forme  des  Triangles  ,  dont  tous  les  côtés  6c  les  angles  foient 
finis  ,  on  aura  des  aires  finies  ,  infiniment  plus  grandes  par 
çonféquent  qu’elles  n’étoient. 

1284.  Une  bafe  ac  oq  AC  étant  déterminée  pour  être 
la  bafe  d’un  Triangle,  6c  lafomme  des  deux  autres  côtés  étant 
déterminée  aufli ,  le  Triangle  n’aura  jamais  une  plus  grande 
aire  que  quand  il  fera  ifofcele.  Car  la  perpendiculaire  bd  ou 
B  D  fera  plus  grande  en  ce  cas  qu’en  tout  autre  ,  ce  qu’il  eft 
aifé  de  voir,  &  de-là  fuit  le  refte.  Cela  confirme  déjà  que 
l’égalité  des  côtés  fait  à  la  grandeur  de  Taire ,  6c  je  commen¬ 
ce  à  préfumer  que  le  Triangle  équilatéral  fera  le  plus  grand 
de  tous  les  ifopérimetres. 

1285*.  Il  fuit  de  l’art,  précédent,  que  fi  je  forme  fuccef- 
gie  ifofcele  eft  f;vement  düférens  Triangles  avec  le  fil  a  ,  à  chaque  fois  que 

’îdltis  çrana  /  4  j. 

que  tous  les  j’en  ai  déterminé  une  portion  quelconque  pour  être  la  bafe  9 
s  cal  eues  de  je  Triangle  ifofcele  que  j’en  pourrai  former  fera  plus  grand 

&  ifopérime-  que  tous  les  opalenes  pofiibies. 

<  w-  1 2  8  6: 


Fig.  XIV. 
Sc  XV, 


Que  leTri/in* 
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1286.  Si  je  conçois  que  le  Triangle  infiniment  petit 
A  B  C y  demeurant  toujours  ifofcele,  augmente  toujours  par 
îa  diminution  fucceffive  ôc  graduée  de  l’angle  obtus  ABC 
infiniment  peu  différent  de  1  8  o ,  il  deviendra  tous  les  Trian¬ 
gles  amblygones,  tant  que  l’angle  ABC  fera  plus  grand  que 
90  >  enfuite  un  Triangle  reôtangle,  quand  ABC  fera  de  5)0  , 
■&  après  cela  tous  les  Triangles  oxygones,  jufqu’à  ce  qu’enfin 
il  devienne  le  Triangle  abc  infiniment  petit.  Je  fuppofe 
tous  ces  Triangles  ifofceles,  parce  qu’ils  feront  toujours  plus 
grands  que  les  Scalenes  correfpondans  qui  auront  même  bafe 
(  1285*).  Cette  Suite  de  T riangles  ifofceles  d’abord  croiffante 
commencera  donc  par  un  Infiniment  petit,  ôc  fe  terminera 
par  un  Infiniment  petit,  d’où  il  fuit  néceffairement  qu’elle 
aura  dans  fon  cours  un  plus  grand  jufqu’auquel  elle  croîtra  , 
ôc  après  lequel  elle  décroîtra.  De  plus ,  ce  plus  grand  fera  un 
Terme  naturel ,  &  non  pas  arbitraire,  ce  qui  eft  évident,  ôc 
-par  conféquent  ce  fera  un  Triangle  unique  Ôc  fingulier  en 
fon  efpece.  Or  dans  toute  cette  Suite ,  il  n’y  en  a  que  deux 
ainfi  caraétérifés ,  le  Triangle  reétangle  ifofcele  ,  ôc  l’équila¬ 
téral  ,  ce  fera  donc  l’un  des  deux. 

1287.  Je  dis  que  c’eft  l’équilatéral,  ôc  quoique  la  pré¬ 
emption  foit  déjà  forte  pour  lui,  je  m’en  affure  abfolumenc 
par  le  calcul. 

Chaque  côté  de  cet  équilatéral  eft  =  Donc  la  per¬ 
pendiculaire  ,  menée  du  fommet  fur  la  bafe  ,  eft  Ÿ  y - 77 


_ \/ lî? _ 1 A t±  =  -4z  =  — .  Donc  l’un  des  deux 

3  6  n  Vlfc  iV  3 

Triangles  égaux,  dans  lefquels  le  Triangle  total  a  été  divifé, 


eftrX 


2  V7  3 


x 

6 


&  le  Triangle  total 
24  y  3  D 


a  a. 

1 1  vx  3  * 


un 


Pour  avoir  l’aire  du  Triangle  reétangle  ifofcele,  j’appelle  x 
de  fes  petits  côtés.  Son  périmètre  eft  donc  2  x  -h-  x  y  2 


a .  Donc  x 


a 


Z  +  V: 


Donc  xx 


a  a 


/?  et 


—j—  4  V  2  — j—  2,  6  4  y  3* 

Hhh 
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Or  la  moitié  de  cette  grandeur  eft  Faire  du  Triangle  *  qui  eft 

donc 


a.  et 


i  2  -4-  8  V  z 


Donc  le  Triangle  équilatéral  efi  au  reélangle  ifofceîe  :  : 

1 1  -f-  8  vT  .  ï  2  V 3  :  :  3  4-  2  V 2  .  3  V  3 . 


très 


12.  V7  3  I  2  -f  ' '  8  V  2 

Or  en  quarrant  ces  grandeurs *  on  trouvera  que  la  ire  eft  un 
peu  moindre  que  34,  &  la  2de  =====  27.  Donc  le  Triangle 
équilatéral  eft  plus  grand  que  le  re£tangle*quoique  de  fort  peu. 
QueleTrian-  1288.  Donc  le  Triangle  équilatéral  eft  le  plus  grand  de 

rai  ejï7epZ]tous  ^es  if°pénmetres  pofïibles  *  puifqu’il  eft  plus  grand  que 
gmnd  de  tous  tous  les  ifofceles >  ôc  qu’il  n’y  a  aucun  Scalene  qui  ne  foit  plus 
les  tfopérme-  petit  qu’un  ifofceîe  de  même  bafe*  félon  Fart,  x  z8  y. 

118p.  Pour  concevoir  diftinâement  la  maniéré  dont  la 
Suite  des  Triangles  ifofceles  ifopérimetres*  commençant  par 
Famblygone  A BC,  6c  terminée  par  Foxygone  abc *  peut  être 
graduée  *  il  faut  concevoir  que  le  Triangle  reâangle  eft  pré* 
cifément  au  milieu  de  cette  Suite  *  6c  fait  la  réparation  des 
amblygones  6c  des  oxygones.  L’amblygone  qui  précédé  im¬ 
médiatement  ce  reêtangle  a  fon  angle  obtus  ou  du  fommet 
d’une  certaine  quantité  plus  grand  que  po *  6c  Foxygone  qui 
fuit  immédiatement  le  redangle  a  fon  angle  du  fommet  de  la 
même  quantité  moindre  que  6c  toujours  ainfi  de  fuite  > 
de  forte  que  l’angle  abc  du  fommet  d’un  oxygone  quelcon¬ 
que  eft  toujours  par  lànéceffairement  double  de  Fangle  B  AD 
ou  B  CD  de  la  bafe  de  Famblygone  correfpondant.  Tant  que 
les  Triangles  font  finis  *  on  peut  prendre  un  degré  pour  la 
quantité  dont  Fangle  obtus  de  chaque  amblygone  croît  à 
chaque  pas,,  à  compter  depuis  le  Triangle  rectangle*  6c  pour 
la  quantité  dont  Fangle  du  fommet  de  chaque  oxygone  dé¬ 
croît  auffi  à  chaque  pas.  Dans  l’Jnfiniment  petit  cette  éga¬ 
lité  d’éloignement  *  à  l’égard  du  Triangle  rectangle*  fublîfte 
encore  *  &  Fangle  abc  eft  double  de  B  A  D  par  la  même 
raifon  que  dans  le  Fini. 

i2po.  On  peut  donc  concevoir  la  Suite  des  Triangles 
ainfi  difpofée»  ^SQarnblygone  infiniment  petit*  amblygones 
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finis ,  amblygone  dont  l’angle  du  fommet  eft  de  1 10 ,  corres¬ 
pondant  de  l’Equilatéral,  amblygones  dont  l’angle  du  Som¬ 
met  eft  moindre  que  1 10  ,  Rectangle  au  milieu  de  la  Suite , 
oxygones  dont  l’angle  du  fommet  eft  plus  grand  que  60  y 
Equilatéral  le  plus  grand  de  tous  ,  oxygones  dont  l’angle  du 
fommet  eft  moindre  que  60  ,  abc  infiniment  petit. 

I2pl.  La  perpendiculaire  bd ,  qui  eft  néceflairement plus 
grande  dans  les  Triangles  oxygones  que  dans  les  ambly¬ 
gones,  eft  plus  grande  dans  l’oxygone  infiniment  petit  abc 
qu’elle  ne  peut  être  dans  aucun  oxygone  fini ,  car  elle  eft 

«==  ~  (1181),  &  il  eft  vifible  que  ni  cette  perpendiculaire  , 

ni  même  le  côté  a  b  qui  eft  plus  grand,  ne  peut  être  dans 
aucun  Triangle  fini  égal  à  la  moitié  du  Fil  a. 

12 p 2..  De  même  dans  Famblygone  infiniment  petit 

ABC y  labafe  A C  =  ~  (1282)  eft  plus  grande  quelle  ne 

peut  jamais  être  dans  aucun  Triangle  fini. 

1293.  Dans  toute  la  Suite  des  Triangles,  depuis  ABC 
jufqu’à  abc  y  les  bafes  vont  toujours  en  décroifîant,  ôc  les 
perpendiculaires  en  croiflant. 

1294.  Dans  les  deux  Triangles  extremes  infiniment  pe¬ 
tits  ,  on  peut,  à  caufe  de  l’infinie  petitefife  ,  prendre  BD  pour 
l’arc  circulaire  décrit  du  centre  A  Ôc  fur  le  rayon  /l  B ,  qui 
mefure  l’angle  B  A  D  ,  Ôc  de  même  ac  pour  l’arc  circulaire 
décrit  du  centre  b  fur  le  rayon  b  ay  qui  mefure  l’angle  abc . 
Or  l’angle  abc  eft  double  de  B  AD  (1289),  donc  l’arc  ac 
feroit  double  de  l’arc  BD  s’ils  étoient  décrits  fur  le  même 

rayon.  Mais  de  plus  le  rayon  ba  =====  ~ ,  eft  double  de  AB 

=  j-  (  1282  )  ,  donc  ac  .  BD::  4.1,  d’ailleurs  b  à 

=  ~  =====  A  C  Donc  ac  x  bd  .  BD  x  AC  :  :  4.1.  Or 

ac  x  bd  eft  à  BD  x  AC  comme  Faire  du  Triangle  abc 
à  celle  du  Triangle  ABC. 

129  y.  Dans  toute  la  Suite  fuppofée  des  Triangles,  aucun 

H  h  h  ij 
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oxygone  fini  ne  peut  avoir  un  aulii  grand  rapport  à  Tarn- 
blygone  correfpondant  >  que  celui  de  l’oxygone  extreme  abc 
à  l’amblygone  extreme  A  B  C.  Car  i° ,  dans  le  Fini  ac  eft  la 
corde  de  Tare  qui  mefure  l’angle  abc  dans  un  Cercle  décris 
iu r  le  rayon  b  a  >  ôc  B  D  eft  le  Sinus  de  l’angle  B  A  D  dans 
un  Cercle  dont  le  rayon  eft  AB.  Donc  1  angle  abc  étant 
double  de  B  AD  >  ac  feroit  double  de  BD ,  fi  b  a  ôc  AB 
étoient  des  rayons  égaux  >  puifque  dans  un  même  Cercle  la 
corde  du  double  d’un  arc  eft  double  du  Sinus  de  cet  arc. 
Mais  b  a  ôc  A  B  ne  font  pas  des  rayons  égaux.  Il  eft  bien 
vrai  que  b  a  >  côté  d’un  oxygone  ,  eft  toujours  plus  grand  que 
A  B  ,  côté  d’un  amblygone  ,  ce  qui  rend  le  rapport  de  ac  à 
B  D  plus  que  double ,  mais  cela  ne  peut  le  rendre  quadruple 
dans  le  Fini  ^  car  il  faudroit  que  ba£at  double  de  AB  comme 
dans  l’Infiniment  petit.  Or  le  côté  ba  eû.  toujours  dans  le 

fini  moindre  que -f  (12-91),  &  le  côté  AB  toujours  plus 

grand  que  ~ ,  puifque  la  bafe  A  C=  ~  dans  l’Infiniment 

petit  y  eft  la  plus  grande  quelle  puifie  être  (1292  ).  Donc 
^^ne  peut  jamais  dans  le  fini  être  quadruple  de  B  D. 

20.  Depuis  l’amblygone  extreme  A  B  Cjufqu’à  l’oxygone 
extreme  abc ,  les  perpendiculaires  BD  ou  b  d  ont  toujours 
cru j  ôc  les  bafes  AC  ou  ac  toujours  décru  (12P3),  ôc  la 
plus  grande  perpendiculaire  bd>  qui  eft  celle  du  Triangle 
extreme  abc ,  n’eft  qu’égale  à  la  bafe  AC  de  l’autre  Triangle 
extreme.  Donc  dans  tout  le  Fini  la  perpendiculaire  bd  d'un 
oxygone  quelconque  a  été  moindre  que  la  bafe-  A  C  de 
l’amblygone  correfpondant. 

Donc  les  aires  de  deux  Triangles  correfpondans  étant 
toujours  :: ac  x  b  d .  AC  x  BD,  ac  ne  pouvant  jamais 
dans  le  fini  être  quadruple  de  B  D  ,  ôc  b  d  étant  toujours 
moindre  que  A  C,  il  eft  impoffible  que  dans  le  fini  ac  x  bd 
fou  quadruple  de  A  C  x  BD. 

1296.  De -là  il  luit  que  plus  deux  Triangles  correfpon¬ 
dans  finis  font  proches  des  deux  extrêmes,,  plus  l’aire  de 
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loxygone  eft  grande  par  rapport  a  celle  de  l’amblygone, 
quoiqu’elle  n’en  puiffe  jamais  être  quadruple. 

12P7.  Les  Triangles  correfpondans  étant  toujours  pris 
deux  à  deux,  à  commencer  par  les  deux  extremes,  leurs  aires 
approchent  d’autant  plus  de  l’égalité  ,  qu’ils  approchent  plus 
de  part  &  d’autre  du  Triangle  reâangle  qui  fait  la  réparation 
des  oxygones  &  des  amblygones. 

12^8.  Cependant  les  deux  Triangles  les  plus  proches 
de  part  &  d’autre  du  Rectangle  n’arrivent  point  à  l’égalité, 
car  le  Triangle  équilatéral ,  qui  eft  un  oxygone ,  eft  le  plus 
grand  de  toute  la  Suite  (1288  )  ;  or  en  commençant  toujours 
la  Suite  par  lamblygone  infiniment  petit  ABC ,  l’équilatéral 
eft  au  de-là  du  reélangle.  Donc  dans  tout  Fefpace  ou  font 
compris  les  oxygones,  depuis  l’équilatéral  jufqu’au  rectangle, 
ôe  les  amblygones  depuis  le  reéiangle  jufqu  a  lamblygone  9 
dont  l’angle  obtus  eft  îio,  qui  eft  le  correfpondant  do 
l’équilatéral ,  chaque  amblygone  eft  plus  petit  que  l’oxygone 
correfpondant.  De  là  il  fuit  que  les  Triangles  correfpondans 
font  feulement  d’autant  moins  inégaux  qu’ils  font  pris  plus 
proches  du  Reétangle. 

1 2pp.  On  peut  même  voir  que  les  Triangles  pris ,  non 
plus  deux  à  deux  de  part  &  d’autre  du  Reêtangle ,  mais  de 
fuite  depuis  l’amblygone  A  B  Cy  en  allant  vers  f  Equilatéral , 
font  d’autant  moins  inégaux  entr’eux,  qu’ils  font  plus  éloignés 
de  ce  Triangle  ABC  ou  de  l’origine  de  la  Suite.  Ainfi  on 
trouvera ,  par  exemple ,  que  l’amblygone  dont  l’angle  obtus 
eft  de  120,  êe  qui  eft  le  correfpondant  de  i’Equilatéral , 

ayant  une  aire  qui  eft  ;  g  ijC]  a  tr^s*Peu  Pr^s  a  j~  ? 
eft  beaucoup  plus  petite  par  rapport  à  celle  du  Reétangle  qui 

eft 
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(  1287)  que  celle  du  Reétangle  ne  i’eft  par 
rapport  à  celle  de  PEquilatéral  qui  eft  .  Car  les  quarrés 

de  la  grandeur  qui  exprime  Faire  de  PAmblygone ,  ôc  de  ceh- 
le  qui  exprime  le  Reétangle  ,  font  ::  1587 . 302 Et  les 

H  h  h  iij 
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quarrés  des  grandeurs  qui  expriment  les  aires  du  Reétangle 
&  de  TEquilatéral  ,  font  ::  27  .  34  (  1  287  ). 

1300.  De -là  il  fuit  que  les  différences  des  Triangles 
vont  en  de'croiffant ,  depuis  TAmblygone  infiniment  petit, 
du  moins  jufqu’à  TEquilatéral  ;  ôc  pour  voir  fi  elles  paffent 
au  de-là  en  décroiffant  encore,  il  faut  concevoir  une  Courbe 
dont  les  Ordonnées  infiniment  proches  repréfentent  par  leurs 
rapports,  ceux  des  aires  de  tous  les  Triangles  pofllbles  infi¬ 
niment  peu  différens  ,  depuis  TAmblygone  ABC  jufqu’à 
,  TOxygone  abc.  Les  différences  des  Ordonnées  feront  donc 
décroiffantes  depuis  l’Amblygone  jufqu’à  TEquilatéral. 
Mais  comme  cet  Equilatéral  eft  un  plus  grand,  la  différence 
y  deviendra  néceffairement  nulle  félon  la  Loi  des  Courbes , 
ôc  par  conféquent  depuis  TEquilatéral  jufqu’à  TOxygone  abc y 
les  différences  des  Ordonnées,ou  des  Triangles  feront  croif- 
iantes. 

ijor.  Cette  Courbe  fera  concave  vers  fon  axe  dans 
tout  fon  cours ,  puifque  depuis  fon  origine  jufqu’à  fa  plus 
grande  Ordonnée,  fes  Ordonnées  feront  croiffantes,  ôc  leurs 
différences  décroiffantes ,  ôc  que  depuis  fa  plus  grande  Or¬ 
donnée  jufqu’à  l’extrémité ,  les  Ordonnées  feront  décroif¬ 
fantes  ,  ôc  leurs  différences  croiffantes.  La  Courbe  fera  pa¬ 
rallèle  à  fon  axe  au  point  de  fa  plus  grande  Ordonnée. 

1302.  Far  la  formation  de  cette  Courbe  qui  monte  & 
redefcend ,  ôc  qui  par  conféquent  aura  une  infinité  d’Or- 
données  du  cours  montant  égales  à  d’autres  du  cours  defcen- 
dant ,  il  eft  clair  qu’il  y  aura  une  infinité  de  Triangles  ifopé- 
rimetres  égaux,  mais  ils  ne  feront  pas  correfpondans. 

1  305.  On  peut  penfer  que  le  Triangle  oxygone  extrême 
a  une  plus  grande  aire  que  Tamblygone  correspondant ,  par¬ 
ce  qu  il  a  une  plus  grande  égalité,  ou  moindre  inégalité  de 
côtés  ôc  d’angles.  Cela  paroît  d’abord  paradoxe:  car  T'oxygo- 
ne  ayant  un  angle  infiniment  petit  ôc  deux  finis  ,  un  côté  infi¬ 
niment  petit  ôc  deux  finis,  il  y  a  une  inégalité  infinie  tant 
entre  deux  côtés  ôc  le  3me,  qu’entre  deux  angles  ôc  le  3me, 
au  lieu  que  dans  Tamblygone ,  les  trois  côtés  étant  finis ,  il  n’y 
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a  entr’eux  qu’une  inégalité  finie  ,  ôc  il  n’en  refte  une  infinie 
qu’entre  un  de  Tes  angles  qui  eft  fini ,  ôc  les  deux  autres  infi¬ 
niment  petits.  Mais  c  eft  par  cette  raifort  là  même  que  fam- 
blygone  eft  plus  inégal,  puifqu’il  n’a  pas  comme  foxygone 
la  même  inégalité  entre  fes  côtés  qu’entre  fes  angles. 

1  304.  Maintenant  fi  avec  le  Fil  a  on  fait  un  Quadrilate-  Qn*driU~ 
re  j  que  je  fuppofe  être  un  parallélogramme  ou  Rhomboïde , 
dont  le  côté  ab  eft  plus  grand  que  bc  >  il  eft  clair  que  la  Triangles  pri" 

%  cédens. 

fomme  de  ab  ôc  de  bc  eft  =====  ~  ,  ôc  que  Paire  du  parallélo-  FlG#  Xvi, 

gramme  eft  ab  x  af  ,  af  étant  une  perpendiculaire  qui  me- 
lure  la  diftance  de  a  b  &  de  de. 

1305*.  Si  je  fais  l’angle  b  ad  infiniment  petit;  ce  qui  rend 
af  infiniment  petite,  Ôc  fi  en  même  temps  les  4  côtés  du 

Rhomboïde  font  finis  ,  faire  fera  dx  x  —  ,  la  perpendicu¬ 
laire  af  étant  appellée  dx  ,  ôc  —  étant  fexpreffion  du  côté 

ab  y  dans  laquelle  n  eft  un  nombre  indéterminé  qui  dépend 
du  rapport  que  ab  aura  \bc.  Donc  faire  eft  infiniment  petite  , 

&  en  effet  deux  côtés  confécutifs  ab  ôc  bc  ne  font  alors  que 
couchés  fur  les  deux  autres  prefque  exactement  en  ligne 
droite.  ^ 

1  306.  Si  je  fais  le  côté  AD  infiniment  petit,  les  quatre  Fig.  XVII*. 
angles  étant  finis,  AFe(\  encore  infiniment  petite,  ôc  AB  eft 

=====  Donc  faire  eft  dx  x  ■ f  5  infiniment  petite.  Il  eft 

évident  que  ce  font  là  les  deux  feules  maniérés  dont  je  puiffe 
faire  deux  Rhomboïdes  infiniment  petits. 

1  307.  Si  je  prends  celui  de  la  Figure  xvi ,  ôc  qu’en  laif- 
fant  les  côtés  finis  ôc  de  la  même  grandeur,  j’augmente  tou¬ 
jours  également  l’angle  infiniment  petit  b  ad ^  ôc  que  je  con¬ 
tinue  toujours  de  même  après  qu’il  fera  devenu  Fini,  la  per¬ 
pendiculaire  af  augmentera  toujours,  le  côté  ab  demeurant 
le  même  ,  ôc  par  conféquent  le  produit  afx  ab  fera  toujours 
plus  grand,  jufqu’à  ce  qu’enfin  l’angle  b  ad  foit  droit.  Donc 
le  parallélogramme  rectangle  eft  plus  grand  que  tous  les 
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Rhomboïdes  ifopérimetres  précédens ,  qui  avoient  les  mê¬ 
mes  côtés. 

*  308.  Si  je  continue  à  augmenter  dans  la  même  fuppo- 
fition  l’angle  b  ad  devenu  droit,  je  11e  fais  que  tranfporter 
en  a  l’angle  obtus  qui  étoit  en  b  >  ôc  ce  ne  font  que  les  mê¬ 
mes  Rhomboïdes  qu’on  avoir  eus  dans  la  première  variation. 
Donc  en  général  ôc  abfolument  le  parallélogramme  reêlan- 
gle  eft  plus  grand  que  tous  les  Rhomboïdes  ifopérimetres, 
qui  ont  les  mêmes  côtés  que  ce  parallélogramme. 

x  30p.  Si  dans  le  Rhomboïde  de  la  Figure  xvii  ,  je  laide 
les  angles  finis  tels  qu’ils  font ,  ôc  que  j’augmente  toujours  le 
côté  infiniment  petit  AD ,  lors  même  qu’il  fera  devenu  Fini, 
la  perpendiculaire  AF  augmente  toujours,  ôc  en  même  temps 
le  côté  A  B  diminue.  Mais  à  caufe  des  angles  conftans  le 
rapport  de  la  perpendiculaire  AF  au  côté  AD  eft  toujours 
le  même ,  de  forte  qu’au  lieu  du  produit  A  Fx  A  B ,  on  peur 
prendre  ADx  AB  qui  croîtra  comme  Paire.  Or  puifque  AD, 
plus  petit  que  AB,  croît  tandis  que  AB  décroît,  ôc  que  AD 
ayant  été  d’abord  infiniment  petit  par  rapport  à  AB  ,  le 
produit  AD  x  AB  a  été  alors  infiniment  petit ,  ôc  le  plus 
petit  po fiable ,  ce  produit  ne  fera  jamais  plus  grand  que  dans 
le  cas  le  plus  oppofé  à  l’inégalité  infinie  de  A  D  ôc  de  AB , 
c’eft-à-dire ,  lorfque  A  D  fera  =  A  B .  Donc  la  plus  grande 
aire  que  l’on  ait  encore  eue  eft  lorfque  A  D  ==  A  B .  Or 

quand  cela  eft ,  chaque  côté  eft=  ^ ,  ôc  le  Rhomboïde  eft 

devenu  Rhombe.  Donc  le  Rhombe  eft  plus  grand  que  tous 
les  Rhomboïdes  ifopérimetres  précédens  qui  avoient  les 
mêmes  angles. 

1310.  Si  on  continue  d’augmenter  le  côté  AD  >  on  ne 
fera  que  rendre  à  la  fin  le  côté  A  B  infiniment  petit  par  rap¬ 
port  à  AD ,  au  lieu  qu’auparavant  AD  l’étoit  par  rapport  à 
A  B ,  ôc  l’on  aura  repalfé  par  les  mêmes  Rhomboïdes  qu’on 
avoit  eus  dans  la  première  variation.  Donc  abfolument  le 
Rhombe  eft  plus  grand  que  tous  les  Rhomboïdes  ifopérime* 
très ,  qui  ont  les  mêmes  angles  que  le  Rhombe. 


1311. 
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ï  3 1 1 .  Donc  les  Rhomboïdes,  qui  ont  les  mêmes  côtés , 
font  d  autant  plus  grands  que  leurs  deux  angles,  l’obtus  & 
l’aigu, font  moins  inégaux  (  1 3 07  ) ,  &  les  Rhomboïdes  qui  ont 
les  mêmes  angles ,  font  d’autant  plus  grands  que  leurs  côtés 
font  moins  inégaux  (  1 309  Donc  l’égalité ,  foit  des  côtés  , 
foit  des  angles  du  Quadrilatère ,  fait  à  la  grandeur  de  l’aire. 

1311.  A  mefure  que  je  rendrai  moins  inégaux  les  côtés  QueieQuar- 
du  parallélogramme  reâangle,  qui  eft  plus  grand  que  tous  les  ™afd  jeptl0uJs 
Rhomboïdes  ifopérimetres  qui  ont  les  mêmes  côtés  (1307),  les  Quudrila- 
ou  à  mefure  que  je  rendrai  moins  inégaux  les  angles  du 
Rhombe  qui  eft  plus  grand  que  toutes  les  Rhomboïdes  qui 
ont  les  mêmes  angles  (1310),  j’aurai  de  plus  grandes  aires. 

Donc  enfin  j’aurai  un  Quatre ,  dont  l’aire  =====  —  fera  plus 

1 6 


grande  que  celle  de  tout  autre  Quadrilatère. 

1313.  Si  je  compare  à  faire  du  Quarré  celle  du  Triangle  zt  plus  grand 

que  le  Tyzuti* 

équilatéral  qui  eft  ^  (  1 2  8  7  ),  je  vois  quelles  font::  12^3.** 

16  ::  3  V$ . 4.  Or  le  quarré  de  la  ire  eft  27  ,  &  celui  de  tre% 
la  2de  1 6,  d’où  il  eft  aifé  de  voir  que  faire  du  Quarré  eft  la 
plus  grande,  &  quelle  eft  à  celle  du  Triangle  comme  un 
peu  plus  de  y  à  4. 

13  14.  Si  je  cherche  pourquoi  faire  du  Quarré  eft  plus 
grande  que  celle  du  T riangle  équilatéral ,  les  côtés  &  les  an¬ 
gles  étant  égaux  dans  f  une  &  dans  l’autre  Figure ,  je  ne  vois 
nul  autre  principe  d’augmentation  que  le  nombre  des  côtés 
du  Quarré  plus  grand  que  celui  des  côtés  du  Triangle ,  d’où 
je  commence  à  juger  que  la  multitude  des  côtés  fait  à  la  gran¬ 
deur  de  faire  auffi-bien  que  l’égalité  des  côtés  &  des  angles. 

Et  en  effet ,  cela  doit  être  ainfi.  Le  Fil  a  ne  peut  embraffer 
un  efpace ,  s’il  ne  s’écarte  de  lui-même,  &  par  conféquent  ne 
fe  divife  en  parties  :  car  s’il  demeure  étendu  en  ligne  droite,  il 
n’embraffera  pas  d’efpace ,  &  non  pas  même  encore  s’il  n’eft 
divife  qu’en  deux  parties  égales  ou  inégales.  Puifqu’il  faut  que 
pour  embraffer  un  efpace  il  fe  divife  en  parties ,  &  en  plus  de 
deux  ;  il  faut  pour  embraffer  un  plus  grand  efpace ,  qu’il  fë 


§)ue  le  Ven - 
tagone  régu¬ 
lier  ejl  plus 
grand  que  le 
Quarté  ifo- 
péri  mette. 
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divife  en  un  plus  grand  nombre  de  parties *  car  moins  il  y  en 
auroit  *  plus  auffi  ces  parties  auroient  de  grandes  étendues  en 
ligne  droite *  &  plus  elles  tiendroient  de  la  difpofition  où  le 
Fil  a  ne  peut  embraffer  d’efpace.  On  voit  aufti  par  là  que  le 
nombre  des  parties  étant  le  même>  elles  embraffent  un  plus 
grand  efpace  quand  elles  font  .égales  ;  car  fi  elles  ne  le  l'ont 
pas  y  les  grandes  qui  font  de  grandes  étendues  en  lignes  droi¬ 
tes  y  tiennent  trop  de  la  difpofition  defavantageufe.  Enfin  le 
nombre  des  parties  égales  étant  le  même  y  il  eft  clair  que  plus 
elles  s’écarteront  les  unes  des  autres  y  plus  elles  embrafferont 
un  plus  grand  eipace.  Or  elles  ne  s’écarteront  jamais  davanta¬ 
ge  les  unes  des  autres  qu’en  s’écartant  toutes  également.  Car 
autrement  celles  qui  s’écarteroient  le  plus  dans  la  ire  moitié 
du  Fil  a  y  par  exemple  y  obligeraient  celles  de  la  2de  moitié 
à  fe  rapprocher  non-feulement  les  unes  des  autres *  mais  en¬ 
core  de  celles  de  la  ire  moitié.  Donc  en  raffemblant  tout* 
la  multitude  des  côtés  j  leur  égalité  *  ôc  l’égalité  des  angles 
font  la  plus  grande  aire. 

1315*.  Et  pour  m’en  affûter  encore  par  le  calcul *  je 
cherche  faire  du  Fil  a  y  devenu  Pentagone  régulier. 

Le  côté  d’un  Pentagone  infcrit  dans  un  Cercle  *  dont  le 


rayon  eft  r  *  eft 


Vi 


a  v  5 


.  Pour  la  facilité  du  calcul  *  fok 


V  10  —  2  V  <  —  x.  Donc  le  côté  du  Pentagone  eft  —  ==  — « 

'  0  a  5 

Donc  le  rayon  du  Cercle  dans  lequel  feroit  infcrit  le  Penta¬ 
gone  ;  dont  le  côté  eft  —  *  eft  — .  La  perpendiculaire  menée 


aV  16  —  xx 


du  centre  de  ce  Cercle  fur  le  côté  du  Pentagone  eft 
&  faire  du  Triangle  ifofcele  dont  ce  côté  du  Pentagone  eft 


la  bafe*  eft 
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Triangle  ou  faire  du  Pentagone  eft 


tt  a  V  1 6  — —  x  x 
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20  X 


DE  DI  N  F  ï  N  I.  Partie  II.  Setf.  IV. 


V  io 


aaV  16 - xx 


zo  x 


43? 

2  V 5 } &  xx  =  io - 2  V &  par  conféquent 

—  Donc  —  )  aire  du  Quarré , 

zoVio  —  zV  %  1 6  ^  1 


eft  à  celie  du  Pentagone  :  :  -  . ..  .  En  quarrant 

16  20  Vio —  zV  $ 

ces  deux  grandeurs  on  a  —  &  — iltLJL — Si  ie  nrens 

25*  4ooxio-ZTv5  ^ 

v  5  =  ^  5  =  t  >  je  feis  ^  J  trop  petite ,  comme  il  fera  aifé 
de  le  voir  >  &  par  conféquent  la  grandeur — zV'J— ..  y  qui 

400  X  I O  2  V  5 

repréfente  le  Pentagone,  fera  trop  petite  ,  puifquefon  numé¬ 
rateur  fera  trop  petit ,  &  fon  dénominateur  trop  grand.  Ce¬ 
pendant  dans  cette  fuppofmon  on  a  5  -4-  2^5  =  5  — {—  ~ 

=  Y  >  &  400  X  IO - 2  V  $  =  400  x^,  =  2240 ,  &  “ 

divifé  par  2240  =  Et  Ton  trouvera  ^  .  -nYr. 

::  175*. 208.  Donc  les  quarrés  des  nombres  qui  expriment 
ies  rapports  des  aires  du  Quarré  ôc  du  Pentagone  font  :  :  175* 


*  208  ,  &  ces  aires  :  :  ^175*  .  ^208  ,  c’eft-à-dire  ,  connue 
un  nombre  un  peu  plus  grand  que  1  3  à  un  autre  un  peu 
plus  grand  que  14,  ôc  d’ailleurs  encore  un  peu  plus  grand y 

parce  que  V$>  Y- 

1 3 1 5.  De  même  on  trouvera  que  Faire  de  FExagone  eft  Et  l'Exago - 

■  ne  plus  grand 

JJ=.  ou  —b— .  Le  quarré  du  nombre  qui  exprime  celle  quehpenta- 

2/48  zV^S  gone. 

du  Pentagone  eft  <  1 3 1 J  )  ==  îir.  •  Donc  l’aire  de 
^  /  ___  , 

FExagone  eft  à  celle  du  Pentagone  :  :  — .  —bjL  :  : 

2  V  48  iV 700 


2^700.2^524::  ^700.^524  >  c’eft-à-dire  ,  comme 
un  nombre  entre  25  ôc  27  eft  à  25* ,  à  très  peu-près.  Tout 
cela  avec  le  raifonnement  de  Fart.  1  314 ,  m’aflure  fuffifam- 
ment  que  j  augmenterai  toujours  les  aires  à  mefure  que  je 

J  i  i  i  j 
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multiplierai  le  nombre  des  côtés  ,  en  confervant  leur  égalité 
ôt  celle  des  angles. 

§hte  le  Cer-  1317*  Donc  la  plus  grande  aire  que  je  puifie  former  avec 
Cgrand  ^  a  5  ce^e  d’un  Polygone  infini  qui  aura  tous  fes  côtés 

tous  les^Poiy-  &  tous  fes  angles  égaux ,  c’eft- à-dire ,  celle  d’un  Cercle. 
gones  ifopéri -  i  3  1 8 .  La  circonférence  du  Cercle  étant  a ,  le  rayon  eft 

métrés, 

un  peu  moindre  que  ~ .  Donc  faire  du  Cercle  eft  un  peu 
moindre  que  Or  faire  du  Triangle  équilatéral,  moindre 
que  celle  de  tous  les  Polygones  réguliers  ifopérimetres  qui 

ont  plus  de  3  côtés,  eft  exactement  Donc  faire  du  plus 

petit  Polygone  régulier  eft  à  celle  du  plus  grand  :  :«i  2  « 
1 2  v7  3  :  :  1  .  v7  3  ,  ou  un  peu  moins  que  V 3  ,  puifque  faire  du 
Cercle  a  été  pofée  trop  grande.  Donc  faire  du  Polygone , 
qui  a  le  plus  de  côtés ,  eft  aflez  éloignée  d’être  double  de 
celle  du  Polygone  qui  en  a  le  moins. 

1 31p.  Donc  dans  tout  le  chemin  que  font  les  aires  des 
Polygones  réguliers  ifopérimetres  ,  en  croilfant  depuis  le 
Triangle  équilatéral  jufqu’au  Cercle  par  f  augmentation  fuc- 
ceiïive  du  nombre  de  leurs  côtés,  elles  ne  vont  point  de  ï 
Jufqu’à  2  ;  &  comme  cet  efpace  fini ,  divifé  par  une  infinité  de 
Polygones ,  ne  le  peut  être  qu’en  un  nombre  fini  de  parties 
finies,  &  en  un  infini  d’infiniment  petites,  il  n’y  a  qu’un 
nombre  fini  de  Polygones  réguliersqui  aient  des  différences 
finies  à  faire  du  Cercle ,  &  il  y  en  a  une  infinité  dont  le  nom¬ 
bre  des  côtés  eft  toujours  plus  grand,  qui  n’ont  à  cette  aire 
que  des  différences  infiniment  petites.  Donc  la  confufion  ou 
l’identité  d’un  Polygone  infini  avec  le  Cercle ,  conçue  ôe 
fuppofée  par  les  Géomètres ,  eft  infiniment  mieux  fondée  ÔC 
plus  légitime  qu’ils  n’ont  peut-être  eux-mêmes  penfé. 

1  320.  A  compter  depuis  le  Triangle  équilatéral  jufqu’au 
Cercle  ,  les  aires  croifïantes  des  Polygones  réguliers  ifopé- 
rimetres  ont  des  différences  décroiffantes ,  &  après  un  nom¬ 
bre  fini  indéterminable  de  différences  finies,  elles  en  ont  une 
infinité  d’infiniment  petites. 
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T321.  Il  eft  bon  de  remarquer  que  quand  les  Géome- 
Êresont  conçu  l’identité  du  Cercle  avec  un  Polygone  infini* 
ça  été  en  infcrivant  fuccefiivement  dans  un  même  Cercle 
différens  Polygones  dont  le  nombre  des  côtés  étoit  toujours 
plus  grand  *  ôc  le  périmètre  plus  grand  aufli.  Ici  le  périmè¬ 
tre  des  Polygones  eft  toujours  égal,  &  les  Cercles  où  ils  fe- 
roient  infcrits*  feroient  toujours  plus  petits*  comme  il  fera 
aifé  de  le  voir.  Mais  cela  n’empêche  pas  que  ce  qui  vient  d’ê¬ 
tre  dit  fur  l’indentité  des  Polygones  infinis  &  du  Cercle  ne 
foit  toujours  vrai.  On  trouvera  même  que  félon  la  première 
maniéré  de  la  concevoir*  faire  de  fExagone  fera  à  celle  du 
Cercle  :  :  V3 . 2  plus  quelque  petite  grandeur*  d’où  fuit  tout 
le  raifonnement  de  l’art.  131  <?. 

1  322.  L’avantage  qu’un  Polygone  tire  de  la  multiplication 
infinie  de  fes  côtés  n’eft  pas  infini  *  &  il  eft  bien  éloigné  de 
l’être.  Donc  il  peut  être  égalé  *  &  même  furpafie  par  celui 
qu’un  autre  Polygone  d’un  nombre  fini  de  côtés  tirera  de 
l’égalité  de  fes  côtés  ou  de  fes  angles.  Donc  une  Courbe  peut 
avoir  une  aire  moindre  qu’une  Figure  rediligne  ifopérimetre^ 
Et  en  effet  *  il  eft  aifé  de  concevoir  une  Ellipfe  fi  allongée  * 
que  faire  d’un  T riangle  *  même  fcalene  *  feroit  beaucoup  plus 
grande. 

1323.  Une  Courbe  pouvant  toujours  être  conçue  comme 
divifée  en  côtés  égaux*  ôc  par  conféquent  deux  Courbes  ifi> 
périmètres  qui  enferment  toutes  deux  un  efpace  *  étant  con¬ 
çues  comme  divifées  en  un  nombre  infini  égal  de  côtés  égaux* 
ôc  entr’eux  ,  ôc  ceux  de  l’une  à  ceux  de  l’autre  *  il  11’eft  plus  ; 
queftion  pour  faire  que  de  confidérer  les  angles  de  contin¬ 
gence  des  deux  Courbes  *  ou  leurs  courbures  ,  ôc  celle  qui 
d’une  extrémité  de  fon  cours  à  l’autre  aura  la  courbure  la 


moins  inégale  ,  aura  la  plus  grande  aire. 

1 324.  Donc  de  toutes  les  Courbes  ifopérimetres  *  le  Cer-  Et  plus  que 

de  eft  celle  qui  a  la  plus  grande  aire.  cZlei'if*. 

1 3  2  s',  a  étant  le  grand  axe  d’une  Ellipfe  *  Ôc  b  le  parame-  périmètres . 
tre  de  a  *  la  courbure  de  l’origine  de  f  Ellipfe  furpafie  d’au-  Que  Faire  de 
tant  plus  celle  du  quart*  ou  *  ce  qui  eft  la  même  chofe  *  la  1  Ed^Je' 

**  ~W~  •  •  •  •  • 

lu  11J 


43 8  Elemens  de  la  Ge'gme'trie 
d'amant  courbure  de  l’Ellipfe  eft  d’autant  plus  inégale  *  que  a  eft  plus 
f”  courbfre  gran^  par  rapport  à  b  (  1 08  8  ) *  ou *  ce  qui  revient  au  même  9 
eft  plus  iné-  quand  le  grand  axe  eft  plus  grand  par  rapport  au  petit.  Donc 
gau ,  é»  au  J  deux  Ellipfes  ifopérimetres*  celle  où  le  grand  axe  eft  plus 
grand  par  rapport  au  petit  *  eit  celle  qui  a  la  plus  petite  aire  * 
êc  elle  l’a  d’autant  plus  petite *  que  le  grand  axe  eft  plus  grand 
par  rapport  au  petit, 

132 6.  Si  le  petit  axe  droit  *  non  pas  abfolument  nul *  ce 
qui  empêcheroit  l’Ellipfe  d’être  Ellipfe*mais  infiniment  petit* 
l’Ellipfe  feroit  une  ligne  qui  auroit  d’abord  dans  une  étendue 
infiniment  petite  une  courbure  elliptique*  &  enfuite  ne  feroit 
qu’une  droite  couchée  le  long  de  fon  grand  axe  jufqu’à  fou 
extrémité  *  où  elle  auroit  une  courbure  pareille  à  celle  de 
l’origine.  Il  eft  vifible  que  par-là  il  arriveroit  en  même  temps 
qu’elle  auroit  ôc  une  aire  infiniment  petite  *  ôc  une  inégalité 
infinie  de  courbure  *  puifqu’ayant  eu  d’abord  une  courbure  or¬ 
dinaire  ôc  finie  *  elle  n’en  auroit  enfuite  qu’une  qui  feroit  nul¬ 
le.  Donc  l’inégalité  infinie  de  courbure  *  ôc  l’aire  infiniment 
petite  font  deux  chofes  néceffairement  liées  dans  l’Elliplè. 

1 3  27.  O11  ne  pourroit  pas  faire  fur  le  Cercle  cette  fuppo- 
fition  d’un  axe  infiniment  petit  *  l’autre  étant  fini  *  parce  qu’il 
lui  eft  effentiel  d’avoir  fes  deux  axes  égaux  :  mais  on  la  pourra 
faire  fur  toutes  les  Courbes  qui*  comme  l’Ellipfe*  renferment 
un  efpace  par  leur  circonférence  feule  >  ôc  qui  ont  leurs  axes 
inégaux*  ou*  ce  qui  eft  le  même  ,  une  plus  grande  Ordon¬ 
née  ôc  PAbfciffe  correfpondante  inégales.  Donc  en  général 
dans  toutes  ces  Courbes  l’inégalité  infinie  de  courbure  pro¬ 
duira  une  aire  infiniment  petite. 

Et  de  meme  1328.  Donc  en  général  *  ces  Courbes  étant  ifopérime- 
fourtoutesies  tres  plus  jeur  COurbure  fera  inégale  *  plus  leur  aire  fera  peti- 

Courbes  qui  _l  .  0  1  L 

renferment  te  *  ôc  au  contraire. 

feules  un  ef-  î  3  2p.  Si  les  Courbes  ne  renferment  pas  feules  un  efpace  * 
^aceLe  dm  mais  qu’elles  ne  le  renferment  qu’avec  une  Abfciffe  ôc  une 
iesefpaceSns  Ordonnée  *  comme  une  Parabole  *  une  Hyperbole  ,  &c.  ce 
renfermés  en  qUi  eft  le  plus  ordinaire  *  il  faut  *  au  lieu  de  fuppofer  les  Cour- 
pamepar  des  entjeres  ifopérimetres  *  en  prendre  des  Arcs  qui  foient  de 


» 
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part  &  d'autre  d’une  même  longueur ,  les  prendre  avec  les  courtes ,  une 
Abfciffes  &  les  Ordonne'es  qui  leur  appartiennent ,  &  voir courhure , 
quelles  iont  les  aires.  u  produit  un 

Si  l’on  compare  l’aire  d’un  Quart  de  Cercle  à  celle  duPluszrandeP 
Triangle  reâangle ,  dont  Thypotenufe  feroit  la  Corde  de  90  ^Znt  éghf* 
degrés  ôc  les  deux  autres  côtés  ,  les  deux  rayons  du  Cercle 
qui  font  l’angle  droit  ^  il  eft  bien  clair  que  l’aire  du  Quart  de 
Cercle  eft  plus  grande  que  celle  du  Triangle^  mais  aufti  Thy- 
potenufe  du  Triangle  eft  moindre  que  l’arc  de  po.  Faifons  la 
égale  à  cet  are.  Si  la  circonférence  du  Cercle  eft  =====  a,  cette 

hypotenufefera  =  ~,ôcfonquarré  ~  fera  quadruple  de  Taire 

du  Triangle  redangle  ifofcele  >  dont  elle  eft  Thypotenufe. 

Donc  Taire  de  ce  Triangle  eft  Si  Ton  prend  Taire  du  Cer¬ 
cle  pour  exa  Aement  ===== -^  celle  du  Quart  eft—-.,  &  elle 


eft  à  celle  du  Triangle::  64.48  ::  4. 3.  Mais  il  eft  vrai 

que  ^  eft  une  quantité  un  peu  plus  grande  que  Taire  du  Cer^ 

cle  )  ou  que  cette  aire  eft  a  a  divifé  par  un  nombre  un  peu  plus 
grand  que  1 2 ,  ce  qui  rendra  le  rapport  du  Quart  de  Cercle 
au  Triangle  moindre  que  celui  de  4  à  3  :  mais  il  fera  toujours 
certainement  très-éloigné  de  l’égalité. 

Il  eft  de  plus  à  remarquer  que  dans  ce  Triangle  reAangle 

ifofcele;dont  Thypotenufe  eft  ^chacun  des  deux  côtés  égaux 

eft  j  le  rayon  du  Cercle  fuppofé  étant  ~  *  ou  un  peu 

moindre.  Or  ~  ::  6  5 1.  Donc  un  des  petits  côtés 

du  Triangle  eft  plus  grand  que  le  rayon  du  Cercle.  Donc  le 
Triangle  dont  le  périmètre  total  font  Thypotenufe  égale  à 
Farc  de  po  j  ôc  deux  côtés  égaux  plus  grands  que  le  rayon  du 
Cercle  >  a  un  plus  grand  périmètre  total  que  le  Quart  de  Cer¬ 
cle  ,  ôc  cependant  il  aune  moindre  aire ,  ce  qui  ne  peut  venir 
que  de  l’avantage  que  donne  au  Quart  de  Cercle  le  nombre 
infini  des  côtés  de  fon  arc  de  po  ^  tandis  que  Thypotenufe  du 
Triangle  égale  à  cet  arc  n’eft  qu’une  ligne  droite. 


1 


Ce  que  pro - 
duit  par  rap¬ 
port  à  l'aire 
des  Courbes 
d'un  cours  in¬ 
fini  &  d'une 
égale  lon¬ 
gueur  l'iné¬ 
galité  de  leur 
courbure  , 
lorfqu  elle  de¬ 
vient  nulle  à 
leur  extrémi¬ 
té. 
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Donc  en  général  deux  Trilignes  étant  pofés ,  l’un  mixti-J 
ligne  formé  d  une  Courbe  avec  fon  Abfcifleôc  fon Ordonnée* 
Pautre  reéliligne  formé  d’une  droite  égale  à  cette  Courbe ,  ôc 
de  deux  autres  droites ,  fi  ces  droites  font  égales  à  celles  du 
Triligne  mixtiligne  ,  celui-ci  aura  une  plus  grande  aire  que 
Pautre  ;  ôc  quand  même  les  deux  droites  du  reêtiligne  feront 
plus  grandes  que  celles  du  mixtiligne, ce  qui  donnera  au  reêti- 
ligne  un  plus  grand  périmètre  total ,  l’aire  du  mixtiligne  pour¬ 
ra  encore  être  plus  grande  ;  ôc  tout  le  refte  étant  égal ,  Paire 
du  mixtiligne  fera  d’autant  plus  grande  par  rapport  à  celle  du 
rediligne ,  que  la  Courbe  du  mixtiligne  aura  une  courbure 
moins  inégale. 

1530.  S’il  s’agit  des  aires  de  Courbes  d’une  égale  lon¬ 
gueur^  mais  qui  aient  un  cours  infini  ,  on  peut  déjà  conjec¬ 
turer  que  le  plus  ou  le  moins  d’inégalité  de  leur  courbure 
fera  à  leur  aire ,  car  le  nombre  infini  de  côtés  étant  égal , 
ne  fera  plus  à  confidérer  ;  ôc  qu’une  inégalité  infinie  de  cour¬ 
bure  produira, non  plus  une  aire  infiniment  petite,  ce  qui 
n’eft  plus  poflible  ici ,  mais  la  plus  petite  aire  qu’il  fe  puifle* 
Cela  demande  des  confidérations  plus  détaillées. 

L’inégalité  de  courbure  ne  peut  être  infinie,  que  quand  la 
çourbure  ayant  été  ordinaire  ôc  finie ,  elle  devient  nulle  ou 
infinie.  Je  ne  vais  prendre  d’abord  pour  inégalité  infinie  de 
courbure  que  celle  qui  confifte  en  ce  que  la  courbure  ayant 
été  finie  devient  nulle. 

Un  efpace  quelconque  eft  formé  de  deux  dimenfions ,  ÔC 
jamais  il  ne  peut  être  plus  grand  que  quand  elles  font  toutes 
deux  à  la  fois  les  plus  grandes  qu’il  fe  puifle,  ôc  jamais  elles 
ne  font  plus  grandes  toutes  deux  à  la  fois,  que  quand  elles 
font  égales.  Un  efpace  mixtiligne  ou. curviligne  a  fes  deux 
dimenfions ,  dont  l’une  eft  dans  le  fens  de  Taxe  ou  des  Ab- 
fciftes ,  l’autre  dans  celui  des  Ordonnées;  ôc  jamais  il  n’eft: 
plus  grand  que  quand  les  Abfcifles  approchent  le  plus  qu’il 
eft  poflible  d’être  égales  aux  Ordonnées  correfpondantes,ou, 
ce  qui  eft  le  même ,  le  mouvement  horifontal  de  la  Courbe 
au  vertical 

Si 
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Si  la  courbure  de  la  Courbe  devient  nulle  dans  une  éten- 
'due  finie  ,  c’eft-à-dire  ,  fi  la  Courbe  dans  cette  étendue  de¬ 
vient  droite ,  cette  droite  eft  ou  parallèle  ou  perpendiculaire 
ou  oblique  à  l’axe.  Si  elle  eft  parallèle,  alors  le  mouvement 
horifontal  fubfifte ,  &  le  vertical  celle ,  6c  l’efpace  curviligne 
ne  croît  plus  que  félon  une  dimenfion ,  6c  par  conféquent 
moins  que  s’il  avoit  cru  félon  les  deux.  C’eft  la  même  chofe , 
mais  feulement  en  fens  contraire,  fi  la  droite  eft  perpendi¬ 
culaire.  Si  elle  eft  oblique ,  fefpace  a  crû  félon  les  deux  di- 
menfions. 

La  condition ,  que  la  Courbe  devienne  droite  dans  une 
étendue  au  moins  finie ,  eft  néceflaire  par  rapport  à  la  dimi¬ 
nution  de  fefpace  curviligne  ;  car  la  Courbe  devenue  droite 
dans  une  étendue  infiniment  petite ,  ou  de  plu  fleurs  côtés  en 
nombre  fini ,  ne  produiroit  dans  l’aire  qu’une  diminution  in¬ 
finiment  petite  ,  qui  ne  feroit  point  à  compter. 

Une  Courbe  peut  devenir  droite  dans  une  étendue  infinie 
au  fil-bien  que  dans  une  finie  (  1 175) ,  &c.  1182). 

L’inégalité  infinie  de  courbure  ne  produit  une  diminution 
d’aire  que  dans  les  Courbes  qui ,  dans  des  étendues  au  moins 
finies  j  deviennent  des  droites  parallèles  ou  perpendiculaires 
à  l’axe  :  car  ce  n’eft  qu’alors  que  l’un  des  deux  mouvemens 
devient  nul  par  rapport  à  l’autre. 

La  courbure  nulle  dans  une  étendue  finie  ou  infinie  ,  ne 
peut  arriver  qu’à  la  fin  du  cours  infini  des  Courbes.  Tout 
cela  pofé, 

13  31.  Je  fuppofe  i°  que  la  variation  de  la  courbure  ait 
été  fans  changement  de  l’origine  à  l’extrémité ,  ou ,  ce  qui  eft 
ïe  même  j  que  la  courbure  ait  toujours  été  décroiflante.  Je 
fuppofe  ,  20  que  les  aires  formées  d’une  Courbe  infinie ,  de 
fon  axe  &  de  fa  derniere  Ordonnée ,  font  croiflantes  depuis 
l’origine  jufqu’à  l’extrémité.  Toutes  les  Courbes  d’un  cours 
infini  étant  conçues  ici  d’une  même  longueur ,  ou  égales  à  la 
même  droite  infinie ,  il  eft  viftble ,  par  tout  ce  qui  vient  d’être 
dit,  que  celles  qui  ont  une  inégalité  infinie  de  courbure  ,  ôc 
en  même  temps  deviennent  à  leur  extrémité  parallèles  ou 
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perpendiculaires  à  leur  axe  dans  une  étendue  finie  ,  ont  une 
moindre  aire  que  fi  leur  pofition  extreme  à  l’égard  de  Taxe 
demeurant  la  même,  elles  ne  l’avoient  pas  eue  dans  une  éten¬ 
due  finie ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  n’avoient  pas  eu  l’inéga¬ 
lité  infinie  de  courbure ,  telle  qu’on  la  prend  ici.  Car  leur  aire 
devient  plus  petite  par  deux  caufes;  la  ire,  parce  que  de  leurs 
deux  dimenfions,  Fhorifontale  ou  parallèle,  &  la  verticale  ou 
perpendiculaire, l’une  ceffe  de  croître,tandis  que  l’autre  croît* 
&  que  par  conféquent  elles  s’éloignent  de  l’égalité.  La  2de , 
parce  que  dans  l’étendue  finie  oïl  ces  Courbes  font  droites , 
elles  perdent,  par  rapport  à  la  grandeur  de  Faire,  l’avantage 
qui  réfuîte  de  la  multitude  des  côtés. 

1332.  Plus  l’inégalité  infinie  de  courbure  eft  grande 
dans  les  Courbes  parallèles  ou  perpendiculaires  à  l’extrémité* 
plus  Faire  eft  petite  ;  &  par  conféquent  l'inégalité  infinie  de 
courbure  qui  change  la  Courbe  en  droite  dans  une  étendue 
infinie ,  étant  infiniment  plus  grande  que  celle  qui  ne  la  chai> 
ge  en  droite  que  dans  une  étendue  finie ,  Faire  doit  être  alors 
infiniment  plus  petite.  Car  fi  une  Courbe  à  fon  extrémité 
n’eft  parallèle  à  fon  axe  que  dans  une  étendue  finie ,  il  n’y  a 
que  cette  étendue  où  le  mouvement  vertical  ait  ceffé ,  &  il 
a  cru  avec  l’horifontal  dans  une  étendue  infinie  :  mais  fi  la 
Courbe  parallèle  eft  droite  dans  une  étendue  infinie ,  fon 
mouvement  vertical  a  ceffé  dans  cette  étendue,  Fhorifontal 
continuant  de  croître ,  êc  ils  n’ont  crû  tous  deux  enfemble 
que  dans  une  étendue  finie ,  ce  qui  doit  faire  une  différence 
d’ordre  entre  les  deux  différentes  aires.  En  effet,  fi  on  Com¬ 
pare  Faire  de  la  Parabole ,  qui  n’eft  droite  que  dans  une  éten¬ 
due  finie  (1182),  ôc  qui  a  une  derniere  Ordonnée  =  co1 
(5)64) ,  &  Faire  d’une  Courbe  Afymptotique  droite  par 
conféquent  dans  une  étendue  infinie ,  parallèle  à  fon  extrémi¬ 
té,  &  dont  la  derniere  Ordonnée  ne  pourra  être  que  finie,  fé¬ 
lon  la  2de  fuppofition  de  Fart.  1  3  51  ,  on  trouvera  que  leurs 
axes  étant  néceffairement  infinis ,  les  deux  aires  feront,  quant 

à  l’ordre ,  :  :  00  x  ooT*  OQ  x  1  ::  ccT *  u 
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1333*  L’Hyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe *  ou  axe 
îraverfant  *  n’eft  point  dans  le  cas  des  Courbes  *  dont  l’inéga¬ 
lité  infinie  de  courbure  diminue  infiniment  Faire*  quoiqu’elle 
ait  cette  inégalité  infinie  de  courbure*ôc  une  Afymptote.  Cela 
vient  de  ce  que  l’Hyperbole  fe  termine  par  être  ligne  droite 
infinie  oblique  à  fon  axe  d’une  certaine  obliquité  déterminée 
par  le  rapport  de  fes  deux  axes  conjugués  (pf3)  ;  ainfi  les 
deux  mouvemens*  Fhorifontal  &  le  vertical*  font  toujours 
fubliftans  *  ôc  fa  derniere  Ordonnée  infinie  auffi-bien  que  fon 
axe.  Son  aire  eft  donc  un  Infini  du  2d  ordre. 

1334.  Mais  entre  toutes  les  Hyperboles  de  même  Ion-  Qu'entretom 
gueur*  j’entens  celles  duv2d  degré*  &  dont  les  axes  conju-  tes  les Hyper- 
gués  auront  tous  les  diffërens  rapports  finis  poffibles*  celle 
qui  aura  la  plus  grande  aire  infinie  du  2d  ordre  fera  FHyper-  du  zd  degré  „ 
bole  équilatere  *  parce  que  fes  deux  axes  conjugués  étant  a 

égaux*  fa  derniere  Ordonnée  &  fon  axe  le  feront  aufii*  &  par  la  plus  grands 
conféquent  les  deux  dimenfions  horifontale  &  verticale  *  ou  airemflnî*« 
les  deux  mouvemens  par  ou  elle  fe  terminera. 

1535*.  Plus  les  deux  axes  conjugués  feront  inégaux  *  plus 
feront  petites  les  aires  infinies  des  Hyperboles  de  même  lon¬ 
gueur. 

1336.  Ce  n’eft  que  la  derniere  Ordonnée  de  l’Hyperbole  <fw l'Hyper- 
équilatere  qui  devient  exactement  égale  à  fon  axe  infini*  juf-  holef  hHtl?te- 

1  ,N  ,  ^  ,  ,  0  -  /  .  ,  .  re  étant  divt- 

que  la  les  Ordonnées  ont  toujours  été  moindres  que  les  j%e  en  arcs 
Âbfcilfes ,  mais  elles  ont  toujours  tendu  à  leur  être  égales  *  &  *  cer~ 

leur  ont  ete  toujours  moins  inégalés  depuis  1  origine  de  1  H  y-  ^  déter- 
perbole  jufqu’à  fon  extrémité.  Donc  fi  Fon  prend  *  à  com-  mineront ,  fe- 
mencerà  l’origine*un  arc  Hyperbolique  quelconque  avec  fon  r^Jsr°i^J 
Abfciife  &  fon  Ordonnée  ;  fi  enfuite  on  prend  l’arc  fui  vaut  gïne  juf  qu'à 
de  la  même  longueur*  &  que  par  le  premier  point  de  ce  2ci  1  extnmiu* 
arc  on  tire  une  parallèle  à  l’axe  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
l’Ordonnée  de  l’extrémité  de  ce  2^  arc  *  on  aura  un  2  -  efpace 
Hyperbolique  compris  entre  le  2d  arc  *  la  parai!  ele  à  Faxe*  ôc 
la  différence  finie  des  deux  Ordonnées  extremes  des  deux  arcs; 
ôt  je  dis  que  ce  2^  efpace  fera  plus  grand  que  le  ie,;  *  puifque 
le  mouvement  vertical  n’y  fera  pas  fi  inégal  à  Fho  rilontal  que 
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dans  le  1 er.  Donc  fi  l’on  conçoit  toute  l’Hyperbole  équilatere 
divifée  en  arcs  égaux*  qui  fervent  à  former  des  efpaces  pareils 
à  ceux  qu’on  vient  de  déterminer*  ces  efpaces  iront  toujours 
en  croilfant  jufqu’au  dernier*  qui  ne  fera  que  reêtiligne,  puit 
que  l’Hyperbole  eft  alors  ligne  droite*  ôc  fera  un  triangle  rec- 
tangle  ifofcele. 

1  3  37*  Quoique  l’hypotenufe  de  ce  Triangle  n’ait  pas  la 
multitude  infinie  des  côtés  qu’a  voient  les  arcs  Hyperboliques 
égaux  dans  d’autres  Triiignes  pareils*  ce  defavantage  fera  fur- 
paffé  par  l’avantage  qu’il  tire  de  l’égalité  de  fes  deux  dimenfions. 
xt  de  meme  1 3  38.  Il  en  ira  de  même  des  Hyperboles  non  équilateres. 
très  Hyperbo-  Leurs  efpaces  ainfi  pris  *  moindres  que  les  correfpondans  de 
fa.  '  l’Hyperbole  équilatere* feront  toujours  croiffans*  parce  qu’ils 
tendront  toujours  ôc  arriveront  enfin  à  la  moindre  inégalité 
pofiible  *  entre  une  Abfciffe  ôc  une  Ordonnée*  ou*  plus  exac¬ 
tement  parlant*  entre  le  mouvement horifontal  ôc le  vertical. 
Que  ce  fera  i 3  3p.  Ce  fera  le  contraire  de  la  Parabole  où  l’on  prendra 
c^es  efpaces  de  cette  même  maniéré.  Son  paramétré  étant  a.9 
büle^.  tant  que  l’on  prendra  des  Abfciffes  a  moindres  que  a  *  les  Or¬ 
données  feront  plus  grandes  que  ces  Abfciffe  s  *  mais  les  unes 
ôc  les  autres  tendront  à  l’égalité  *  ôc  y  arriveront  lorfque  x 
fera  =  tf*après  quoi  les  Ordonnées  feront  toujours  moindres 
que  les  Abfciffes.  Donc  fi  l’on  prend  un  i cr  arc  Parabolique  * 
tel  que  x  foi t  ==  a  ====. y ,  ôc  qu’on  prenne  l’arc  fuivant  de  la 
même  longueur  *  ôc  que  par  le  premier  point  de  ce  id  arc  *  on 
tire  une  parallèle  à  l’axe  jufqu’à  la  rencontre  de  l’Ordonnée 
extreme  de  ce  2^  arc  *  ce  2d  efpace  fera  moindre  que  le  Ier* 
le  3me  déterminé  de  même  moindre  que  le  2d*  ôc  toujours 
ainfi  de  fuite.  Et  en  effet  *  la  Parabole  devenant  à  fon  extré¬ 
mité  une  ligne  droite  finie  parallèle  à  fon  axe  *  le  dernier  ef¬ 
pace  ne  pourra  être  qu’infiniment  petit. 

1 340.  L’efpace  Parabolique  déterminé  par  un  arc  tel  que 
x  ==y  =====  a  *  eft  plus  grand  que  tout  efpace  Hyperbolique 
déterminé  par  un  arc  de  même  longueur*  ôc  pris  comme  ce¬ 
lui  de  la  Parabole  *  à  l’origine  de  la  Courbe*  car  nul  arc  Hy¬ 
perbolique  n’aura,  cette  égalité  de  a  ôc  dey. 
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î  341.  S’il  faut  courber  le  Fil  a  en  un  arc  ou  Parabolique 
ou  Hyperbolique*  à  commencer  à  l’origine  de  la  Courbe ,  ôc 
tel  que  Fefpace  qu’il  déterminera  foit  le  plus  grand  qu’il  fe 
puiffe  *  il  faut  le  courber  en  arc  Parabolique ,  tel  queTon  y 
ait  x  ~—y. 

1342.  Si  avec  la  même  condition  du  plus  grand  efpace*  ri 
ne  faut  courber  le  Fil  qu’en  arc  Hyperbolique*  à  commencer 
à  l’origine  de  la  Courbe *  il  faut  le  courber  en  arc  d’Hyper- 
bole  équilatere. 

134 S’il  faut  le  courber  en  arc  Parabolique  ,  qui  ne 
commence  pas  à  l’origine  de  la  Courbe  y  il  faut  le  courber  en 
arc  qui  en  foit  le  plus  près  qu’il  fe  pourra  ;  &  au  contraire  *  s’il 
s’agit  de  le  courber  en  arc  Hiperbolique. 

î3  44.  Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  que  ce  que  pro-  §hie  l'infa 
duit  par  rapport  à  faire*  l’inégalité  infinie  de  la  courbure  de-^f  d'uns. 

11  \  /*/i  /  1  •  r*  •  COMYvHYd  Cttit 

venue  nulle  a  1  extrémité  dans  une  etendue  au  moins  fini Q»fe  termine  par 
On  pourroit  juger  d’abord  que  l’inégalité  infinie  de  la  cour -  être  infinie,™ 
bure  devenue  infinie  comme  a  1  extrémité  de  la  Cycloide^^^ 
(nipj  ii2o)j  devroit  produire  aufïi  quelque  effet  par  rap-  pur  rapport 
port  à  faire.  Mais  elle  n’en  produit  abfolument  aucun.  \_JiLalme* 
courbure  infinie  de  l’extrémité  de  la  Courbe  vient  de  ce  que 
fou  dernier  côté  n’eft  qu’un  Infiniment  petit  du  id  ordre 
(  9  1 1)  *  ou  nul  par  rapport  à  tous  les  précédens *  ôc  ce  man¬ 
quement  fubit  d’un  côté  ne  fait  rien  ni  au  perimetre  ni  à  faire  * 
ôc  n’empêche  pas  que  la  Courbe  n’ait  eu  dans  fon  cours  une 
courbure  comparable  à  celle  de  toute  autre  Courbe*  ôc  plus 
ou  moins  inégale. 

1345*.  Pour  m’en  affurer  par  le  calcul  *  je  compare  faire  Que  lu  Cy - 
d’une  Cycloïde  à  une  aire  Elliptique  ;  ôc  parce  que  la  Cy-  c!oïde  v*} 

1  ..  i  /  r  -,  r  1  1  1  1  -  pii.  r  \  fon  extrémité 

cloide  eit  terminée  par  la  baie  comme  une  demi-ülliple  le  a  une  courbu- 
feroit  par  un  de  fes  deux  axes  *  je  ne  prens  qu’une  aire  de re  infinie ,  a 

J  *7711*  r  une  aire  plus 

demi-Ellipfe.  _  _  gr*ndeoupius 


Labafe  de  la  Cycloïde  eft 


C  y  circonférence  du  Cercl  £  petite  que  dif¬ 
férentes  demi~- 


générateur*  dont  le  diamètre  eft  —  yX  étant  un  nombre  in-  Eliipfies  de 

0  x  Ion*.. 


meme 


connu  un  peu  plus  grand  que  3.  Il  eft  démontre  que  la g<ttnr  w’sllt* 
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circonférence  de  la  Cycloïde  eft  quadruple  du  diamètre  du 

Cercle  générateur ,  donc  elle  eft  ==?  —  ,  donc  la  circonfé- 
rence  d’une  demi-Ellipfe  ifopérimetre  eft  auffi  ~  ,  ôc  elle  eft 
à  celle  du  Cercle  générateur  :  :  —  .  c  :  f  4 .  x.  La  circonfé¬ 
rence  de  l’Ellipfe  entière  feroit  donc  à  celle  du  Cercle  géné¬ 
rateur  :  :  8  .  x* 

Si  un  Cercle  avoit  la  même  circonférence  que  l’Ellipfe 
entière ,  fon  aire  feroit  à  celle  du  Cercle  générateur  :  :  64 .  xx> 
ôc  faire  du  demi-Cercle  à  celle  du  Cercle  générateur  :  :  32 . 
xx*  Or  nulle  demi-Ellipfe  ifopérimetre  à  ce  demi-Cercle  ne 
peut  avoir  une  auffi  grande  aire  que  lui.  Donc  toute  demi- 
Ellipfe  ifopérimetre  à  la  Cycloïde  aura  une  aire  dont  le  rap¬ 
port  à  faire  du  Cercle  générateur  fera  moindre  que  celui  de 
32  à  xx. 

L’aire  de  la  Cycloïde  eft  à  celle  du  Cercle  générateur  :: 
3.1.  Donc  x  étant  un  nombre  feulement  un  peu  plus  grand 
que  3  )  il  peut  y  avoir  une  infinité  de  rapports  moindres  que 
celui  de  3  2  à  xx ,  ou  dans  lefquels  il  entre  un  nombre  moin¬ 
dre  que  32  ,  ôc  qui  cependant  foient  plus  grands  que  celui 
de  3  à  1  y  c’eft-à-dire  ^  qu’il  peut  y  avoir  une  infinité  de  demi- 
Ellipfes  ifopérimetres  à  la  Cycloïde  ,  ôc  qui  auront  de  plus 
grandes  aires. 

Mais  par  la  même  raifon  il  y  aura  une  infinité  beaucoup 
plus  grande  de  demi-Ellipfes  qui  auront  de  moindres  aires 
que  la  Cycloïde. 

Donc  quoique  la  Cycloïde  ait  de  fon  fomrnet  à  fes  deux 
extrémités  une  inégalité  infinie  de  courbure  ?  elle  n’a  pas  par 
cette  raifon  une  moindre  aire  que  les  Courbes  ifopérimetres  , 
6c  quand  elle  en  a  une  moindre ,  c’eft  parce  que  fon  inégalité 
de  courbure  eft  plus  grande  dans  tout  fon  cours,  où  le  der¬ 
nier  côté  n’eft  point  compté. 

1 34<5\  De  toutes  les  demi-Ellipfes  j,  celle  qu’il  eft  le  plus 
naturel  de  comparer  à  la  Cycloïde  j  eft  celle  qui  aura  pour 
grand  axe  la  bafe  c  de  la  Cycloïde,  ôc  pour  la  moitié  du  petit , 
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le  diamètre  ~  du  Cercle  générateur.  L’Ellipfe  entière  feroit 

circonfcrite  à  un  Cercle  dont  le  diamètre  feroit  ~  }  ôc  par 

conféquent  Taire  Elliptique  feroit  à  celle  du  Cercle  infcrit 

:  :  c,  ~  :  :  x .  2 *  ôc  la  moitié  de  Taire  Elliptique  à  Taire  de 

ce  Cercle  :  :  x .  4.  Or  ce  Cercle  infcrit  eft  au  générateur  de 
la  Cycloïde  :  :  4 . 1.  Donc  Taire  de  la  demi-Ellipfe  eft  à  celle 
du  Cercle  générateur  ::  x .  1 *  ôc  à  celle  de  la  Cycloïde  :: 
x .  3  ,  c’eft-à-dire  ,  de  bien  peu  plus  grande. 

On  trouvera  en  même  temps  que  la  demi-Ellipfe  eft  à 
très-peu  près  ifopérimetre  à  la  Cycloïde.  L’aire  Elliptique 
entière  étant  à  celle  du  Cercle  infcrit  ::  x .  2 ,  fi  cette  aire, 
au  lieu  d’être  celle  d’une  Ellipfe *  étoit  celle  d’un  nouveau 
Cercle  que  j’imagine*  la  circonférence  de  ce  nouveau  Cercle 
feroit  à  celle  du  Cercle  infcrit  à  TEllipfe  ::  Vx.V  2*  Donc  la 
circonférence  du  nouveau  Cercle  feroit  à  celle  du  Cercle 
générateur  3a  moitié  moindre  que  celle  de  Tinfcrit  :  :  2V x .  V 2* 
Donc  V 2  exprimant  la  circonférence  du  Cercle  générateur P 

—  exprimera  fon  diamètre.  Donc  la  circonférence  du  nou- 

X 


veau  Cercle  fera  au  diamètre  du  Cercle  générateur::  2V  x* 
~  :  :  2  xVx .  V 2.  Et  comme  on  ne  veut  comparer  à  la  Cy¬ 


cloïde  qu’une  demi-Ellipfe*  il  ne  faut  prendre  que  la  demi- 
circonférence  du  nouveau  Cercle  qui  tient  la  place  de  TEllip¬ 
fe.  Donc  cette  demi- circonférence  feroit  au  diamètre  du 
Cercle  générateur  ::  xVx .  V2 .  Si  x  n’étoit  que  3  *les  quarrés 
de  x  Vx  ôc  de  v72  feroient  27  ôc  2  >  ôc  s’ils  avoient  été  32  ôc 
2  )  ou  16  &  1*  la  demi-circonférence  du  nouveau  Cercle  & 
le  diamètre  du  Cercle  générateur  auroient  été  :  :  4.  t  *  ce  qui 
eft  le  rapport  de  la  Cycloïde  au  diamètre  du  Cercle  généra¬ 
teur  *  ôc  par  conféquent  la  demi-circonférence  du  nouveau 
Cercle  auroit  été  égale  à  la  Cycloïde.  Mais  il  eft  certain  que 
x  >  3  *  ce  qui  rapproche  x*  de  32  ;  ôc  de  plus  il  faut  remettre 
une  demi-Ellipfe  à  la  place  de  la  demi -circonférence  du 
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nouveau  Cercle.  Or  comme  on  avoit  fuppofé  laire  Ellipti¬ 
que  &  la  Circulaire  égales ,  la  circonférence  Elliptique  eft 
néceffairement  plus  grande ,  &  par  cette  raifon  v3  s’approche 
encore  plus  de  32.  Donc  la  demi-Ellipfe  eft  à  peu-près  ifo- 
périmètre  à  la  Cycloïde* 

1  347*  On  voit  par-là  en  général  que  deux  arcs  égaux 
de  Courbes  différentes ,  approchent  fort  d’avoir  des  aires 
égalés ,  quand  leurs  Abfciffes  &  leurs  Ordonnées  font  éga¬ 
les  ,  ce  qui  revient  aux  art.  1  3  3  o ,  1 3  3  4 ,  &c. 

1  348.  Si  deux  arcs  égaux  de  Courbes  différentes  font 
tels  que  leurs  courbures  extremes  aient  le  même  rapport  aux 
courbures  de  l’origine,  c’eft  la  même  chofe  que  fi  deux  Suites 
d’un  nombre  égal  de  termes  étoient  comprifes  entre  les  m&- 
mes  extremes  :  celle  qui  approcheroit  le  plus  d’une  progrefi 
fion  arithmétique  ,  diviferoit  fintervalle  plus  également,  & 
celle  qui  approcheroit  le  plus  d’une  progrefïion  géométri¬ 
que,^  diviferoit  plus  inégalement.  Donc  en  examinant  félon 
cette  vûe  la  variation  de  la  courbure  des  deux  arcs  ,  on  ver- 
roit  laquelle  feroit  la  moins  inégale ,  &  par  conféquent  le¬ 
quel  des  deux  arcs  contiendroit  avec  fon  Abfciffe  &  fon 
Ordonnée  la  plus  grande  aire. 

Par  toute  cette  Théorie,  on  voit  pourquoi  dans  l’excellent 
Mémoire  que  filluftre  M.  Bernoulli  a  donné  à  l’Académie 
des  Sciences  fur  cette  matière ,  dans  les  Mém.  de  l’Acad.  de 
170 6  9  il  détermine  les  plus  grandes  aires  des  Courbes  ifo- 
périmètres  par  un  certain  rapport  confiant  des  Sinus  des 
courbures. 


SECTION 
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SECTION  y. 

De  la  formation  des  Lignes  par  des  Points ,  des  Plans  par 
des  Lignes *  &  des  Solides  par  des  Plans . 

OUoiqu’il  paroifle  par  le  titre  de  cette  Sedion  que 
nous  n  y  pouvons  dire  que  des  chofes  très-communes  > 
êc  trop  élémentaires  pour  mériter  d’être  dites *  nous  efpérons 
ne  pas  tomber  tout-à-fait  dans  ce  défaut.  On  conçoit  ordi¬ 
nairement  les  Lignes  comme  formées  par  des  Points  *  les 
Plans  par  des  Lignes *  les  Solides  par  des  Plans  *  rien  de  tout 
cela  n’eft  exadement  vrai. 

1 34p.  Un  Point  n’a  aucune  étendue  *  c’eft  zéro  d’étendue. 

Or  oxoo  =  o.  Donc  un  point*  quoiqu’infiniment  répété  * 
ne  peut  faire  une  étendue  ou  une  ligne. 

i  370.  Mais  —  x  00  =  1.  Donc  il  faut  concevoir  la 

.  00 

ligne  finie  comme  formée*  non  par  des  points  *  mais  par  une 
infinité  de  lignes  infiniment  petites. 

135'!.  Ce  n’eft  pas  qu’on  ne  puiflfe  concevoir  le  point  * 
ôc  qu’on  ne  doive  même  le  fuppofer  en  Géométrie  :  mais  ii 
ne  faut  pas  le  concevoir  comme  élément  ou  partie  infinitieme 
de  la  ligne  ;  ôc  fi  la  ligne  eft  réellement  compofée  de  points  * 
elle  l’eft  d  ’une  maniéré  qui  nous  échappe  *  6c  qui  11e  tombe 
pas  fous  notre  calcul.  La  Géométrie  eft  toute  intellectuelle  * 

£c  a  pour  objet*  non  la  GrandeurPhyfique  précifément  *  mais 
la  Grandeur  telle  que  nous  fommes  obligés  de  la  concevoir. 

1  3  5*  2.  S’il  y  a  quelque  ligne  qu’il  faille  concevoir  comme  QuelesCottr- 
compofée  de  points*  c’eft  la  Courbe.  La  nouvelle  Géométrie  bes  ne font  pas 
qui  confidere  les  Courbes  comme  formées  de  droites  infini  poi„ts,ou<jue 
ment  petites*  paffe  pour  11e  donner  qu’une  fuppofition  infi-  les  courbes 
niment  approchante  du  vrai*  une  approximation  infinie  des 
Courbes  réelles*  qui  n’ont  aucunes  parties  droites*  ôc  par  les. 
conféquent  ne  font  formées  que  de  points.  Ceux  même  qui 
pnt  fait  naître  *  ou  le  plus  perfectionné  cette  Géométrie  * 

LU 
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femblent  en  convenir,  ôc  ils  fe  contentent  d’avoir  donné  un 
grand  nombre  de  Méthodes  infiniment  avantageufes, fondées 
fur  cette  fuppofition.  Cependant  j’ofe  avancer  que  les  Cour¬ 
bes  réelles  ne  font  point  compofées  de  points ,  ou  du  moins 
ne  peuvent  être  conçues  fous  cette  idée. 

Une  droite  n’eft  point  par  elle-même  divifée  en  parties  9. 
elle  n’a  que  celles  que  lui  donne  une  divifion  arbitraire  :  mais 
la  nature  de  la  Courbe  réelle  confiftant  dans  un q  flexion  con¬ 
tinuelle  ,  elle  a  par  elle-même  pour  parties  élémentaires  ÔC 
compofantes ,  celles  que  cette  flexion  rend  diftindes  les  unes 
des  autres.  Or  il  s’agit  de  favoir  fi  ces  parties  font  des  points 
ou  des  droites  infiniment  petites. 

Tous  les  Géomètres  conviennent  qu’une  Courbe  eft  tou¬ 
jours  différemment  inclinée  à  fon  axe,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  fes  parties  élémentaires  font  toutes  différem¬ 
ment  pofées  par  rapport  à  cet  axe.  Ce  ne  font  donc  pas  des 
points,  car  des  points  n’ont  aucune  pofition  par  rapport  à 
une  droite ,  ce  font  donc  des  lignes  infiniment  petites. 

i  3  y  3.  Tout  le  monde  convient  aufli  que  routes  les  Cour¬ 
bes  peuvent  être  décrites  par  des  mouvemens  *  &  il  y  en  a 
un  grand  nombre ,  telles  que  les  Spirales,  les  Cycloïdes ,  &c. 
que  l’on  conçoit  néceffairement  comme  décrites  de  cette  ma¬ 
niéré  ,  ôc  l’on  convient  de  même  que  ces  mouvemens ,  qui 
tracent  des  Courbes ,  doivent  changer  de  direction  à  chaque 
inftant.  Or  un  mouvement  ne  peut  changer  de  direction  à 
chaque  inftant,  s’il  n’en  a  une  pendant  chaque  inftant,  ôc 
pour  en  avoir  une ,  il  faut  qu’il  fuive  une  ligne  droite ,  qui 
fera  infiniment  petite  ,  puifque  la  durée  du  mouvement,  félon 
cette  direction  ,  fera  un  inftant  infiniment  petit.  Donc ,  Ôcc. 

1  3  5*4.  Les  Courbes  réelles  ne  font  donc  que  des  Poli- 
gones  redilignes  infinis,  ôc  les  Courbes  rigoureufes  ou  exafteSy 
qu’on  oppofoit  à  cesCourbes  Polygones, ne  font  point  réelles. 

135*5'.  Les  Courbes  rigoureufes  ne  feroient  en  aucunes 
de  leurs  parties  ni  perpendiculaires,  ni  parallèles,  ni  inclinées 
à  leur  axe.  Il  eft  bien  vrai  que  leurs  Tangentes ,  tirées  à  leurs 
diffère  ns  points ,  pourroient  avoir  ces  différentes  po  fit  ions. 
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mais  elles  ne  les  auroient  pas,  parce  qu’elles  les  auroie  nt  prifes 
de  la  Courbe  ,  6c  ainfi  elles  ne  repréfenteroient  pas  ,  comme 
tout  le  monde  le  conçoit,  les  différentes  pofitions  de  la  Cour¬ 
be  par  rapport  à  fon  axe  ,  elles  auroient  leurs  pofîtio  ns  quel¬ 
conques  par  la  feule  néceffité  de  palier  par  un  certain  point 
de  la  Courbe,  6c  d'éviter  tous  les  autres ,  6c  il  y  auroit  des 
cas, où  cette  néceflité  ceffant  de  leur  déterminer  une  pofîtion, 
une  Tangente  pourroit  avoir  des  pofitions  différentes,  ce  qui 
certainement  eft  abfurde.  Par  ex.  foit  une  Courbe  qu  i  ne  paffe 
point  au  deffous  de  fon  axe,  6c  qui  à  fon  origine  lui  foit  per- 
pendiculaire,  la  Tangente  pourra,  avec  une  infinité  de  pofi¬ 
tions  différentes,  paffer  par  ce  feul  point  de  l’origine  de  la 
Courbe  fans  entrer  dans  fon  plan ,  ou  être  Sécante, 

Il  eft  vrai  que  dans  toutes  ces  pofitions  elle  ne  fera  pas 
toujours  avec  la  Courbe  un  angle  de  contingence  infiniment 
périt.  Mais  d’où  vient  la  néceflité  abfolue  de  faire  cet  angle  ? 
Elle  le  fera ,  quand  il  fera  néceffaire  qu’elle  le  faffe  pour  ne 
pas  devenir  Sécante,  ainfi  qu’il  arrive  dans  le  Cercle  :  mais 
quand  elle  pourra  ne  le  pas  faire  ,  6c  n’être  pas  Sécante  ? 
comme  dans  la  préfente  hypothefe,  elle  ne  laiffera  pas  d’être 
toujours  Tangente. 

Il  eft  évident  que  cet  inconvénient  n’a  pas  lieu  à  l’égard 
des  Courbes  Polygones ,  6c  que  leurs  côtés  qui  ont  toujours 
une  polition ,  affujettiffent  les  Tangentes  qui  font  leurs  pro- 
longemens  à  avoir  toujours  celle  qu  ils  ont. 

135-6^.  On  peut  à  cette  occafion  faire  une  remarque.  Selon 
la  nouvelle  Géométrie  où  les  Courbes  font  Poligones ,  deux 
côtés  contigus  quelconques  étant  pofés,  le  prolongement  de 
l’un  d’eux  eft  une  Tangente  de  la  Courbe  au  point  qui  eft 
commun  à  ces  deux  côtés,  ou  qui  eft  le  fommet  de  l’angle 
de  contingence.  Selon  1  ancienne  Géométrie, qui  a  conçu  les 
Courbes  comme  rigoureufies ,  la  7  angente  du  même  point 
fera  tirée  par  le  point  commun  aux  deux  côtés, de  forte  qu’elle 
les  laiffera  tous  deux  au  deffous  d’elle.  De-! à  il  fuit  que  l’an¬ 
gle  de  contingence,  toujours  infiniment  petit  dans  1  une  6c 
1  autre  hypothefe,  fera  deux  fois  plus  grand  dans  la  nouvelle 
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hypothefe  que  dans  l’ancienne  ,  ôc  par  conféquent  aufïî  faba- 
fe  j  dont  la  détermination  eft  fort  importante  dans  la  Théorie 
des  Rayons  des  Développées  ,  des  Forces  Centrales  ,  ôte.  Il 
faut  faire  attention  à  cela  pour  fe  conduire  félon  Fhypothefe 
qu’on  a  prife  ,  mais  laquelle  des  deux  que  ce  foit ,  elle  ne  jette 
point  dans  l’erreur,  pourvu  qu’on  la  fuive  bien  ,  ôc  qu’on  ne. 
paffe  pas  fans  s’en  appercevoir  de  l’une  dans  l’autre. 

13  j  7.  Des  Courbes  formées  de  droites  infiniment  peti¬ 
tes  du  ier  ordre  ^  font  eflfentiellement  différentes  des  lignes 
droites  finies  formées  des  mêmes  élémens  ,  mais  toujours 
pofés  bout  à  bout  félon  la  même  direction ,  au  lieu  que  dans 
les  Courbes  ils  en  changent  toujours  ;  par  conféquent  ilfuffit 
de  pofer  pour  élémens  des  Courbes  de  petites  droites  du 
ici  ordre  fans  aller  à  des  ordres  inférieurs,  fi  ce  n’eft  que 
dans  certains  cas ,  comme  dans  celui  de  la  courbure  infinie  > 
il  faille  paffer  le  ier  ordre.  On  en  a  vu  plufieurs  exemples* 
Nous  pouvons  ajouter  en  paffant,  que  ce  cas  de  la  courbure 
infinie  feroit  inexprimable  dans  l’hypothefe  des  Courbes  rR 
goureufes  formées  de  points. 

Quetes  lignes-  i  3  j  8.  Si  les  Courbes  ne  font  pas  formées  de  points^ 
c7«Ki"maîs  c^c  Petltes  droites,  les  droites  finies  ne  font  formées 
doivent  être  non  plus  que  de  petites  droites,  car  les  Courbes  ôc  les  droi- 
conçues  que  tes  ne  different  pas  par  la  nature  de  leurs  parties  élémentai- 

comme  for-  .  1  1  r  •  r  i  1  • 

mées  de  droi-  res  ,  mais  par  la  polmon  leule  de  ces  parties. 
tes  t/faiment  i  3  5*9.  Venons  aux  Plans.  Je  dis  qu’ils  ne  font  pas  formés 
précisent  de  lignes.  S’ils  l’étoient,il  faudroit  concevoir 
x'e  doivent  un  parallélogramme  fini  comme  formé  d’une  infinité  de  li¬ 
gnes  pofées  fur*un  de  fes  côtés  parallèlement  à  l’autre,  ôc 
toutes  égales, dont  la  fournie  feroit Taire  du  parallélogramme. 
Or  la  fonime  de  toutes  ces  lignes  finies  égales ,  feroit  infinie» 
Donc  cette  idée  n’eft  pas  vraie. 

1360.  Si  on  veut  concevoir  Faire  du  Cercle  comme  for¬ 
mée  par  le  nombre  infini  de  fes  Rayons ,  il  efl:  certain  que 
cette  idée  embarraffe  l’imagination:  car  on  ne  peut  concevoir 
les  rayons  du  Cercle  que  trop  ferrés  vers  le  centre ,  pofés  les 
uns  fur  les  autres ,  Ôc  fe  génétrans ,  ôc  au  contraire  trop 


tire  confits 
que  comme 
formés  de 
flans  infini¬ 
ment  petits. 
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écartes  vers  la  circonférence  ,  &  laiflant  entr’eux  des  vuides , 
qui  font  partie  de  faire ,  &  n’y  font  pourtant  pas  comptés 
dans  cette  hypothefe.  De  plus  ,  fi  les  rayons  font  faire  du 
Cercle  ,  les  aires  de  deux  Cercles  concentriques  inégaux  , 
feront  comme  le  rayon  d’un  Cercle  au  rayon  de  Y  autre  , 
puifque  les  rayons  font  de  part  ôc  d’autre  en  même  nombre 
infini ,  &  ne  different  que  par  leurs  longueurs.  Or  tout  le 
monde  fait  que  cela  eft  faux. 

1 3  <5"  1 .  Le  dénoûment  de  ces  difficultés  ,  eft  qu’il  faut 
concevoir  les  Plans  comme  formés ,  non  par  des  Lignes  pré- 
cifément ,  mais  par  d’autres  Plans  élémentaires  infiniment  pe¬ 
tits  par  rapport  à  ceux  dont  ils  font  élémens.  Ainfi  un  pa¬ 
rallélogramme  fini ,  étant  conçu  comme  formé  par  une  in-> 
finité  de  plans ,  dont  un  des  côtés  eft  toujours  une  ligne  fi¬ 
nie  ==  1  ,  fi  l’on  veut  y  &  l’autre  une  ligne  infiniment  petite 

'confiante  ===  y  la  fomme  de  cette  infinité  de  plans  élémen* 

taires  y  ou  faire  du  parallélogramme  y  ne  fera  que  finie ,  com¬ 
me  elle  doit  l’être. 

1362.  Que  le  parallélogramme  foit  formé  de  plans  infini-' 
ment  petits  y  tels  qu’on  vient  de  les  pofer  y  ou  de  lignes  éga¬ 
les,  qui  aient  une  longueur  finie  ,  ôc  une  largeur  infiniment 
petite ,  c’eft  la  même  chofe  :  mais  toujours  on  ne  doit  pas  le 
concevoir  comme  formé  de  lignes  mathématiques. 

1363.  Cette  formation  des  Plans  fe  concevra  peut-être 
encore  mieux  dans  l’Infini.  Soit  une  ligne  ==  oc  ;  fon  quarré 
fera  oc1,  ôc  par  conféquent  faire  du  quarré  infini,  ne  fera  que 
la  ligne  =====  co  répétée  un  nombre  de  fois  =  00 ,  ou  pofée 
parallèlement  à  un  côté  ce  nombre  de  fois.  Or  pour  ne  la 
pofer  que  ce  nombre  de  fois ,  il  faut  néceffairement  laiflfer  en- 
tr’elle  pofée  une  ire  fois,  ôc  elle-même  poiée  une  2de  des  in¬ 
tervalles  finis ,  &  tous ,  fi  on  le  veut ,  pour  plus  de  facilité , 
égaux  à  1,  car  autrement  on  la  poferoit  un  nombre  de  fois 
=====  00  fur  une  partie  finie  quelconque  du  côté  infini  auquel 
elle  eft  perpendiculaire.  Il  reftera  donc  entre  la  ligne  =  00  * 
pofée  un  nombre  de  fois  =====  oc  ,  un  nombre  ==  00  d’inter- 
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valles  vuides  finis  ,  qui  n’appartiendront  point  à  Taire  du  quat¬ 
re  infini ,  puifqu’elle  n’eft  formée  que  par  ia  ligne  répétée. 
Cependant  ces  intervalles  finis  en  nombre  =  CO  ,  font  un 
efpace  infiniment  plus  grand  que  celui  qui  eft  rempli  par  la 
ligne  mathématique  infiniment  répétée  ;  on  néglige  donc 
dans  Taire  du  quarré  une  quantité  infiniment  plus  grande  que 
celle  qu’on  y  compte  ,  ce  qui  eft  une  abfurdité  infoutenable. 

Il  faut  donc  concevoir  Taire  du  quarré  infini  comme  for¬ 
mée  par  des  plans  tous  égaux ,  dont  un  des  côtés  eft  =  ce  , 
ôc  l’autre  =  i  ,  qui  font  infiniment  petits  par  rapport  à 
co%  &  qui  étant  en  nombre  =  oc  font  la  fomme  o©1, 
moyennant  quoi  il  ne  refte  point  de  vuides  dans  le  quarré, 
ôt  toutes  les  difficultés  s’évanouiflent. 

1 3  64.  Cette  multiplication  d’une  ligne  mathématique 

par  ~  dans  le  Fini ,  ôc  par  i  dans  l’Infini  peur  avoir  les  plans 

élémentaires ,  n’eft  néceffaire ,  que  quand  on  veut  avoir  Taire 
abfolue  des  plans  totaux ,  ou  s’en  former  une  idée  jufte  :  mais 
elle  n’eft  pas  néceffaire  pour  avoir  le  rapport  d’un  plan  à  un 
autre  du  même  ordre  >  car  étant  toujours  la  même  ,  elle  ne 
change  rien  au  rapport  des  femmes  infinies  des  lignes  mathé¬ 
matiques  dans  les  cas  qu’on  vient  de  voir.  C’eft  pour  cela 
qu’on  a  pu  croire  que  ces  fommes  faifoient  feules  les  aires. 

i  $6$.  Mais  cette  même  idée  qui  feroit  quelquefois  fans 
conféquence,conduiroit  à  une  erreur  groffiere  dans  le  Cercle 
conçu  comme  formé  par  fes  rayons  (  1 360 ),  il  faut  le  conce¬ 
voir  formé  d’une  infinité  de  Triangles  ifofeeles,  qui  ont  leur 
fommet  au  centre  ,  y  font  un  angle  infiniment  petit,  compris 
entre  deux  rayons,  &  dont  la  bafe  eft  un  arc  infiniment  petit 
de  la  circonférence.  La  circonférence  étant  nommée  cy  ôc  le 

rayon  r ,  un  arc  infiniment  petit  eft  T- ,  &  un  Triangle  élé¬ 
mentaire  eft  ôc  la  fomme  des  triangles ,  ou  Taire  du  Cer¬ 
cle  eft  x  00  ==  ~. 

1 00  1 

1 366.  Soit  un  plus  grand  Cercle  ,  dont  la  circonférence 
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foit  Cy  &  le  rayon  R  ,  on  aura  pour  les  deux  aires  —  ôc  ~  , 

&  parce  que  C .  c  ::  R.r ,  leur  rapport  fera  celui  de  CC 
à  c  c }  ou  de  R  li  à  r  r. 

C’eft  dans  ce  cas  du  Cercle  y  ou  en  général  des  plans  for¬ 
més  par  des  lignes  concourantes  en  un  point  y  que  la  néceflité 
de  concevoir  les  plans  comme  formés  par  des  plans  élémen¬ 
taires  ?  eft  la  plus  fenfible.  Les  lignes  mathématiques  ne  don- 
neroient  ni  les  aires  fans  pénétration  de  lignes  ôc  fans  vuides y 
ni  les  rapports  des  aires. 

1  3  67.  Puifque  les  lignes  font  formées  par  des  lignes  ,  &  zt  pareille* 
les  plans  par  des  plans ,  l’analogie  conduit  nécelfairement  à  tn^nties^lh 
conclurre  que  les  Solides  feront  formés  par  des  Solides  qui 
feront  pareillement  élémentaires ,  ôc  ce  n’eft  pas  la  peine  de 
le  prouver  par  les  inconvénient  qui  naîtroient  des  plans  ma¬ 
thématiques  conçus  comme  élémens  des  Solides.  Un  Cylin¬ 
dre  eft  donc  la  fomme  d'une  infinité  de  Cylindres  infiniment 
petits  ^  dont  la  bafe  eft  le  Cercle  du  Cylindre  totale  ôc  la  hau¬ 
teur  eft  une  partie  infiniment  petite  de  fa  hauteur.  Un  Cône 
eft  la  fomme  d’une  infinité  de  Cercles  croifians  depuis  fou 
Commet  ,  dont  chacun  eft  multiplié  par  une  partie  infiniment 
petite  de  l’axe  du  Cône. 

13  68.  Que  fi  l’on  concevoir  le  Cylindre  comme  formé 
par  une  infinité  de  parallélogrammes  qui  concourroient  à  fon 
axe ,  ôc  l’auroient  pour  commune  Sedion  ^  ainli  que  l’on  fait 
quelquefois,  cette  idée  feroit  fauffe  en  elle-même  y  ôc  pour  la 
reêtifier^  il  faut  concevoir  des  Prifmes  Triangulaires  *  dont 
l’angle  fera  infiniment  petit  y  ôc  qui  concourront  à  l’axe  du 
Cylindre ,  de  la  même  maniéré  qu’on  a  conçu  des  Triangles 
comme  formans  le  Cercle. 

1 3  69.  Pareillement  fi  Ton  veut  concevoir  le  Cône  comme 
formé  par  des  élémens  concourans  à  fon  axe  y  ce  ne  doi¬ 
vent  point  être  des  Triangles, mais  des  Prifmes  Triangulaires 
infiniment  petits,  coupés  par  un  plan  diagonal  ^  ce  qui  eft 
très-aifé  à  imaginer. 

1370.  De  tout  cela  on  peut  tirer  cette  réflexion: puifque 
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nous  fommes  obligés  de  concevoir  les  lignes  comme  formées 
par  de  moindres  lignes,  les  plans  par  de  moindres  plans  ,  ôcc,. 
nous  connoiflons  les  lignes ,  les  plans ,  Ôcc.  tout  formés  ,  mais 
non  pas  leurs  véritables  élémens.  Et  fi  nos  connoifiances 
font  fi  bornées  fur  l’être  fimplement  Géométrique  des  Corps, 
à  plus  forte  raifon  le  feront-elles  fur  le  Phyfique  ,  ou  plutôj: 
c’eft  parce  qu’elles  font  extrêmement  bornées  fur  le  Phyfi¬ 
que  ,  quelles  le  font  tant  fur  le  Géométrique. 
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SECTION  VI. 

Sur  les  Efpaces  Afymptotiques  en  général ,  &  les  Solides 

qui  en  Jont produits. 

% 

LE  s  premiers  Géomètres  qui  ont  trouvé  des  Afymptotes, 
ont  dû  être  étonnés  de  voir  des  Courbes  qui  s’appro- 
choient  à  l’infini  de  ces  lignes  droites ,  &  ne  les  pouvoient 
joindre. 

Quand  onelî  venu  à  confidérer  les  efpaces  Afymptotiques,’ 

&  qu’on  les  a  trouvés  infinis  ,  on  n’en  a  point  été  étonné , 
parce  que  ces  efpaces  étant  toujours  d’une  étendue  infinie  9 
il  a  paru  naturel  qu’ils  euffent  aufii  une  aire  infinie.  Tels  font 
les  deux  efpaces  Afymptotiques  de  l’Hyperbole  ordinaire. 

Mais  quand  on  a  trouvé  ces  efpaces  finis  ,  quoiqu  infini- 
ment  étendus ,  comme  l’eft  toujours  l’un  des  deux  de  toute 
Hyperbole  qui  paffe  le  2 à  degré,  &  comme  le  font  ceux  de 
la  Logarithmique ,  de  la  Ciffoïde ,  de  la  Conchoïde ,  on  en  a 
été  furpris. 

Et  on  Fa  été  encore  plus,  quand  on  a  vu  qu’en  faifant 
tournerl’efpace  Afymptotiqueinfinide  l’Hyperbole  ordinaire 
autour  del’Afymptote  immobile ,  ce  qui  produit  un  Solide 
d’une  certaine  courbure ,  ce  Solide  étoit  fini.  Car  apparem¬ 
ment  on  s’attendoit>&  on  devoit  s’attendre  à  le  trouver  infini. 

Toutes  ces  merveilles  apparentes  ne  viennent  que  de  la 
nature  de  l’Infini  peu  approfondie  :  on  va  voir  qu’elles  dépa¬ 
reillent  abfolument  dès  qu’on  remonte  aux  principes  que 
nous  avons  établis  ,  &  qu’il  n’y  auroit  rien  de  furprenant ,  que 
le  contraire  de  ce  qui  l’a  paru. 

1 371.  Il  n’y  a  point  d’efpace  Afymptotique  qui  ne  puiffe  Qu'un Ef- 
être  conçu  comme  égal  à  un  parallélogramme  re£tangle,dont 
Y Afymptote,  qui  eft  une  ligne  infinie  j  fera  un  des  côtés  >  que  n’eft  point 
j’appelle  la  bafe.  Ainfi  tout  ce  qui  peut  convenir  à  ce  reêtan-  tour  cel* 
gie  ,  peut  convenir  aufii  a  1  eipace  Alymptotique.  un  infini  dt 
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l'ordre  dont  {fi  cette  bafe  eft  déterminée  à  être  de  Tordre  de  CO y  la 
duc"6 mais'  hauteur  du  redangle  étant  abfolument  indéterminée ,  il  eft 
quilpeut  être  clair  que  félon  Tordre  dont  fera  cette  hauteur ,  c7eft-à  dire  9 
ordre  ^qife^  fe^011  que  je  multiplierai  oo  par  n y  nombre  fini  indéterminé  > 

Cfin?He0ïi  infi  0U  Par  00 * 3  ou  Par  3  j’aurai  dans  le  1 cr  cas  un  reêtangle 
niment  petit  infini  du  1e1  ordre  y  dans  le  2-  un  infini  d’un  ordre  quel- 

quelconque.  conque  >  dans  le  3me  un  fini  y  fi  n  =  1 ,  &  pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  n  >  1 y  un  infiniment  petit  d’un  ordre  quel¬ 
conque.  Ainfi  le  reêtangle*  quoiqu’infinimentétendu  à  caufe 
de  fa  bafe  >  eft  indifférent  d’ailleurs  à  tous  les  ordres  poffibles 
de  grandeur. 

1372.  Si  la  bafe  du  reêtangle  n’eft  point  déterminée  à 
être  =====  co ,  mais  quelle  puiffe  être  ==  oc  V  =====  00 3  y  &c. 
il  eft  évident  que  ;  félon  les  différentes  hauteurs  y  j’aurai  enco¬ 
re  des  reûangles  de  tous  les  ordres  poffibles. 

Et  pareille-  1 373.  Il  en  ira  de  même  d’un  Parallélépipède y  dont  la 
™6nt Tont^li  ba^e  plane  fera  d’un  ordre  quelconque  d’infini  y  car  félon  les 
hauteur ,  ou  différentes  hauteurs  il  pourra  être  de  tous  les  ordres  poffibles; 
lMnft  ^  ce  ^era  m^me  cl1°Pe  pour  un  Solide  que  Ton  concevra 
comme  formé  par  la  révolution  d’une  bafe  plane  infinie  quel¬ 
conque  autour  d’un  axe  ou  ligne  immobile  ;  car  ce  Solide 
fera  un  Cylindre  ^  dont  la  bafe  circulaire  étant  telle  qu’on 
voudra  y  il  pourra  être  d’un  ordre  quelconque  félon  la  hau¬ 
teur  qu'il  aura.  Il  en  ira  de  même  fi  la  hauteur  étant  un  In¬ 
fini  quelconque  y  fa  bafe  eft  indéterminée.  Ainfi  Ton  voit  déjà 
en  général  que  ni  les  Parallélogrammes  pour  avoir  un  côté 
infini ,  ni  les  Solides  pour  avoir  des  bafes  ou  des  hauteurs 
infinies  ,  ne  doivent  pas  être  plutôt  infinis  que  finis  ^  ou 
même  infiniment  petits. 

Mais  avant  que  de  pouvoir  rien  déterminer  en  détail  fur 
la  grandeur  ou  Tordre  des  difïérens  Efpaces  ou  Solides 
Afymptotiques  y  il  faut  avoir  approfondi  y  plus  que  nous  n’a¬ 
vons  encore  fait  *  la  nature,  de  TAfymptotifme. 
confiera-  i  374*  Soit  la  Courbe  MC y  Afymptotique  quelconque; 
wn  purticu-  qui  a  pour  axe  ,  ôc  pour  Afymptote  AR  ç==  cc;  ôc  lui  devient 
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parallèle.  De  tout  ce  qui  a  été  établi  dans  les  art.  799  ,  ôcc.  litre  de  la  na* 
809 ,  î  iotf,  1109,  il  fuit  que  toute  Courbe  Afymptotique  ture  de  l'A~ 
p’eft  Courbe  que  dans  une  étendue  finie  indéterminable  ,  que  ûmïtottfme* 
je  fuppofe  qui  fe  termine  au  point  \l9  ôt  qu’après  cela  elle  eft  Fig.xVIIL 
droite  dans  tout  le  cours  infini  fiC,  mais  droite  non  exafle 
(  r  t  84).  Sa  rectitude  confifte  en  ce  qu’après  des  pas  finis  elle 
ne  fait  que  des  détours  infiniment  petits *  ôc  fa  rectitude  non 
exa£te,  en  ce  qu’elle  les  fait.  Si  Ton  conçoit  donc  que  la  partie 
infinie  pB  de  1 axe  j  correfpondante  au  cours  m  C>  foit  divifée 
en  parties  finies  égales  ;  il  faut  concevoir  qu’à  chacune  de  ces 
parties  répond  dans  une  ligne  finie  exactement  droite  > 
qui  s’eft  détournée  infiniment  peu  de  celle  qui  la  précédoit,ôc 
dont  celle  qui  la  fuit  fe  détourne  auffi  infiniment  peu.  Et  pour 
concevoir  la  Courbe  totale  M/j  C  divifée  uniformément  > 
il  faudra  concevoir  que  Ap}  portion  finie  indéterminable  de 
Taxe  ,  qui  répond  au  cours  Mfi  *  où  la  Courbe  eft  véritable¬ 
ment  Courbe,  eft  auffi  divifée  en  mêmes  parties  finies  égales 
que  p  B. 

De-là  il  fuit  que  toutes  les  Ordonnées  AM  >pm9 pfi9  ôcc.' 
à  l’infini  font  Animent  diftantes,  ôc  que  celles  qui  répondent 
au  cours  M/jl ,  où  la  Courbe  eft  véritablement  Courbe *  ont 
entr’elles  des  différences  finies ,  mais  que  celles  qui  paffent  le 
point  p 9  ou  répondent  au  cours  / iC \  n’ont  que  des  différences 
infiniment  petites ,  puifqu’alors  la  Courbe  a  changé  de  nature* 

&  qu’à  caufe  du  détour  infiniment  petit  après  un  pas  fini  en 
ligne  droite ,  deux  Ordonnées  confécutives  du  cours  juC,  Ani¬ 
ment  diftantes ,  font  dans  le  même  cas  que  deux  confécutives 
du  cours  Mp. ,  qui  feroient  infiniment  proches. 

1  375*.  Comme  fiC  eft  ligne  droite  dans  fon  étendue  in¬ 
finie  ,  elle  a  dans  toute  cette  étendue  la  même  pofition  à  l’é¬ 
gard  de  l’axe  AB  *  ôc  puifque  la  Courbe  eft  fuppofée  lui  de¬ 
venir  parallèle ,  elle  l’eft  donc  dans  toute  l’étendue  /jC.  Mais 
en  même-temps  comme  elle  n’eft  pas  ligne  droite  exaête ,  elle 
n  a  pas  exactement  cette  égalité  de  pofition.  Son  parallélifme 
eft  non  abfolu ,  ôc  il  eft  néceffairement  toujours  croiffant  dans 
la  fuppofition  préfente ,  dès  qu’il  eft  non  abfolu. 

M  m  m  i  ) 
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i  376.  Il  peut  être  croiffant  de  grandeur  6c  d’ordre.  Une 
l’eft  que  de  grandeur,  tant  que  les  différences  toujours  né- 
ceffairement  décroiffantes ,  ne  décroiffent  que  de  grandeur  ; 
&  il  eft  croiffant  de  grandeur  &  d’ordre,  quand  les  différen¬ 
ces  viennent  à  décroître  auffi  d’ordre.  Ainii  la  Courbe  ou 
droite  non  exaCte  fi  C,  toujours  parallèle  à  AB  ,  aura  autant 
de  parallélifmes  différens  en  ordre ,  &  toujours  plus  grands, 
que  les  différences  toujours  infiniment  petites  des  Ordonnées 
auront  de  différens  ordres. 

1  377.  La  courbe  n’eft  pas  feulement  toujours  plus  pa¬ 
rallèle  à  fon  axe ,  ou  Âfymptote,  mais  elle  en  eu  toujours  auffi 
plus  proche.  Cette  proximité  eft  croiffante  de  grandeur  & 
d’ordre  comme  le  parallélifme ,  c’eft-à-dire ,  que  fi  la  Courbe 
dans  une  certaine  étendue  eft  à  une  diftance  finie  de  l’axe  , 

elle  en  fera  enfuite  à  une  diftance  de  l’ordre  de  — ,  enfuite  à 

CO 

une  diftance  de  l’ordre  de  —b- ,  &c.  C’eft  la  nature ,  ou  TE- 
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quation  de  la  Courbe  qui  détermine  la  plus  grande  proximité 
finale ,  auffi-bien  que  le  plus  grand  parallélifme  final. 

1378.  La  proximité  dépend  de  la  grandeur  des  Ordon¬ 
nées,  comme  le  parallélifme  dépend  de  la  grandeur  des  di& 
férences  ;  &  la  Courbe  qui  doit  arriver  à  une  certaine  proxi¬ 
mité  finale ,  &  à  un  certain  parallélifme  final ,  y  arrive  par 
des  Ordonnées ,  &  par  des  différences  de  tous  les  ordres  qui 
font  depuis  le  fini ,  par  où  ce  s  fuites  commencent  toujours  , 
jufqu’à  l’ordre  qui  doit  produire  &  cette  proximité  &  ce 
parallélifme. 

1 3  75?.  L’Afymptotifme,  qui  demande  que  dans  l’étendue 
infinie  yiC  la  Courbe  foit  ligne  droite,  ôc  félon  la  fuppofi- 
tion  préfente,  ligne  droite  parallèle  à  F  Afymptote,  demande 
auffi  que  cette  même  Courbe  fe  confonde  avec  l’Afymptote  , 
êc  arrive  au  moins  à  n’en  être  qu’à  une  diftance  infiniment 
petite  du  îer  ordre.  La  confufion  de  la  Courbe  avec  l’Afymp¬ 
tote  ,  ou  fa  proximité  infinie ,  eft  auffi  néceffaire  que  la  recti¬ 
tude  de  la  Courbe  ,  ou  fon  égalité  de  pofition  par  rapport  à 
l’Afymptote  j  ôc  par  confisquent  la  Courbe  tend  non-ieule- 
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ment  en  même-temps,  mais  encore  également  à  l’un  &  à 
l’autre  de  ces  Termes ,  &  par  conféquentlorfque  fa  tendance 
à  l’un  change  d’ordre,  fa  tendance  à  l’autre  en  change  aufli , 
c’eft-à-dire ,  que  les  Ordonnées  ôc  les  différences  baiffent 
d’ordre  en  même-temps  dans  le  cours  juC,  où  fe  paffe  tout 
ce  qui  appartient  précifément  à  l’Afymptotifme, 

1380.  Le  paraîléiifme  final  de  la  Courbe  n’eft  d’un  cer¬ 
tain  ordre ,  que  parce  que  deux  Ordonnées  confécutives  y 
«ont  une  différence  de  l’ordre  correfpondant  d’infiniment  pe¬ 
tit.  Or  alors  il  faut  néceffairement  concevoir  que  les  deux 
Ordonnées  font  de  l’ordre  immédiatement  fupérieur.  Donc 
en  remontant  toujours  vers  l’origine  de  la  Courbe  dans  Iq 
cours /4C,  ou  trouvera  toujours  les  Ordonnées  d’un  ordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  des  différences ,  puifque  les 
unes  ôc  les  autres  ç.nt  changé  d  ordre  en  même-temps  (13  79). 

Donc  les  différences  qui  font  après  le  point  ,  étant  toutes 
infiniment  petites  (  1374),  &  celles  qui  le  fuivent  immé¬ 
diatement  étant  du  Ier  ordre,  puifque  les  différences  paffent 
par  tous  les  ordres  depuis  le  fini  (1378  ) ,  les  Ordonnées 
font  encore  alors  finies.  Donc  la  Courbe  procède  ainfi  après 
le  point  fJL.  Des  Ordonnées  finies, &  des  différences  de  l’ordre 

de  •  Des  Ordonnées  de  l’ordre  de  -L ,  &  des  différences  de 

celui  de”i>&c.  jufqu’aux  plus  petites  Ordonnées  ou  la  plus 

grande  proximité ,  ôc  jufqu’au  plus  petites  différences  y  ou  le 
plus  grand  paraîléiifme  que  la  Courbe  puiffe  avoir. 

1381.  Comme  la  proximité  finale,  &  le  paraîléiifme^  ,, 

n  1  r  1  f  j  i  f  a  r  QuelAfymp- 

final  ne  font  pas  les  memes  dans  toutes  les  Courbes  Aiymp-  totifme  eft 
toriques,  ainfi  qu’on  l’a  déjà  vu  plufieurs  fois,  l’Afynipto-f^^^^ de 
tifme  n’y  eft  donc  pas  le  même ,  ôc  il  fera  fufceptible  de  plus  moins,  &  à 
&  de  moins.  Une  plus  grande  proximité  finale  ,  &  un  plus^^M 
grand  paraîléiifme  final,  feront  un  plus  grand  Afymptotifine, 
ôt  même  infiniment  plus  grand  ,  s’ils  font  plus  grands  en 
ordre. 

1382.  Il  eft  évident  qu’un  Afymptotifme  ne  peut  devenir 
infiniment  plus  grand  par  le  paraîléiifme  final ,  fans  le  devenir 

M  m  m  iij 


\6t.  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
en  même-temps  par  la  proximité  finale ,  ôc  réciproquement* 
mais  il  faut  qu’il  le  devienne  en  même- temps  par  les  autres 
parallélifmes,  6c  par  les  autres  proximités  par  où  il  le  peut 
devenir  ;  car  tout  eft  lié  dans  le  cours  pCj  qui  fait  PAfymp- 
totifme.  Mais  cela  va  être  mieux  développé. 

1383.  Une  Courbe  Afymptotique  rapportée  à  fon  axe , 

ou  Afymptote ,  à  laquelle  elle  devient  parallele,a  fon  dernier 

'dy  de  Tordre  de  au  moins, les  dx  étant  de  Tordre  de  —  , 

ôc  conftans  (  800  6c  808).  Donc  la  Courbe  qui  n’aura  fon 
dernier  dy ,  que  de  Tordre  de  -^-r,  aura  le  moindre  Afympto* 

tifme  poflible  ,  car  je  ne  confidererai  d’abord  les  Afy  mptotif- 
mes  que  félon  les  ordres  potentiels.  Ici  ou  les  dx  ,  c’eft-à-dire, 
les  intervalles  des  Ordonné  es, font  finisses  différences  ou  les 
dy  hauffent  par  tout  d’un  ordre  ,  6c  par  cônféquent  la  Courbe 
qui  aura  le  moindre  Afy  mptotifme?aura  fa  derniere  différence, 
ou  3  fi  Ton  veut,  fes  dernieres  différences  de  Tordre  de  — 

&  fes  dernieres  Ordonnées  de  Tordre  de  — .  Donc  avant  cela 

00 

il  y  aura  eu  dans  le  cours  fiC  des  Ordonnées  finies ,  dont  les 
différences  étoient  de  l’ordre  de  ôc  rien  de  plus  dans  tout 
le  cours  p  C0 

1 384.  Une  Courbe  eft  terminée  dès  quelle  arrive  aux: 
plus  grandes  ou  aux  plus  petites  grandeurs  3  dont  fon  Equa?- 
tion  la  rende  capable.  Donc  celle-ci  eft  terminée  dès  qu’elle 
arrive  à  une  différence  de  Tordre  de  —,  ôc  à  deux  Ordonnées 
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de  Tordre  de~p  ;  ôc  en  effet,  fi  on  la  conçoit  pouffée  plus 
loin  par  des  Ordonnées  décroiffantes  de  Tordre  de  ~ ,  ôc  des 
différences  pareillement  décroiffantes  de  Tordre  de  ■—  ,  il  n5y 
aura  nulle  raifon  delà  concevoir  terminée, que  quand  elle  aura 
deux  Ordonnées  de  Tordre  de  — ,  dont  la  différence  fera  de 

CO  1 

l’ordre  de  — ~ ,  or  cela  eft  impoflibleparfon  Equation  ,donc 
elle  eft  terminée  où  nous  difons.  Cependant  fon  cours  pC 
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eft  néceffairement  infini,  donc  il  eft  entièrement  rempli  par 
des  Ordonnées  finies  décroiffantes,quiontdes  différences  de 

1.1  . 

l’ordre  de  -d-, ces  deux  Suites  aboutiffant  l’une  à  deux  Ordon- 

OC  j 

nées  de  Torde  de  — ,  ôc  l’autre  à  une  différence  =====  — L- 

CO  J  ce1* 

1  3  8  5V  II  eft  clair  que  c’eft  là  en  effet  le  moindre  Afynip- 
totifme  poffîble  en  ordre ,  car  jamais  une  Courbe  ne  peut 
être  moins  proche  de  Ton  axe ,  que  quand  elle  en  eft  toujours 
à  une  diftance  finie  pendant  tout  Ton  cours  infini,  ôc  jamais 
étant  parallèle  elle  ne  peut  l’être  moins ,  que  quand  des  diffé¬ 
rences  d’Ordonnées  Animent  diftantes  ne  feront  que  des  — » 

r  -1  00 

&  cela  dans  tout  fon  cours  infini  ôc  Afymptotique,  excepté 
le  dernier  point  de  ce  cours. 

1 3  8  6".  Si  la  derniere  différence  de  la  Courbe ,  prife  tou¬ 
jours  de  la  même  maniéré ,  eft  -~-5 ,  ce  qui  rendra  les  deux 

Ordonnées  correfpondantes,  par  où  elle  fe  terminera  (13  84), 
de  Tordre  de  ,  elle  aura  donc  précédemment  des  Ordon¬ 
nées  de  Tordre  de  — -,  dont  les  différences  feront  des  -J— ,  & 

avant  celles-là  encore  jufqu’au  points  des  Ordonnées  finies, 
dont  les  différences  feront  des  _L_.  Mais  il  eft  important  de 

lavoir  fi  le  nombre  des  termes  de  différens  ordres  fera  dans 
toutes  ces  deux  Suites  infini,  ou  fini  dans  l’une,  ôc  infini 
dans  l’autre. 

L’Afymptotifme  de  cette  2de  Courbe  eft  infiniment  plus 
grand  que  n’étoit  celui  de  la  ire ,  puifque  la  2d-  fe  termine 
par  une  proximité  ,  ôc  un  parallélifme  infiniment  plus  grand 
que  dans  la  1  e.  La  irc  avoit  le  moindre  Afymptotifme  pof* 
fible,  parce  que  dans  un  cours  infini  elle  avoit  une  infinité 
d'Ordonnéës  finies,  ôc  dont  les  différences  n’étoient  que  des 
JL-  (  1385*),  donc  la  2dc  ne  doit  pas  avoir  ce  défaut ,  Ôc  elle 

en  doit  être  infiniment  éloignée  ,  donc  elle  n’aura  après  le 
point  fi ,  qu’un  nombre  fini  d’Ordonnées  finies,  dont  les  dif¬ 
férences  feront  des  ,  car  il  faut  qu’elle  ait  toujours  après  le 

point  fi ,  des  Ordonnées  finies  (1380},  Après  ces  Ordonnées 
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finies ,  il  en  viendra  donc  un  nombre  infini  de  l’ordre  de  , 

ï 

dont  les  différences  feront  desôôt ,  ôc  enfin  viendront  deux 

r  ‘  .  ...  \  j 

Ordonnées  de  l’ordre  -d— ,  dontla  différence  fera  de  l’ordre 
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de—  ,  ôc  la  Courbe  fe  terminera  là.  On  voit  aflez  comment 
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cela  fatisfait  à  tout ,  &  éclaircit  1  art.  1382. 

1 3  87.  Il  eft  très-aifé  de  voir ,  en  fuivant  ces  idées ,  que 

fi  la  dermere  différence  de  la  Courbe  eft  ~ ,  elle  aura  après 

le  point  | u  un  nombre  fini  d’Ordonnées  finies ,  enfuite  un 
nombre  encore  fini,  mais  plus  grand,  d’Ordonnées  de  l’ordre 
de  —  ,  enfuite  une  infinité  de  l’ordre  de-d-  ,  &  enfin  deux 

00  -  î.  •  •  -  ••  ,  00 

dernieres  de  l’ordre  de"^~.  On  ne  pourroit  héfiter  d  abord; 

que  fur  le  nombre  fini  des  Ordonnées  de  l’ordre  de  ~  >  mais 

on  verra  fans  peine  que  le  nombre  infini  d’Ordonnées  de 
cet  ordre  étoitle  défaut  de  rAfymptotifme  de  la  Courbe  de 
l’art  r3  855  &  qu’il  faut  que  la  Courbe  du  prefent  art.  s’en 
éloigne  infiniment.  Au  refte  ce  nombre  fini  d’Ordonnées  de 

l’ordre  de  d-  doit  être  plus  grand  dans  la  prefente  Courbe 

que  le  nombre  fini  précédent  des  Ordonnées  finies  ,  car  le 
nombre  des  grandeurs  de  différens  ordres  eft  croifiant  de 
l’origine  vers  l’extrémité  5  puifque  le  dernier  ordre  a  toujours 
un  nombre  infini  de  grandeurs  >  les  deux  dernieres  qui  font 
d’un  ordre  inférieur  ne  devant  être  conçues  que  comme  le 
Terme  auquel  ce  dernier  ordre  tendoit  eft  arrivé. 

1388.  Donc  en  général  la  derniere  différence  de  la 

Courbe  étant  —n ,  ou  fes  deux  dernieres  Ordonnées  , 

il  y  aura  toujours  après  le  point  p  des  Ordonnées  d’autant 
d’ordres  5  à  commencer  par  le  Fini  5  &  toujours  en  nombre 
fini  5  mais  croifiant  5  dans  chaque  ordre  5  qu’il  pourra  y  avoir 
d’ordres  depuis — ^  —  — G  ~  1  jufqua — ±~%9  qui  con- 

00  co  00 


tiendra  un  nombre  infini  d’Ordonnées ,  &  fe  terminera  par 
les  deux  dernieres  =  — .  n  ne  peut  être  ici  moindre 


OO 
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que  2  (  1 383  ) ,  &  s’il  lui  eft  égal,  le  premier  ordre  ,  qui  eft 

)  fera  auffi  le  dernier ,  qui  eft  — ,  &  par  conféquent 

il  aura  une  infinité  d’Ordonnées ,  ôc  comme  il  eft  =  i  ,  ces 

Ordonnées  feront  finies  ,  &  les  deux  dernieres  =—  »  ce 

00 

qu’on  a  trouvé  dans  les  art.  1383  &  1384.  Si  n  =====  4,  il 
y  aura  des  Ordonnées  en  nombre  fini  croiflant  dans  les  or¬ 
dres  — ~~r  :=  1  y  6c  —~rr  =  —  ,  6c  en  nombre  infini  dans 

00  *  J  ,  00  *  00 * 

l’ordre  — ± — ;  ==  —,  >  qui  fe  terminera  par  deux  Ordonnées 

oo”  *  co 1  1  r 

5=  ;  ainfi  qu’on  la  vu  dans  l’art.  1387. 

138p.  n  peut  être  fi  grand  qu’on  voudra,  car  il  y  a  des 
Courbes  Afymptotiques,  telles  que  la  Logarithmique  (.937), 
dont  on  peut  prendre  la  derniere  différence  ou  Ordonnée 
d’un  ordre  d’infiniment  petit  fi  bas  qu’on  voudra.  Donc 
1’Afymptotifme  peut  aller  à  l’infini  de  Courbe  en  Courbe , 
croiflant  toujours  d’ordre ,  ou  devenant  toujours  infini  par 
rapport  à  ce  qu’il  étoit  précédemment. 

13.90,  A  mefure  que  n  fera  plus  grand,  la  Courbe  aura, 
après  le  point  un  plus  grand  nombre  de  différens  ordres 
d’Ordonnées  toujours  confécutifs ,  ôc  fans  fauts  ;  d’où  il  fuit 
que  le  nombre  des  grandeurs  contenues  dans  ces  différens 
ordres  fera  toujours  moindre,  l’axe  étant  fuppofé  le  même 
pour  toutes  les  Courbes  Afymptotiques.  Et  en  effet ,  puifi 
qu’elles  commencent  toutes ,  après  le  point  p ,  par  avoir  des 

Ordonnées  finies ,  ôc  des  différences  =  ,  c  eft-à-dire ,  par 

la  moindre  proximité  6c  le  moindre  parallélisme  poffible ,  6c 
que  tout  doit  enfui  te  être  conduit  par  degrés  ,  l’Afympto- 
pfme  croiflant  d’ordre  demande  qu’elles  aient  toujours  un 
plus  grand  nombre  de  proximités  toujours  plus  grandes  en 
ordre,  ôc  de  parallélifmes  plus  grands  en  ordre.  Quelle  eft 

.1391.  Le  dernier  ordre  d’Ordonnées  «ni  en  contient l*  courbe  du 
une  infinité  ,  doit  en  contenir  toujours  une  moindre  infinité  Afymptoüf- 
à  mefure  que  n  eff  plus  grand.  Cette  infinité  qui  diminue  *»*?«#**• 

Nnn 
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toujours  ,  doit  devenir  enfin  un  nombre  fini  ,  ôc  même  elle 
n’eft  que  i  ,  quand  n  oc ,  car  alors  la  Courbe  a  des  Or¬ 
données  de  tous  les  ordres ,  ôc  comme  elle  n’en  a  dans  la  fup- 
pofition  préfente  qu’un  nombre  =  oo  ,  elle  n’en  peut  avoir 
qu’une  dans  chaque  ordre. 

Cette  Courbe  feroit  une  Logarithmique  ,  dont  les  Ordon¬ 
nées  feroient  —  — —  ==•  i .  — ^  .  — —  ,  &c.  — .  Il  eft  clair 


que  cette  Logarithmique  feroit  la  plus  baffe  de  toutes  les 
Logarithmiques  poffibies  ,  que  par  ex.  elle  le  feroit  plus  que 

“TT  jô  *  fl  •  fl  >  &C-  0U  q-Ue  0lî 

que ,  &c.  Ce  feroit  donc  la  Courbe  du  plus  grand  Afympto- 
tifme  pollible. 

TEt  celle  du  1392.  Le  moindre  Afymptotifme ,  j’entens  toujours  en 
i  ds  peut.  or(jre  p0tentiel  ^  e fi  celui  de  la  Courbe  des  art.  1383,1384 
ôc  1385*,  qui  peut  être  une  Hyperbole  ordinaire  (p6o),  dont 
les  Ordonnées ,  paffé  le  point  fiy  feront  toutes  finies  décroif- 
fantes ,  jufqu’aux  deux  dernieres  ==  Donc  en  comparant 

cette  Hyperbole  avec  la  Logarithmique  de  l’art,  précédent , 
on  aura  les  deux  Afymptotifmes  extremes,  ôc  il  fera  facile  de 
juger  de  tout  l’entre-deux. 

1  393.  Le  point  fi  de  la  Courbe  générale  eft  celui  où  la 
Courbe  commence  à  être  parallèle  de  fon  moindre  parallé- 
lifme,  parce  que  les  différences  y  deviennent  =  Si  011 

conçoit  que  la  Logarithmique  de  l’art.  1  3P 1  foit  décrite, 
elle  ne  fera  point  parallèle ,  mais  inclinée  à  Taxe  par  fa  ire  ôc 
fa  2de  Ordonnée ,  qui  font  1  ôc  ,  ôc  dont  la  différence  eft  1. 

Mais  elle  deviendra  parallèle  par  fa  2de  ôc  fa  3me  Ordonnée, 
qui  font  —  ôc  -4-r ,  ôc’dont  la  différence  eft  — .  Donc  le 


00  i 


point  fjL  feroit  à  une  diftance  finie  déterminable  de  l’origine 
de  la  Logarithmique.  D’un  autre  côté  il  eft  certainement  à 
une  diftance  finie  indéterminable  de  l’origine  de  l’H  y  perbole» 
Donc,dans  toutes  les  Courbes  Afymptotiques  intermédiaires, 
le  point  fi  s’eft  toujours  approché  de  leur  origine  àmefure  que 
leur  Afymptotifme  étoit  plus  grand.  Il  convient  effectivement 
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que  des  Courbes  plus  Afymptotiques  commencent  plutôt 
à  l’être ,  c'eft-à-dire  ,  foient  plutôt  parallèles  à  Taxe. 

1  324.  De  l’Hyperbole  à  la  Logarithmique  ,  le  point  fi  ne 
fait  qu’un  chemin  fini. 

1  39  S*  Le  dernier  ordre  des  Ordonnées  d’une  Courbe 
Afymptotique  ne  ceffe  d’en  contenir  une  infinité ,  que  quand 
dans  l’expofant  de  la  derniere  différence  =  — ^ —  ,  «e(t  un 

1  œn 

Fini  indéterminable  ,  ce  qui  ne  fe  peut  trouver  dans  aucune 
Courbe  connue. 

1  396*  Toute  cette  Théorie  fera  confirmée  par  les  Suites  confirmation 
de  nombres  y  &c.  que  l’on  a  vues  dans  la  Seft.  iv.  de  U  Théorie 

st  Az  A*  x  precedente 

Tant  que  leur  expofant  eft  Fini  déterminable  ,  elles  repréfen-  Par  le[  Sm[es 
tent  parfaitement  les  Courbes  Afymptotiques,  dont  la  der-  X  ' ÂT ‘  Âî* 
niere  différence  efl:  n  étant  Fini  déterminable.  &c' 


~  qui  efl:  7  ,  7,  f ,  6cc.~y  &  en  général  -7- ,  — 4-*  >  n  étant 


fuccefiîvement  tous  les  nombres  naturels ,  a  pour  formule 
générale  defes  différences  >  qui  devient  =  — ,  lorfque 


00  * 


n  —  00..  Donc  a  fa  derniere,  ou  fes  dernieres  différences  de 

A  J 


i’ordre  de  — -,  auxquelles  répondent  des  nombres  de  l’ordre 
de  Donc  elle  aura  aufil  des  différences  de  l’ordre  de  — , 

00  00 

auxquelles  répondront  des  nombres  finis, &  en  effet, dès  que  n 
efl  un  nombre  fini  indéterminable  fi  grand  ,  qu’étant  quarré 
il  devient  infini,  les  deux  nombres  —  &  — font  finis,  &  leur 

J  n  n  — j—  1 

différence 


— - V-  devient  — 

n  n  — f—  n  nn 


—.  On  a  déjà  vu  un  cas  tout 


OC 


pareil  dans  les  art.  f  23  &  ^24. 

Il  eft  donc  évident  que  —■  ayant  à  fon  origine  des  nom¬ 
bres  finis ,  dont  les  différences  font  finies ,  arrive  enfuite  à  un 
nombre  fini  indéterminable  ny  qui  rfeft  par  conféquent  qu’à 
une  diftance  finie  indéterminable  de  l’origine ,  ôc  tel  que  lui 
&  les  fuivans  n’ont  plus  que  des  différences  de  i’ordre  de 

Ce  nombre  n  repréfente  le  point  d’une  Courbe  Afympto- 

N  n  n  ij 
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tique.  Les  différences  ==  —  qui  viennent  après  n  >  repréfen- 

tent  le  premier  &  moindre  parallélifme,  que  la  Courbe  prend 
après  le  point  /.*,  n'étant  alors  encore  qu'à  une  proximité  finie 
de  T  axe,  parce  qu’elle  a  des  Ordonnées  finies. 

Comme  A  a  une  infinité  de  nombres  qui ,  étant  quarrés , 
deviennent  infinis,  -—en  a  une  infinité  de  finis  qui  ont  des 

différences  =  &  le  parallélifme  de  la  Courbe  repréfen- 

tée  par  —  ,  tient  donc  une  étendue  infinie. 

Enfin  ~~  a  une  infinité  de  termes  infiniment  petits  de  Tor¬ 
dre  de  ~ ,  qui  ©nt  des  différences  =  y  &  c’eft  là  pour  la 

Courbe  un  fécond  parallélifme  plus  grand  que  le  premier, 
infiniment  étendu  auffi,  ôc  même  plus  étendu ,  car  les  oc  de 
A ,  &  par  conféquent  les  ~  de  —  font  en  nombre  infini  plus 

grand  que  les  finis.  Mais  cette  ade  &  derniere  infinité  de  ter¬ 
mes  de  -  j, qu’il  eft  bon  de  confidérer  dans -j  prife  Amplement 

comme  Suite  de  nombres ,  n’eft  plus  à  confidérer  dans  la 
Courbe  repréfentée  par-j,  &  il  ne  faut  prendre  par  la  raifon 

de  fart.  1384,  que  les  deux  premiers  -1—  de  leur  nombre 

infini. 

Il  ne  faut  pas  oublier  de  remarquer  que  dans  -j,  dès  que  n9 
quoique  fini ,  eft  fi  grand  qu’il  deviendroit  infini  par  l’éléva¬ 
tion  au  quarré,  les  différences  deviennent  =====  •£—,&  que  dès- 
que  n  eft  ==  00, les  différences  deviennent  =====  ce  qui 
confirme  fart.  1  379. 

13pp.  On  raifonnera  de  même  fur  ~  ,  qui  eft  en  général 
— —  &  dont  les  différences  font  1 — . 

n  nn  -f-  zn  -f-  i  -j-  z  +  w1 


Dès  que  n  eft  un  fini  indéterminable ,  qui  par  l’élévation  à  la 
4me  puiffance ,  il  faut  foufentendre  ,  &  non  par  une  moindre 


élévation ,  devient  infini ,  la  différence  eft— %  de  l’ordre 


ce 
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de  C’eft  là  où  eft  le  point /x,ôc  il  eft  plus  près  de  l’origine  de 

~  qu’il  n’étoit  de  celle  de  car  un  nombre  n  de  la  Suite  natu¬ 
relle  A,  qui  ne  devient  infini  qu’étant  élevé  à  la  puiffance  4,  eft 
plus  petit  que  celui  qui  devient  infini.»  étant  élevé  à  la  puif¬ 
fance  2.  Ce  qui  revient  à  fart.  1  39  3  ,  êc  le  confirme.  Quand  n 
eft  fi  grand  qu’il  devient  infini ,  étant  élevé  à  la  puiffance  2 , 
il  devient  donc  un  infini  du  2d  ordre  ,  étant  élevé  à  la  puif¬ 
fance  4  ,  &  ; 24==  cC2  î  donc  la  différence  eft  alors  — 

oc 

de  l’ordre  de  —  ,  &  les  nombres  correfpondans  font  des 
—  = Enfin  quandw  =====  00 ,  les  nombres  font  — ^  ou  — , 

nn  cC  1  OC  ool7 

&  les  différences  font  ~  =====  4-  =====  — f- ,  ce  qui  eft  la  meme 

chofe  que  la  Courbe  de  fart.  1  386Ô  pourvu  que  Ton  retran¬ 
che  les  de--  qui  font  en  nombre  infini ,  ôc  que  l’on nen 

conferve  que  les  deux  premiers.  — ,  ayant  une  infinité  de 

nombres  de  l’ordre  de  ~  ,  ôc  une  infinité  de  l’ordre  de  — 

CO  '  00  1 

(  3  64)  ?  il  refte  à  la  Courbe  —  un  cours  infini  parallèle  caufé 
par  une  infinité  de  différences  ==  -~y  ôc  terminé  par  une 
feulement  de  l’ordre  de  — ^  qui  fait  le  plus  grand ,  6c  dernier 

00 5  i  O 

parallélifme.  D’un  autre  côté  la  Suite-— n’a  qu’un  nombre 

t/4 

Fini  de  termes  finis  à  fon  origine  [363)9  comme  la  Courbe 
n’a  qu’un  nombre  fini  d’Qrdonnées  finies. 

On  voit  ici;  comme  dans  l’art,  précédent,  qu’après  le  point 
où  les  Ordonnées  finies  commencent  à  avoir  des  diffé¬ 
rences  =====  — ,  les  Ordonnées  ôc  les  différences  baiffent  tou- 

CO 

jours  d’ordre  en  même  temps. 

135)8.  Il  en  eft  de  même  de  la  Suite  ~  y  qui  eft 


,6c  dont  les  différences  font 


+3  n  4-i 


ni  4~3  n~  4~  3  n  4“  P  »<4~3  »y4""3  »44”wî 

Quand  nc  =====  cC  eft  encore  Fini  ,  6c  par  conféquent  les 

Nnn  iij 
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nombres  Jî  font  finis  &  leurs  différences  —— font 
de  l’ordre  de  — .  Quand  nl  = 


les  différences 


3  n 1  -f-  3  n  -f"  1 
oCa 


OC 

oC  ?  les  nombres  font  —  ,  ôc 

ce 


de  l’ordre  de  — —  ,  car  fi  n1  =  oC 

00  1 


n 


cC*.  Quand  n z  ==  oÇ>  n'  =====  oC,  &  les  nombres 


font  —  ,  &  les  différences  font  — — ,  car  alors  n  =====  cC 


5 


ce 


» 


oC 3  ,  ôc 


oc 

oc4.  Or  5^1 
ce4 


—  ,  de  l’ordre  de 


00 


Enfin  quand  w 
différences  =====  ■ 


c-C  ,  les  nombres  font  —  ,  &  les 


00 


■4* 


ce  oc‘ 

Ce  fera  encore  la  même  chofe  pour  —  ,  dont  les  nombres 

r  A 4 

—  ,  &  les  différences 


font  j 


«4 


4  22 ; 


6  22 


4  22 


4  223  4-^22î-f-422“j-I 
-?28  +  4  22*7  -f"  ^  22°  -f-  4  22 -j-  22+  * 


&  pour  toutes  les  autres  —  fui- 

r  jp 


vantes  ;  leur  expofant  n  étant  Fini  déterminable. 

13pp.  Quelque  nombre  fini  déterminable  que  foit  n y 
les  A”  n’ont  un  nombre  infini  de  grandeurs  que  dans  leurs 
deux  derniers  ordres  (  227  )  }  ôc  par  conféquent  auffi  les 

Quand  ces  ~~n  repréfentent  des  Courbes  Afymptotiques  *  il 


en  faut  retrancher  les  grandeurs  du  dernier  ordre ,  en  ne 
confervant  que  les  deux  premières ,  &  alors  les  Courbes  ~ 


n’ont  qu’un  dernier  ordre  où  le  nombre  des  Ordonnées  foit 
infini  félon  1  ’art.  1388. 

Détermina-  1400.  Tout  cela  pofé  ,  il  eft  très-facile  de  voir  quand  les 
non  des  efpa -  Efpaces  Afymptotiques  feront  finis  ou  infinis. 

liques^infiniÿ,  J c  divife  l’efpace  total  ABC  MA  en  deux  parties ,  l’une 
oh  finis ,  &  A  y  /a  MA  y  que  j’appelle  P ,  parce  qu’elle  eft  la  première  , 
5  pBCpp,  ou  la  fécondé,  que  f  appelle  V.  P  eft  tou- 

leur  ordre,  u-  jours  un  efpace  fini;  égal  à  quelque  rectangle,  qui  auroit  pour 
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bafe  Apy  à c  pour  hauteur  quelque  Ordonnée  moyenne  entre  mîtes  où  font 
A  M  &  p  fA,  S  eft  toujours  un  efpace  infiniment  étendu  à  comPris  les  ef- 
caufe  de  fa  bafe  pB  =  co,  refte  à  favoir  quelle  eft  fa  hau -lotîq^hfi- 
teur  y  ou  plutôt  quels  feront  les  efpaces  partiaux  dont  il  peut nii* 
être  compofé. 

Après  le  point  fx y  viennent  toujours  des  Ordonnées  finies. 

Si  elles  font  en  nombre  infini  y  comme  dans  la  Courbe  des 
art.  1383,  i  384  y  &  1385'^  elles  tiennent  tout  fefpace  S , 
car  les  deux  dernieres  de  Tordre  de  —  ne  font  pas  à  compter 

ici.  Donc  S  eft  égal  à  un  reélangle  ,  dont  la  bafe  feroit  co, 

&  la  hauteur  quelque  Ordonnée  moyenne  entre  toutes  les 
Finies  décroiffantes.  Donc  S  ==  oc  x  1  =====  oc.  Donc  P  Hh 
S  =  S. 

Si  après  le  point  fi  y  les  Ordonnées  finies  ne  font  qu’en 
nombre  fini.,  &  qu’enfuite  il  en  vienne  une  infinité  de  Tordre 
de  ~  y  comme  dans  la  Courbe  de  fart.  1 386,  «STera  compofé 

de  deux  efpaces  partiaux,  le  premier  ayant  une  bafe  finie , 
qui  répondra  au  nombre  fini  des  Ordonnées  y  &  une  hauteur 
finie  ,  &  par  conféquent  cet  efpace  fera  fini ,  le  fécond  aura 
une  bafe  infinie  ,  car  ce  fera  p  B  =  00  moins  quelque  gran¬ 
deur  finie  ,  &  fa  hauteur  fera  moyenne  entre  toutes  les  Or¬ 
données  de  Tordre  de  par  conféquent  fera  de  cet  ordre» 

Donc  ce  fécond  efpace  partial  de  S  fera  ccx-^-  ==  1 .  Donc 

les  deux  efpaces  partiaux  qui  compoferont  S3  étant  finis ,  61  le 
fera  auffi ,  &  P  -4-  S  fini. 

Si  comme  dans  la  Courbe  de  fart.  1387,  il  y  a  après  le 
point  fx ,  un  nombre  feulement  fini ,  tant  d’Ordonnées  finies , 
que  d’Ordonnées  de  Tordre  de  -C-  ,  &  un  nombre  infini  de 

Tordre  de  ,  S  fera  compofé  de  3  efpaces  partiaux ,  le  1e1 

=  ixi,le2d==ix  —  ==  —  ,le3me==oox-^- 

7  OO  OO  *  J  ooz  00 

Donc  S  fini,  &  P  -4-  ô'aufiî. 

On  voit ,  fans  aller  plus  loin,  que  S>  &  par  conféquent  TeD 
page  total  Afymptotique ,  ne  fera  infini  que  dans  le  ier  cas,» 
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où  les  Ordonnées  finies  font  en  nombre  infini  ,  ôc  que  dans 
tous  les  autres  S  fera  fini;  parce  que  fon  ier  efpace  partial 
fera  toujours  fini,  les  fuivans  n’étant  que  des  infiniment  pe¬ 
tits,  toujours  d’ordres  plus  bas  Ôc  confecutifs. 

1401.  Il  eft  bon  de  remarquer  qu'il  fuit  de -là  que  quand 
même  on  donneroit  aux  Courbes  Afymptotiques  repré- 
fentées  par  les  Suites  — ,  — ,  ôte.  deux  dernieres  infinités 

r  A  A'- 

d’Ordonnées  correfpondantesaux  deux  dernieres  infinités  de 
nombres  de  ces  Suites ,  on  ne  changeroit  rien  à  l’ordre  trou¬ 
vé  de  S.  Car  quand  dans  la  Courbe  —  on  conferveroit  une 

derniere  infinité  d’Ordonnées  ==  —,  on  auroit  feulement 

00 

un  2d  efpace  partial  de  S,  qui  feroit  oC  x  de  Tordre  du 

Fini,  ce  qui  ne  changeroit  rien  à  Tordre  de  l’efpace  partial 
précédent,  qui  feroit  toujours  oC  x  1  ,  ou  de  Tordre  de  00. 
On  verra  aifément  la  même  chofe  pour  les  autres  cas. 

1402.  Du  Ier  ordre  potentiel  d’Afymptotifme ,  qui  efl:  ce* 
lui  où  les  Ordonnées  finies  font  en  nombre  infini ,  au  où 
les  Ordonnées  finies  font  en  nombre  fini,  6',  d  infini  qu’il 
étoit ,  devient  Fini ,  ôc  Teft  toujours  enfuite,  ce  qui  marque 
que  6' infini  ne  doit  être  qu’un  très  -  petit  Infini.  On  en  a  un 
exemple  dans  la  Suite  —  ,  qui  repréfente  une  Courbe  où  S 

efl:  infini.  Car  dès  que-j  a  des  nombres  Finis ,  dont  les  dif¬ 
férences  font  =  -^-,  ce  qui  efl:  le  commencement  du  cours 

Afymptotique,les  nombres  toujours  moindres  que  1  ,  dont 
elle  efl:  compofée ,  font  des  —  en  nombre  infini,  tels  que  x 

deviendroit  infini  par  l’élévation  au  quarré  (363).  Donc  les 
font  de  très-petits  nombres  Finis ,  ôc  par  çonféquent  aufïi 

le  nombre  ,  moyen  entr’eux  tous ,  qui  fera  la  hauteur  d’un 

redangle ,  dont  la  bafe  =  00.  Donc  ce  rectangle  efl:  00  x  ^ 

=  ~  ,  très-petit  Infini.  Quand  dans  l’art.  1 400 ,  nous  avons 


DE  l’  I N  F  I  N  i.  Partie  II.  SeÛ.  VI.  '  475 
pofé  ce  redangle  =  ooxi,  nous  n’avons  entendu  par  1 
qu:  une  grandeur  Finie  indéterminée. 

1403.  S  infini  eft  d’autant  plus  petit  ^  que  la  derniere  dif¬ 
férence  de  Tordre  de  eft  plus  petite  dans  Ton  ordre;  car 

les  Ordonnées  finies  en  nombre  infini  en  font  plus  petites 9  ou 
la  Courbe  plus  proche  de  fon  axe. 

1 404.  S  fini  eft  d’autant  plus  petit ,  que  la  derniere  diffé¬ 
rence  d’un  ordre  inférieur  à  eft  d’un  ordre  plus  bas  >  ÔC 

00 1  1 

plus  petite  dans  fon  ordre.  Car  le  nombre  des  différens  or¬ 
dres  d’Ordonnées  en  eft  plus  grand  (  i  390  )  5  &  par  confé- 
quent  le  nombre  des  Ordonnées  finies  moindre }  ôc  elles  font 
moindres  auflf 

1405*.  L’efpace  P  eft  auffi  d’autant  moindre ,  que  la  der¬ 
niere  différence  eft  d’un  ordre  plus  bas ,  car  le  point  / 1  appro¬ 
che  davantage  de  l’origine  M (  1  35)3  ) ,  Ôc  Ap  bafe  de  P  en 
eft  plus  petite  ,  &  l’Ordonnée  moyenne  qui  fera  fa  hauteur 
plus  petite. 

1406.  Donc  Tefpace  total  Afymptotique  eft  toujours  d’au¬ 
tant  plus  petit ,  que  la  derniere  différence  eft  d’un  ordre  plus 
bas  9  ôc  plus  petite  dans  fon  ordre. 

1407.  Plus  l’Afymptotifme  eft  grand  9  félon  l’idée  de  l’art.1 
1381,  plus  Tefpace  Afymptotique  eft  petit ,  ôc  au  contraire  y 
ôc  cela  tant  en  ordre  qu’en  grandeur. 

1408.  Il  refte  les  Courbes  Afymptotiques  9  qui  étant  tou¬ 
jours  prifes  de  la  maniéré  dont  elles  le  font  ici ,  auroient  leur 
derniere  différence  de  l’ordre  de  — —  incomplet.  Telles  font 

00 1  1 

les  Tes  Hyperboles  de  chaque  degré  paffé  le  2à.  La  ire  du 

3me  a  pour  fa  derniere  différence  la  ire  du  4me 

~ï  3 

00  #  op 

la  irc  du  ymc  -lj9  ôcc.  c’eft-à-dire 9  que  ces  différences  font 

co4 

des  ordres  i±9  \  \9  \  \9  ôcc.  d’infiniment  petit.  On  a  né¬ 
gligé  les  coëffîciens  inutiles  à  Tordre.  J1  eft  clair  que  fi  les 
Courbes  9  dont  la  derniere  différence  eft  de  Tordre  de 

00 

O  O  O 
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ont  un  efpace  Afymptotique  infini,  à  plus  forte  raifon  celles- 
ci  y  dont  F  Afymptotifme  eft  moindre  ,  &  par  conféquent 
Fefpace  Afymptotifme  plus  grand  (  1407  ). 

140p.  Quelles  que  foient  leurs  différences  de  l’ordre  de 
incomplet  >  comme  leur  expofant  fera  toujours  1  plus 

une  fraélion  pure ,  en  retranchant  cet  1  pour  avoir  l’ordre 
des  deux  dernieres  Ordonnées  qui  ont  ces  différences  »  on 
aura  la  fraéfion  pour  expofant  des  Ordonnées ,  qui  feront 
donc  des  — —  • 

1 

00  M 

1410.  Ces  deux  dernieres  Ordonnées  ne  peuvent  être 
précédées  que  d’une  infinité  d’Ordonnées  finies  ,  puifque  les 
autres  Courbes ,  immédiatement  inférieures*  en  ont  bien  auflî 
une  infinité ,  quoiqu’elles  aient  un  plus  grand  Afymptotif¬ 
me  *  ou  foient  plus  proches  de  l’axe ,  mais  ici  les  Ordonnées 
feront  plus  grandes. 

14 1 1.  Il  y  aura  Afymptotifme  tant  que  la  derniere  diffé¬ 
rence  fera  de  l’ordre  de  incomplet *  c’eft-à-dire ,  quelque 

grande  qu’elle  foit  fans  fortir  de  cet  ordre.  Mais  fi  on  con¬ 
çoit  qu’elle  aille  jufqu’à  il  n’y  a  plus  d’ Afymptotifme ,  il 

eft  devenu  nul  en  décroiffant  toujours.  Car  fi  la  derniere 
différence  eft  ==  ~  9  le  parallélifme  de  la  Courbe  n’eft  donc 

que  là  ^  ce  qui  eft  impoffible  dans  une  Courbe  Afymptotique. 
Mais  dans  ce  cas  impoffible  toutes  les  Ordonnées ,  ôc  même 
les  deux  dernieres  *  étant  finies  *  fefpace  feroit  00  x  1 *  tou¬ 
jours  de  l’ordre  de  00 ,  &  par  conféquent  du  même  ordre 
que  fefpace  Afymptotique  des  Courbes  qui  ont  leur  derniere 
différence  de  l’ordre  de  — —  complet.  Donc  dans  toute  cette 

étendue  l’efpace  Afymptotique  infini  de  toutes  les  différentes 
Courbes ,  qui  y  font  comprifes  >  ne  change  point  d’ordre  * 
&  il  faut  bien  remarquer  qu’il  y  a  pourtant  un  00  extreme 
jufqu’où  il  ne  peut  aller. 

1412.  Cependant  fi  l’on  conçoit  toutes  ces  Courbes 
difpofées  de  fuite,  à  commencer  par  celle  qui  aura  fa  derniere 


de  l!  I N  F  i  N  i.  Partie  IL  Seét.  FL  47  f 

différence  plus  approchante  de  — complet ,  ou ,  ce  qui  eft 

CO 

le  même ,  fes  deux  dernieres  Ordonnées  d’un  ordre  d’infini¬ 
ment  petit  radical  pur  (  1 409) ,  le  moindre  qu’il  foit  poffible  , 
jufqu’a  la  Courbe  de  Part,  précédent  où  P  Afymptotifme  cef- 
feroit  ;  il  eft  clair  que  l’Afymptotifme  iroit  toujours  en  dé- 
croiffant  par  des  ordres  radicaux ,  puifque  le  dernier  parallé- 
lifme  des  Courbes  décroîtroit  par  des  ordres  radicaux ,  &  par 
conféquent  (  1 407)  Pefpace  Afymptotique  croîtroit  en  même 
temps  par  des  ordres  radicaux.  Mais  cet  accroiffement  de 
Pefpace  par  des  ordres  radicaux  n’a  rien  de  contraire  à  Paru 
précédent  ,  puifque  félon  ce  même  art.  cet  accroiffement  fe 
fera  dans  le  feul  ordre  potentiel  de  oc ,  &  fans  aller  jufqu’à  00 
complet, pourvu  que  ces  ordres  radicaux  foient  radicaux  purs. 

1413.  Donc  dans  l’intervalle  que  nous  confidérons  ici,  Que  Us  plus 
&  qui  eft  celui  où  les  plus  grands  efpaces  Afymptotiques  font 
néceffairementjes  plus  grands  efpaces  Afymptotiques  infinis  tiques  infinis , 
ne  font  que  des  Infinis  radicaux  purs  ;  êt  comme  c’eft  là  la  font  fiHe 

•1  r*  1  S  T  /-•  •  1  1  •  rs  •  r*  •  n  C16S  lYlflYliS  Y  fit** 

moindre  elpece  d  Infinis ,  les  plus  petits  elpaces  infinis  ne  le-  dicmxptrs, 
ront  aufli  que  de  cette  efpece ,  mais  d’ordres  radicaux  infé¬ 
rieurs,  &  un  efpace  Afymptotique  infini  ne  pourra  être  infi¬ 
niment  plus  grand  qu’un  autre  infini ,  que  de  quelques  ordres 
radicaux  purs. 

1414.  Ces  Courbes,  dont  la  derniere  différence  eft  de 

Tordre  de  —  incomplet ,  font  analogues  aux  Suites  Il 

a  n 

fuffira  d’en  donner  un  exemple  dans  la  Suite  ~ ,  dont  les 


A 1 


1 


nombres  font 


» 


r  y -  _ 

z  n  4-  x 


7 ,  &  les  différences 


1 1 


n 


n  4-  1  x  vfi" 


n  -4-  t 


n 


nn-\-  n  1 

~  a  une  infinité  de  termes  finis  ;  êc  une  infinité  moindre 
at  O 00  ii 
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d’infiniment  petits  de  l’ordre  de  (254).  La  Courbe 

00  1 

correfpondante  eft  terminée  ,  dès  qu’elle  arrive  aux  deux  Iers 
nombres  de  ce  dernier  ordre  y  qui  repréfentent  fes  deux  der¬ 
nières  Ordonnées  félon  l’art.  140p. 

a 

La  différence  générale  de  —  eft  la  différence  des  V  de 

a  ï 

deux  nombres  confécutifs  de  la  Suite  naturelle  ,  divifée  par 

la  V  du  produit  de  ces  deux  nombres.  La  différence  V 2 - 

Vi  eft  beaucoup  moindre  que  1 y  puifque  1  eft  la  différence 

des  quarrés  2  ôc  1  .  ^3 - ^2  eft  encore  moindre  >  puifque 

les  quarrés  3  ôc  2  approchent  plus  de  l’égalité  que  2  ôc  1  > 
&  toujours  ainfi  de  fuite.  Donc  la  différence  des  V  de  deux 

nombres  confécutifs  peut  être  exprimée  par  >  x  étant  un 


nombre  toujours  croiffantj  &  comme  les  deux  iels  —t  de 

Z 

00 

-^feront  arrivés  à  l’égalité fera=“.  Le  produit  de 

A 

JL  1 

ces  deux  nombres  fera  00 2  x  00 z  ==  00  ?  dont  la  y/  fera 


00  \  Donc  la  derniere  différence  fera - - — -  =====  1  ?  ,  ainfi 

00  x  00 1  oo 1 

que  l’analogie  propofée  le  demandoit. 

Quand  n  eft  fi  grand ,  que  par  l’élévation  au  quarré  il 

devient  infini  y  la  différence  générale  — efl;  — - 

nn  -4-  nx 


________  1 

n  — f-  1 1  — 


» 


—  .  Or  fi  alors  x >  qui  a  toujours  crû. 


doit  devenir  =  00  y  eft  égal  à  n  y  ou  plus  grand  y  ~  eft 

=  -4*  ?  qui  feroit  =====  —  ,  ou  bien  —  eft  encore  moindre 

dans  ce  même  ordre.  Si  x  eft  moindre  que  n,  x  croiflant 
toujours  trouvera  bien-tôt  un  autre  n  plus  grand  aufli }  avec 
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lequel  il  fera  un  produit  =====  rf  ==  oC  ,  ôc  la  différence  de 
deux  nombres  finis  fera  de  l’ordre  de  ,  ce  qui  eft  toujours 

le  commencement  du  cours  vraiement  Afymptotique. 

141  7.  Il  refte  encore  les  Courbes  dont  la  derniere  diffé¬ 
rence  feroit  entre  l’ordre  de  ^ ,  qui  donne  Tefpace  Afymp¬ 
totique  infini,  ôc  l’ordre  de  — qui  le  donne  fini  (  1400), 

e'eft-à-dire ,  que  cette  derniere  différence  feroit  de  l’ordre  de 

incomplet ,  telle  que  — qui  eft  celle  de  la  4™  Hyper- 

00  j 

00 

bole  du  7me  degré.  Dans  le  préfent  intervalle  fefpace  S  pour- 
roit  ou  continuer  d’être  infini ,  on  devenir  fini ,  ou  paffer  de 
l’Infini  au  Fini  vers  le  milieu  de  l’intervalle.  Mais  il  eft  aifé 
de  voir  par  analogique  fi  les  dernieres  différences  de  Tordre 
de  incomplet  donnent  des  efpaces  infinis  auffi-bien  que 

celles  de  cet  ordre  complétées  dernieres  différences  de  l’or¬ 
dre  de  incomplet  ne  donneront  que  des  efpaces  finis  , 

puifque  tels  font  ceux  que  donnent  les  dernieres  différences 
de  cet  ordre  complet.  En  général  on  a  toujours  vu  que  les 
ordres  incomplets  ofit  les  mêmes  propriétés  que  les  com¬ 
plets,  ôc  la  raifon  effentielle  en  eft  que  les  incomplets  font 
toujours  des  parties  finies,  ôc  par  conféquent  du  même  ordre 
que  les  complets  confidérés  comme  des  Touts.  Donc  dans 
le  cas  préfent ,  S  eft  toujours  fini. 

1416.  On  peut  le  voir  encore  plus  précifément.  La  der* 
niere  différence  de  ces  Courbes  aura  pour  expofant  2  ~ ,  où 
2  j ,  ou  2  i ,  ôcc.  &  en  général  2  -4-  -7.  Il  en  faut  retrancher 

un  ordre  pour  avoir  les  deux  dernieres  Ordonnées,  encore 
un  ordre  pour  avoir  les  Ordonnées  en  nombre  infini  qui 
précéderont  les  deux  dernieres.  Donc  ces  Ordonnées  en 
nombre  infini  feront  des  infiniment  petits  de  quelque  ordre 
radical  pur.  Et  en  effet  cela  doit  être ,  puifque  les  Ordonnées 
en  nombre  infini  étoient  finies  dans  les  Courbes  fupérieures 
(1410)  P  ôc  quelles  feront  de  l’ordre  de  dans  les  Courbes 

O  00  iij 
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immédiatement  inférieures  ,  dont  la  derniere  différence  fera 

de  l’ordre  de  — 1 4  complet  (1386').  Or  la  bafe  v  B  étant  du 

00 

même  ordre  dans  les  Courbes  du  préfent  art.  &  dans  les  fu- 
périeures,  les  deux  efpaces  5’  feront  pour  Tordre  comme  les 
hauteurs ,  qui  font  dans  celles-ci  des  — T ,  êc  dans  les  autres 

00  n 

des  grandeurs  finies.  Donc  dans  celles-ci ,  S  fera  infiniment 
petit  par  rapport  à  S  dans  les  autres  ,  donc  S  dans  celles-ci 
fera  fini ,  puifqu’il  eft  infini  dans  les  autres. 

1417.  Il  auroit  pu  fe  préfenter  ici  une  difficulté.  Dans  les 
Courbes  préfentes  j  l’Ordonnée  moyenne ,  hauteur  du  rec¬ 
tangle  égal  à  S ,  eft  — —9  &  on  trouveroit  S=  oo  x  — ~ 

00  ”  00  ” 

H  - I 

e==  co  ”  ,  infini  radical  pur ,  ce  que  S  n’eft  pourtant  pas. 
Mais  il  faut  prendre  garde  que  comme  pour  les  Courbes  fu- 
périeures ,  la  même  maniéré  de  prendre  le  produit  égal  à  S9 
a  donné  00  x  1  (  1400  )  infini  potentiel ,  que  Ton  a  reconnu 
enfuite  être  toujours  infiniment  plus  grand  que  £ ,  puifque  S 
ne  peut  être  qu’un  infini  radical  pur  (  1412)  :  ainfi  dans  le 
cas  préfent  le  produit  00  x  — ~  donne  S  infiniment  plus 

oov 

grand  qu’il  ne  doit  être  :  mais  ces  deux  produits  confervés 
tels  qu’ils  font ,  donnent  le  rapport  des  deux  S ,  qui  font 
:  :  1 .  — Or  le  ier  S  eft  un  infini  radical  pur ,  donc  le  2d 

CO  ® 

eft  fini. 

On  pourroit  dire  que  comme  il  y  a  une  infinité  d’ordres 
radicaux  purs ,  toujours  infiniment  grands  les  uns  par  rapport 
aux  autres,  le  Ier  S  peut  être  un  infini  radical  pur ,  &  le  2d 
un  inférieur.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  ici.  Car  tous  les 
infinis  radicaux  purs  étant  renfermés  dans  le  feul  ordre  po¬ 
tentiel  de  00 ,  les  Courbes ,  dont  la  derniere  différence  feroit 

de  l’ordre  de  — —  jufqu’à  celle  exclufivement  où  elle  feroit  de 
tordre  de— auront  pour  leurs  S  tous  les 
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infinis  radicaux  purs  poffibles  *  ôc  il  n’en  reftera  point  pour 
les  Courbes  inférieures. 

1418.  Les  préfentes  Courbes,  dont  les  deux  demieres 
Ordonnées  feront  toujours  des  infiniment  petits  de  1  ordre 
de  1  H-  j,  ou  1  -+-  y  ,  &c.  (141 6) ,  ou  en  général  de  l'or¬ 
dre  de  ,  feront  analogues  aux  Suites  — des  art.  279 * 

fit  i  "  •  '  A»  —  i 

'280 *  281*  il  fera  aifé  de  le  voir  plus  en  détail*  félon  la 
méthode  qu'on  a  tenue  dans  cette  Seftion. 

141p.  Nous  avons  toujours  fuppofé  ici  *  pour  plus  de 
facilité  *  que  les  grandeurs  radicales  pures*  foit infinies  *  foit 

infiniment  petites ,  étoient  de  l’ordre  de  ~  *  mais  il  eft  bien 

fur  qu’il  y  en  a  encore  d’autres  ordres  *  6c  quoique  ce  qui 
eft  vrai  des  uns  *  le  foit  aufti  des  autres  *  &  que  lafuppofition 
que  nous  avons  faite  ne  conduife  à  aucune  erreur  *  il  fiera  bon 
d’approfondir  un  peu  plus  cette  matière. 

Les  fraétions  pures  fe  partagent  en  deux  efpeces  oppofées. 
La  ire  eft  celle  des  fra&ions  comprifes  dans  la  Suite 

“*  6c c.  ôc  en  général  -7 .  La  2de  eft  celle  des  frayions  com- 

prifes  dans  la  Suite  { }  f  *  \ ,  ôcc.  ôc  en  général  7^7.  Ces 

deux  Suites  font  oppofées  *  en  ce  que  la  ireeft  décroiflante  ôc 

aboutit  à  la  2de  croiffante  Ôc  aboutit  à  1.  Toute  fraâion 

OO  t 

pure  *  qui  n’appartiendra  pas  à  l’une  des  deux ,  fera  moyenne 
entre  deux  fraétions  *  dont  l’une  appartiendra  à  la  Suite  7  * 
&  l’autre  à  la  Suite  — q.  Ainfi  f  eft  moyenne  entre  l-  *  qui 
appartient  à  7  *  ôc  y  qui  appartient  à  U  fuffira  donc 
de  raifonner  fur  les  deux  Suites  oppofées. 

7- eft  toujours  moindre  que  7^-7*  donc  oc  ”  <oo^  +  I* 


.  D’ailleurs  i  eft  la  plus  grande  des  7  ôc 
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_I_ 

la  moindre  des  Donc  oo z  eft  toujours  moyen  entré 
tous  les  Infinis  radicaux  purs ,  &  entre  les  Infiniment 

1  CO z 

petits  correfpondans. 

1420.  Donc  tous  les  efpaces  Afymptotiques  infinis  étant 

1 

des  infinis  radicaux  purs *  un  efpace  =  oc 1  fera  le  moyen 

t 

entr’eux  tous.  Ils  commenceront  par  un  CO  ”  *tel  que  n  y  foit 
la  dénomination  de  la  plus  grande  v/  poffible*  qui  ne  change 
point  oo  en  fini.  Or  cette  dénomination  ou  ce  nombre  n  eft 
indéterminable.  Cependant  il  eft  certain  que  les  Courbes  dont 
la  derniere  différence  eft  de  l’ordre  de  —x  complet ,  ont  un 

00 

efpace  infini  de  cet  ordre  radical  indéterminable*  &  le  moin^ 
dre  de  tous.  D’un  autre  côté  le  plus  grand  elpace  infini  pot 

n 

fible  fera  un  oc  n  + 1  *  tel  que  n  foit  le  plus  grand  qu’il  fe  puiffe 

t  n 

fans  être  infini  par  rapport  à  1 ,  car  alors  on  auroit  00  ” 
e=3  oc  *  ce  qui  eft  impoffible  (  141 1  ).  Or  ce  n  eft  pareille* 
ment  indéterminable. 

1421.  Les  Courbes  *  dont  la  derniere  différence  eft  de 

Tordre  de  incomplet*ayant  toutes  leurs  dernieres  Ordon* 

nées  en  nombre  infini  *  de  quelque  ordre  d’infiniment  petit 
radical  pur  *  &  des  efpaces  Afymptotiques  finis  (  1 4 1 6  )  *  ces 
efpaces  feront  d’autant  plus  grands,que  ces  Ordonnées  feront 
de  grands  infiniment  petits  radicaux ,  &  au  contraire.  Celle 
qui  aura  fes  Ordonnées  de  Tordre  — ^  *  aura  fon  efpace  fini 

t  00 1 

moyen  entre  tous  les  autres*  &  il  eft  aifé  de  voir  par  l’art, 
précédent*  que  les  Ordonnées  qui  détermineroient  les  efpa¬ 
ces  extremes  feroient  d’un  ordre  indéterminable. 

1422.  Il  eft  clair  que  toutes  tes  Courbes  inférieures  à 
celles  que  nous  avons  vues*  n’auront  plus  que  des  efpaces 
Afymptotiques  finis  toujours  décroiffans. 
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1423.  Donc  il  y  a  infiniment  plus  d’efpaces  Afymptoti- 
ques  finis  que  d  infinis. 

1424.  Un  rectangle  formé  de  la  bafe  AB  ôc  de  la  î rc 
Ordonnée  A  M  de  la  Courbe  MC,  eft  A M  x  co ,  infini  du 
1  f  ordre  potentiel ,  ôc  par  conféquent  infiniment  plus  grand 
que  tout  efpace  Afymptotique ,  même  infini.  On  pourroit 
dire  que  cela  fe  voit  à  l’œil.  C’eft  une  efpece  de  repréfenta- 
tion  de  ce  que  font  les  Infinis  radicaux  purs  par  rapport  à 
J  Infini  potentiel  du  1  1  ordre,  ce  que  les  exprefiions  en 
nombres  ne  font  pas  fi  bien  appercevoir. 

1425*.  Et  même  comme  on  peut  fuppofer  que  les  mê¬ 
mes  lignes  A  B  ôc  A  M  foient ,  l’une  Taxe  ou  Afymptote  > 
&  l’autre  la  1  ' c  Ordonnée  de  toutes  les  Courbes  Afympto- 
tiques ,  le  même  rectangle  A  M  x  00  comprendra  tous  les 
efpaces  Afymptotiques  poffibles ,  tant  finis  qu’infinis ,  ôc  l’on 
verra  qu’ils  doivent  être  affez  peu  différens  les  uns  des  autres  > 
non-feulement  les  infinis  fupérieurs  des  fupérieurs  en  ordre 
mais  même  les  infinis  des  Finis.  Le  plus  grand  efpace  Afymp¬ 
totique  infini  fera  celui  delà  tre  Hyperbole  d’un  degré  le  plus 
élevé  qu'il  foit  poffible  (  1408  ) ,  ôc  le  plus  petit  efpace  fini 
poffible  fera  celui  de  la  Logarithmique  de  l’art.  1 3p  1. 

14 26.  Toute  cette  Théorie  fuppofe  pour  plus  de  facilité 
que  la  Courbe  générale  MC  ait  fon  Afymptote  pour  axe ,  ôc 
lui  devienne  parallèle.  On  voit  qu’il  fera  très-aifé  de  ramener 
à  ces  deux  conditions  les  Courbes  qui  ne  les  auront  pas.  Par 
exemple ,  fi  Ton  veut  juger  quel  eft  l’efpace  Afymptotique  de 
la  1 re  Hyperbole  du  3 lne  degré,  du  côté  où  x  s=  ~  (  1 2 1  y  )  * 

e’eft-à-dire ,  du  côté  où  elle  eft  perpendiculaire  à  fon  axe  , 
qui  n’eft  point  alors  fon  Afymptote ,  cette  Hyperbole,  qui  eft 

x.  a  ::  à1  .y2 ,  deviendra  par  une  fimple  tranfpofition  d’axe  y 
y  .  a  :  :  a?  .  xz ,  Ôc  fera  parallèle  à  fon  axe  ou  Afymptote  x. 
Alors  fa  derniere  différence,  prife  comme  on  les  prend  tou¬ 
jours  ici ,  fera  -—y  ,  ôc  par  conféquent  l’efpace  Afymptotique 

fini,  comme  on  l’a  trouvé  direêtement  (1215).  En  effet 

y ,  a  ;  :  a1 .  x1  eft  la  même  chofe  que  la  2de  Hyperbole  du  3rae 

ppp 
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degré;  donc  l’efpace  Afy mptotique  eft  fini  du  côté  où  x = ÔO* 
(1216). 

Les  Courbes  Afymptotiques  obliques  à  leur  axe  ;  comme 
l’Hyperbole  ordinaire  rapportée  à  Ton  axe  traverfant;  fe  ramè¬ 
neront  aufii  très- facilement  à  notre  Théorie.  On  en  voit  un 
exemple  dans  cette  Hyperbole  même. 

Toutes  les  Hyperboles  de  tous  les  degrés  fourniront  au¬ 
tant  d’exemples  qu’on  voudra  de  la  Théorie  prélente.  En 
voici  encore  quelques-uns. 

Tfpxce  1427.  La  Ciffoïde  étant  prife  comme  elle  Peft ,  p.  24 
^ue'îeUcif  &  2  5  des  J nf'  petit  s  y  &  dans  la  même  Fig.  xiv  ^  on  peut  lui 
foïdefini .  donner  pour  axe  fon  Afymptote  ;  qui  fera  une  droite  infinie 

tirée  perpendiculairement  fur  l’extrémité  B  du  diamètre  F  B 
{a)  du  demi-Cercle  générateur  F  AB  3  ôc  la  Cilfoïde  devien¬ 
dra  parallèle  à  cet  axe.  Alors  la  ire  ôc  plus  grande  Ordonnée 
de  la  Ciiïbïde  eft  B  F  (a)  ;  après  laquelle  toutes  les  autres  qui 
feront  parallèles  ôc  égales  aux  parties  EL  ,  BG ,  BE  ;  ôcc.  du 
diamètre  B  F,  iront  toujours  en  décroiffant.  Si  l’on  conçoit 
dans  la  Fig.  la  ligne  LM  tirée  jufqu’au  demi-Cercle  ;  elle  en 
fera  une  Ordonnée-)/  *  Ôc  l’ëxpreftioh  de  BL  égale  à  l’Ordon¬ 


née  correfpondante  de  la  Ciffoïde  fera  ,  ôc  cette  expref* 
fion  fera  générale  ;  pourvu  que  l’on  conçoive  LF  variable  & 

r  ^  '  r  ■  '  t  €  '*  \  a  '>  •  j  *  '  j  j.  r  ^  f  '  f  *  '  »  » 

croiffante.  Or  LF  ne  peut  être  plus  grande  que  a y  donc 


eft  la  derniere  Ordonnée  de  la  Crffoïde.  Or  alors  y ,  derniere 

Ordonnée  du  demi-Cercle.eft  =— .  Donc  la  derniere  ,  ou 

^00 

plutôt  les  deux  dernieres  Ordonnées  de  la  Ciffoïde  font  =s 
• — .  Donc  les  Ordonnées  précédentes  en  nombre  infini 

a  co  z  r 

foiit3  de  l’ordre  de  Donc  l’efpace  Afymptotique  Ciffoï- 
dal  eft  fini. 

celui  de u  1428.  Si  l’on  prend  PAfymptote  d’une  Conchoïde  pour 
fini tuffî*  ^on  axe 3  ^  *lue  ion  conçoive  une  infinité  de  droites  tirées 
du  Pôle  à  la  Courbe,  ôc  coupant  par  conféquent  Y  Afymptote* 
chaque  Ordonnée  de  la  Courbe  fera  le  Sinus  de  l’angle  que 
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fera  chacune  de  ces  lignes  avec  l’Afymptote.,  le  Sinus  total 
étant  la  partie  de  ces  lignes  comprife  entre  l’Afymptote  ôc 
la  Courbe.  Et  comme  par  la  nature  de  la  Conchoïde  cette 
partie  eft  confiante  ^  &  que  tous  les  angles  de  ces  lignes  avec 
l’Afymptote  depuis  le  ieL'quieft  droit, font  aigus  &  décroif- 
fans,  les  Ordonnées  de  la  Conchoïde  font  des  Sinus  toujours 
décroiffans ,  pris  dans  un  même  Cercle  fini.  Donc  une  Or¬ 
donnée  infiniment  petite  de  la  Conchoïde  fera  le  Sinus  d’un 
angle  infiniment  petit  pris  dans  ce  Cercle.  Mais  rjen  ne  dé¬ 
termine  la  Conchoïde  à  fe  terminer  au  point  où  fe  fait  fur 
fon  Afymptote  un  angle  infiniment  petit  du  1e1  ordre  ;  &  Ton 
peut  encore  tirer  du  Pôle  des  lignes  qui  feront  avec  l’Afymp¬ 
tote  des  angles  de  tous  les  ordres  inférieurs  d’infiniment  petit. 
Donc  la  Conchoïde ,  auifi-bien  que  la  Logarithmique  ,  a  des 
Ordonnées  infiniment  petites  de  tous  les  ordres ,  donc  fon 
efpace  Afymptotique  eft  fini. 

142p.  Il  fera  bon  de  prévenir  ici  une  difficulté  ,  qui  n  au- 
roit  pourtant  pas  de  rapport  à  laThéorie  des  efpaces  Afympto- 
tiques.  Pourquoi  la  CifToïde  n’a-t’elle  pas  par  la  même  raifon 
que  la  Conchoïde  des  Ordonnées  infiniment  petites  d’ordres 
quelconques  ?  Cardes  Ordonnées  de  la  Ciffoïde  fe  rapportent 
auffi  à  celles  d’un  Cercle ,  qui  peuvent  être  d’un  ordre  fi  bas 
qu’on  voudra.  Mais  il  faut  prendre  garde  que  l’Ordonnée  de 

la  CilToïde  en  général  étant  &  que  LF,  qui  croît  tou¬ 
jours  ,  ne  pouvant  être  plus  grande  que  a ,  la  Courbe  eft  né- 
ceflairement  terminée  ,  quand  cela  arrive  ;  ôc  alors  il  n’eft 
néceffaire  de  concevoir}/  que  =  —,  Il  n’en  eft  pas  de  même 

de  la  Conchoïde. 

1430.  Il  fera  utile  pour  fixer  mieux  les  idées,  &  même 
par  rapport  à  ce  qui  va  fuivre  ,  de  raffembler  fous  un  feul 
coup  d’œil  le  réfultat  de  tout  ce  qui  a  été  dit. 

Les  Ordonnées  des  Courbes  Afymptotiques  étant  expri¬ 
mées  en  nombres ,  ce  font  toujours  des  fradions  ~  décroît» 


fantes ,  la  ire  Ordonnée  ayant  été  prife  pour 


Pppij 
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Si  au  lieu  de  prendre  leur  derniere  différence, comme  nous 
avons  fait  ordinairement ,  on  ne  prend  que  les  deux  dernieres 
Ordonnées  égales  dont  elle  eft  la  différence ,  ôc  qui  font  tou¬ 
jours  d’un  ordre  potentiel  fupérieur ,  ou  plutôt  la  derniere 
Ordonnée  feule  ,  ce  qui  fuffit  ,  on  a  vu 

Que  quand  la  derniere  Ordonnée  eft  de  l’ordre  de in¬ 
complet,  ou,  ce  qui  efl  le  même,  d’un  ordre  d’infiniment 
petit  radical  pur ,  les  Ordonnées  précédentes  en  nombre  in¬ 
fini  font  fifties  ,  &  fefpace  Afymptotique  infini  (  1408 , 14°  9; 
&  1410). 

.  Que  quand  la  derniere  Ordonnée  eft  de  l’ordre  de 


complet,  les  Ordonnées  précédentes  font  encore  finies,  ÔC 
Tefpace  Afymptotique  infini  (  1400  ). 

Quand  la  derniere  Ordonnée  eft  de  l’ordre  de  incom¬ 
plet  ,  comme  — - ,  les  Ordonnées  précédentes  en  nombre 


00 


infini  font  des  infiniment  petits  radicaux  purs  ,  &  fefpace 
Afymptotique  fini  (141Ç&.1416),  après  quoi  les  efpaces 
Afymptotiques  ne  peuvent  être  que  Finis. 
solides  for-  1 4  3  T .  Venons  maintenant  aux  Solides  formés  par  la  ré- 

àfférZtes  ré-  v°lution  des  efpaces  Afymptotiques.  On  ne  peut  faire  tourner 
solutions  fefpace  ou  plan  A  B  CM  A  que  de  deux  maniérés ,  ou  autour 
dunmemeef- de  ^  \/[  jie  Ordonnée  de  la  Courbe  ,  ce  que  j'appelle  irfi 

setique.  révolution ,  ou  autour  de  1  Alymptote  AB  ,  2ile  révolution . 

Il  eft  clair  d’abord  que  les  Solides  de  chacune  de  ces  deux 
révolutions  feront  décroiffans  entr’eux,  aufli-bien  que  les 
Efpaces  qui  les  auront  produits. 

1432.  Commençons  par  la  ire  révolution.  J’appelle  P  la 
partie  du  Solide  produite  par  la  révolution  du  plan  A  MpipA 
-autour  de  A M >  ôc  ô  la  partie  formée  par  la  révolution  du 
plan  pBCfjip . 

P  eft  égal  à  un  Cylindre  qui  auroit  pour  bafe  un  Cercle' 
dont  le  rayon  feroit  Ap ,  &  pour  hauteur  quelque  Ordonnée 
moyenne  entre  A  M,  toutes  deux  Finies. 


» 
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S  peut  être  compofé  d’autant  de  Solides  partiaux  qu’il  y 
aura  dans  îa  Courbe  après  le  point  jx  d’ordres  différens  d’Or- 
données.  Mais  comme  il  n’y  a  d’Ordonnées  en  nombre  infini 
que  celles  qui  précédent  la  derniere,  &  font  de  l’ordre  im¬ 
médiatement  fupéricur,  on  ne  peut  concevoir  de  Cylindre 
partial  dans  S  qui  ait  pour  bafe  un  Cercle  dont  le  rayon  foit 
t=  00  )  que  celui  qui  aura  pour  rayon  de  fa  bafe  la  derniere 
portion  infinie  de  l’axe  où  feront  les  dernieres  Ordonnéesen 
nombre  infini;  ôt  la  hauteur  de  ce  Cylindre  fera  une  Ordonnée 
moyenne  entre  toutes  celles-là.  S’il  y  a  plu  (leurs  Cylindres 
partiaux  dans  S ,  le  premier  fera  toujours  fini*  parce  qu’il 
n’aura  pour  rayon  de  fa  bafe  qu’une  étendue  finie  de  l’axe  * 

&  pour  hauteur  une  Ordonnée  moyenne  entre  des  Ordon¬ 
nées  Finies.  Ainfi  le  Solide  total  S  fera  toujours  au  moins 
Fini.  La  détermination  de  fon  ordre  fini  ou  infini  dépendra 
du  dernier  Cylindre,  qui  peut  être  aufii  le  feul.  Tout  cela 
convient  avec  ce  qui  a  été  dit  dans  l’art.  1 400 ,  &  en  eft 
une  fuite.  Nous  appellerons  deformais.S'ce  dernier  Cylindre* 
foit  qu’il  foit  précédé  de  quelques  autres ,  foit  qu’il  foit  feul. 

1435.  £  égal  à  un  Cylindre  qui  auroic  pour  rayon  de  fa  Limites  oh 

bafe  un  Cercle  dont  le  rayon  =====  00 ,  a  donc  une  bare  de  l’or -^soiidïsTn- 

dre  de  00  \  Donc  il  ne  peut  être  fini  que  quand  il  aura  un q  finis  de  u  v» 

hauteur  ==  —  ,  &  il  ne  l’aura  que  quand  la  derniere  Qt-revolHUÿ^ 

00 1 

donnée  fera  de  l’ordre  de  — 1 .  Donc  pour  toutes  les  Courbes 

00 1  r 

dont  la  derniere  Ordonnée  fera  au  deffus  de  l’ordre  de  — ^  * 

GO  5  ' 

le  Solide  Afymptotique  de  la  ire  révolution  fera  infini. 

1434.  Donc  pour  toutes  les  Courbes  dont  la  derniere 
Ordonnée  fera  de  l’ordre  de  -i-  ,  ou  de  tous  les  ordres  in- 

00  * 

férieurs ,  ce  Solide  ne  fera  que  Fini. 

1435-.  L’efpace  Afymptotique  cefie  d’être  infini  dès  que  Qu'iiy  a  des 
la  derniere  Ordonnée  eft  au  delfous  de  —  (  1430 } ,  donc  i {Solides  infinis 

CO  x  A  produits  par 

y  a  deux  intervalles  potentiels  *  celui  de  -^-exclufivement  efp*ces 
,  &  celui  de  —  à  — î-t  exclufivement*  où  les  efpaces  FL 

oox  oozoo*  ~  1 

pis  donnent  des  Solides  Infinis«  P  p  p  iijf 
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14 $6.  Trois  intervalles  comprennent  les  dernieres  Or¬ 
données  auxquelles  répondent  les  Solides  infinis.  Le  icr  in¬ 
tervalle  commence  par  des  dernieres  Ordonnées  de  Tordre 
d’infiniment  petit  radical  pur,  le  plus  élevé  qu'il  Toit  poffible, 
ôc  finit  par  celles  de  Tordre  de  complet  ,  ôc  par  confié- 

quent  comprend  toutes  celles  de  Tordre  de  ~  incomplet, 

ou  qui  11e  font  des  infiniment  petits  radicaux  purs.  Le  2^ 
commence  par  celles  de  Tordre  de  complet ,  ôc  finit  par 

celle  de  complet ,  ôc  par  conféquent  comprend  toutes 

celles  de  -i—  incomplet.  Le  3  rac  commence  par  celles  de  JL. 

oc1  r  J  r  ce1 

incomplet ,  ôc  finit  par  celles  de  -—•  complet,  Ôc  comprend 
toutes  celles  de  incomplet.  Les  S infinis  doivent ,  à  corn- 

oo  3  r  5 

mencer  par  le  plus  grand ,  décroître  félon  ce  même  ordre, 
ôc  avec  analogie  à  cet  ordre. 

O 

La  bafie  de  S  eft  toujours  de  Tordre  de  oc2.  Quand  la 
derniere  Ordonnée  eft  =  il  faut  multiplier  oo2  par  la  mê¬ 
me  grandeur  —  qui  dans  fart.  ï  40 1  a  donné  Tefpace  Afymp- 
totique.  Or  cetefpace  —neft  quun  infini  radical  pur  (1413), 
ou ,  ce  qui  eft  le  même  ,  neft  que  de  Tordre  de  00  incom¬ 
plet.  Donc  le  Solide  ne  fera  que  de  Tordre  de  oo1  in¬ 
complet,  comme  eft ,  par  exemple,  00  T.  Mais  une  derniere 
Ordonnée  de  Tordre  de  complet  eft  la  grandeur  qui  finit 

le  Ier  des  3  intervalles  pofés.  Donc  à  cette  grandeur  répond 
un  vS* de  Tordre  de  CO2  incomplet,  ôc  cet  S  eft  unique  dans 
cet  intervalle,  comme  Tétoit  TOrdonnée  ==—  •  Donc  à 

toutes  les  Ordonnées  fupérieures  ont  répondu  des  S  de  Tor¬ 
dre  de  oc2  complet. 

Enfuite  dans  le  2d  intervalle  il  n’y  aura  que  des  S  de  for* 
dre  de  oo2  incomplet,  ôc  décroiffans  jufqu’au  dernier  qui 
fera  de  Tordre  de  00.  Et  dans  le  jinc  intervalle  feront  des  S 
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infinis  radicaux  purs  décroiflàns  jufqu’au  dernier  qui  fera  Fini. 

1437.  Les  Solides  Afymptotiques  infinis  de  la  ire  révo¬ 
lution  ne  paffent  point  l’ordre  de  oc2  complet. 

1438.  Soit  maintenant  la  2de  révolution.  S  y  eft  égal  à 
un  Cylindre  dont  la  hauteur  fera  toujours  =  00  ,  &  la  bafe 
le  quarré  de  l’Ordonnée  moyenne  entre  celles  qui  precedent 
la  derniere ,  &  font  en  nombre  infini. 

S’il  y  a  des  S  infinis  ,  ils  feront  au  moins  dans  le  Ier  des 
•3  intervalles  de  l’art,  précédent.  Dans  cet  intervalle  les  Or¬ 
données  en  nombre  infini  font  toujours  Finies ,  ôc  font  des 
1430),  non-feulement  toujours  décroiffantes  dans  une 

même  Courbe ,  mais  encore  d’une  fupérieure  ou  moins 
Afymptotique  à  une  inférieure  ou  plus  Afymptotique.  Par 
conféquent  leurs  dénominateurs  *  font  croiffans  de  la  même 
façon.  4 

Dans  cet  intervalle  00  x  JL  ==— ,  fera  infini,*1  étant 

X2-  X2-  ' 


fini  :  mais  il  ne  fera  que  fini ,  fi  a;2  peut  être  infini.  Les  *  étant 
toujours  croiffans  des  Courbes  fupérieures  de  cet  intervalle 
âux  inférieures, les  x  des  Courbes  les  plus  fupérieures  peuvent 
être  trop  petits  pour  devenir  infinis  par  l’élévation  au  quarré , 
mais  ils  pourront  être  allez  grands  pour  cela  dans  quelques 
Courbes  inférieures.  La  derniere  Courbe  de  cet  intervalle  eft 
celle  dont  la  derniere  Ordonnée  eft  —  complet.  Or  il  eft 

certain  que  dans  cette  Courbe  analogue  à  -  j  (1 396),  les* du 


cours  Afymptotique  font  tels  qu’ils  deviennent  infinis  par 


00 


l’élévation  au  quarré.  Donc  dans  cette  Courbe  S == —  gran¬ 


deur  finie  (  188  ).  • 

1439.  Je  dis  en  même  temps  que  toutes  les  Courbes  de  Limites  ol 
ce  même  intervalle ,  fupérieures  à  la  derniere  ,  doivent  avoir  fi»*  compris 
leurs  S  infinis  Car  cet  intervalle  comprend  toutes  les  Cour-  de  ia  xd% 
b  es ,  dont  les  dernieres  Ordonnées  font  des  infiniment  petits  révolution 3 
radicaux  purs ,  qui  defeendent  par  tous  les  ordres  radicaux 
pollibles  lupérieurs  à  — ,  &  tous  compris  dans  le  feul  ordre 
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potentiel  qui  efl:  entre  i  &  Donc  les  5*  correfpondans  f 

dont  la  Suite  fe  termine  par  un  S  Fini  (1458),  doivent  être 
tous  compris  dans  le  feul  ordre  potentiel  qui  eft  entre  00  ôc 
1.  Et  comme  la  Suite  des  dernieres  Ordonnées  n’eft  compo* 
fée  que  de  différens  ordres  d’infiniment  petits  radicaux  purs  * 
qui  fe  terminent  par  ~ ,  la  Suite  des  S  n’eft  compofée  que 

d’infinis  radicaux  purs ,  qui  fe  terminent  par  1.  Donc ,  ôcc. 

Que  les  Soit-  1 440.  La  même  correfpondance  ou  analogie  des  deux 

u zd* révolu-^ ultes  ^alt  V0lr  que  comme  celle  des  dernieres  Ordonnées 

ùon  ne  [ont  ne  peut  commencer  par  i ,  Ier  terme  de  l’ordre  potentiel 

Î7s  tduÂlW'-  s’étend  depuis  1  jufqu  a  puifque  jamais  la  derniere 

*Hrs'  Ordonnée  d’une  Courbe  Afymptotique  ne  peut  être  Finie 
dans  Fhypothefe  de  toute  cette  Sect.  de  même  la  Suite  des  S 
ne  peut  commencer  par  oc  potentiel  y  ier  terme  de  l’ordre 
qui  s’étend  depuis  oo  jufqu’à  i.  Donc  tous  les  S  infinis  de 
la  2de  révolution ne  font  que  des  infinis  radicaux  purs. 

1441.  Donc  depuis  le  dernier  S  inclufivement  du  ,iec 
intervalle ,  qui  efl:  en  même  temps  le  Ier  S  du  2^  tous  les 
A  font  finis  ou  infiniment  petits  pour  toutes  les  Courbes  in^ 
férieures,  &  par  conféquent  les  Solides  totaux  de  la  2deré^ 
volution  toujours  Finis. 

1 442.  Mais  il  fera  bon  d’approfondir  davantage  ce  qui  ar^ 
rive  dans  le  2d  intervalle  >  où  l’on  pourroit  trouver  de  la  dif¬ 
ficulté.  Les  Ordonnées  en  nombre  infini  >  dont  la  moyenne 
détermine  l’ordre  de  S,  font  des  infiniment  petits  radicaux 

purs }  dont  les  plus  grands  font  des  — &  les  moindres 


00 


n 


des  - — l-—  y  &  le  moyen (  1415)  ).  Si  l’on  prend  le  S 


00 


n  -f~  1 


00 


d’une  Courbe  >  dont  les  Ordonnées  en  nombre  infini  foieni; 


I  —  n 


des — i-:- ,  on  aura  S = oo  x  — '-rr-s=oon’*~I,  Si»  =  i| 


00 


n 


n  +-  1 


ÆO 


x  n 

n  1 


auquel 


m 

i,  & 
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O 

auquel  cas  — l—  =====  ,  on  aura  S  =====  oo  *  ** 1 


ënfuite  n  étant  plus  grand  que  i ,  on  aura  toujours  S  infini- 
ment  petit.  Cela  quadre  avec  lart.  précédent  >  &  fait  juger 
que  pour  les  Courbes  fupérieures  >  dont  les  Ordonnées  en 

nombre  infini  feront  des  — l— }  S  fera  fini.  Cependant  on 


n  —  z 

trouve  S  =  oo  x  — '-j-  =  oo  “  ,  qui  n’eft  ==  i  que 

n 

OO 


dans  le  cas ,  où  n  =  2. ,  qui  eft  celui  où  = 


-V,  ôcpouc 

z 

00 


n - z 

tous  les  autres  cas  où  n  >  2 ,  oc  ”  eft  un  infini  radical 

pur.  Or  il  n  eft  pas  pofïible  que  cela  foit ,  puifque  le  ier  S  de 
ce  2d  intervalle  n  eft  que  Fini.  Mais  voici  d'où  eft  venue 
l’erreur. 

Les  Ordonnées  en  nombre  infini  d’une  Courbe  Afympto- 
tique  quelconque  font  décroiffantes  dans  leur  ordre  y  quel 

qu’il  foit.  Si  elles  font  de  l’ordre  de  — ^  3  &  par  exemple  ? 

» 

00 

de  l’ordre  de  ^  il  faut ,  pour  les  concevoir  décroiffantes  i 

T 

00 

concevoir  que  ce  font  des  \  z  étant  un  nombre  fini 


variable  >  toujours  croiffant.  Ce  z  ne  fait  rien  à  l’ordre  des 
Ordonnées  y  tant  qu’on  ne  les  prend  qu’à  leur  ire  puiffance: 

mais  fi  on  les  quatre  ,  on  a  — l—  ,  ôc  peut  être  devenu 

**00  ’ 

z 

un  infini  qui  élevera  l’ordre  de  oo 3  >  ôc  il  n’a  befoin  pouï 

Qqq 
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cela  que  d’être  un  très-petit  infini.  Ici  *  où  il  faut  quarrer 

une  Ordonnée  moyenne*  il  ne  la  faut  pas  prendre  fimplement 

=====  —  *  mais  =  — >  ce  qui  donnera  S *  non  pas  =  oo 


00 


* 1 00  3 


X 


5 


i 

3 


oo  »  mais 


00 


00 


1  3 

*  00 


— >  &  cette  grandeur  fera  finie  9 


pourvu  que  22  foit  un  petit  infini  :  or  il  peut  l’être  ,  &  il  le 
fera  nécefiairement *  puifque  S  ne  peut  être  alors  infini *  un 
6Tupérieur  étant  fini  (  1438  ). 

1442.  On  voit  par -là  que  dans  le  2^  intervalle  le  der¬ 
nier  S  fini  ne  fera  pas  précifément  celui  du  milieu  qui  appar¬ 
tient  aux  Courbes*  dont  les  Ordonnées  en  nombre  infini  font 

des  — V  *  mais  qu’il  fera  un  peu  plus  haut  *  ce  qui  efl:  indé- 

z 

CO 

terminable. 

y  *  1443.  Le  ier  S  de  cet  intervalle  étant  fini ,  &  par  confé- 

‘fini s* produits  fluent  Solide  total  de  toutes  les  Courbes  Afymptotiques > 
per  des  efpet-  dont  la  derniere  Ordonnée  efl:  —  *  ôc  ces  Courbes  ayant  leur 

€€S  injUu'  efpace  Afymptotique  infini  (  1430  )  *  il  y  a  donc  des  Solides 
finis  formés  par  des  efpaces  infinis  *  ce  qui  efl:  le  cas  oppofé 
à  celui  de  Fart.  143  y. 

1444*  Le  cas  de  Part.  1435  arrive  dans  l’étendue  de 
deux  ordres  potentiels*  au  lieu  que  celui-ci  n’arrive  qu’à  l’ex¬ 
trémité  d’un  feul. 

-Exemples  de  1445*.  L’Hyperbole  du  2e1  degré  a  fon  folide  de  la  ire 

Jmx’rétU  révolution  ,  infini ,  &  celui  de  la  2dc ,  fini. 
ùons  en  dîjfe-  ï  44 6.  Et  pour  donner  un  exemple  de  toutes  les  Hyper- 
remes  Cour -  fc>0]es  dans  un  feul  degré*  qui  fera  fuffilàmment  juger  de  tous 
les  autres  *  je  prens  les  quatre  Hyperboles  du  5rae  degré.  La 
derniere  Ordonnée  de  la  ire  efl  — 'T  *  de  la  2de*  -V  *  de  la 


Z 

3 


3™  >  -4,  de  la  4™, 
00  1 


00  + 


00  00 

.  Donc  la  ire  aura  fes  deux  So¬ 


lides  infinis  *  la  2de  pareillement  *  la  jme  aura  celui  de  la 


IC 


I 
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révolution ,  infini ,  &  celui  de  la  2ic  >  fini ,  la  4me ,  tous 
deux  finis. 

-  1447.  La  derniere  Ordonnée  de  la  Cifloïde  étant  — 

GO2, 

(1427) ,  fon  Solide  de  la  irc  révolution  fera  infini ,  ôc  celui 
de  la  2dc ,  fini. 

1448.  La  Conchoïde  les  a  tous  deux  finis,  &  pareille¬ 
ment  la  Logarithmique. 


Qqq  i; 
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SECTION  VII. 

Sur  la  Communication  ou  non  -  Communie ation  des 
Rapports  entre  l'Infini  Ù*  le  Fini . 

i44p.lp%Es  Grandeurs  du  même  ordre  quelconque  ne 
1  3  peuvent  avoir  entr’elles  que  des  rapports  finis  , 
&  tous  les  ordres  étant  parfaitement  analogues  les  uns  aux 
autres  ,  dès  que  certains  rapports  finis  font  dans  un  ordre  ,  ils 
doivent  être  néceffairement  dans  un  autre  ordre  quelconque; 
il  y  a  dans  tous  les  ordres  des  grandeurs  qui  font  comme  i 
à  i  ,  &  comme  i  à  3 ,  &c.  cela  eft  bien  fur ,  &  ce  n’eft  pas  ce 
que  nous  voulons  traiter  ici.  Mais  il  y  a  des  grandeurs  infi¬ 
nies  entre  lefquelles  on  ne  trouve  des  rapports  finis  que  par 
le  moyen  du  Calcul  de  l’Infini  ,  &  par  les  principes  qui  lui 
font  particuliers.  Par  ex.  on  ne  fait  que  par  le  Calcul  de 

l’Infini  ,  que  la  fomme  des  Quarrés  naturels  efl  ,  car  pqur 

avoir  cette  fomme  ,  il  a  fallu  négliger  des  grandeurs  (580) 
que  Ton  n’eût  pas  négligées  dans  le  Fini ,  &  fi  l’on  conçoit 
une  autre  Suite  formée  du  même  nombre  de  grandeurs  toutes 
égales  à  ocz ,  dernier  Quarré  naturel  ,  fa  fomme  fera  oo3  >  ÔC 
les  fommes  des  deux  Suites  :  :  1 .  3  ,  rapport  fini ,  que  je  dis 
qui  fe  retrouvera  entre  deux  autres  fommes  pareilles  y  quoi¬ 
que  finies.  C’eft  là  ce  que  j’appelle  Communication  des  rapports 
entre  t Infini  &  le  Fini  y  parce  que  ces  rapports  ne  fe  trouvent 
dans  le  Fini  que  confidéré  comme  Infini,  &  quelquefois  ne 
fe  trouveroient  pas  autrement,  ou  du  moins ,  pas  fi  aifément * 
&  d’une  maniéré  fi  naturelle. 

145*0.  Une  Suite  croiffante  d’un  nombre  infini  de  gran¬ 
deurs  ;  que  je  fuppofe  toujours  =  oc ,  étant  pofée ,  j’appelle 
Suite  pleine ,  par  rapport  à  celle-là,  celle  qui  feroit  formée  du 
même  nombre  de  grandeurs  toutes  égales  à  la  derniere  de  la 
Suite  croilfante. 


1 


de  l’Infini.  Partie  II.  Sett.  FII.  4^5 
145 1.  Toutes  les  Suites  croiflantes  de  nombres,  telles  que 

f 

les  A  ;  An ,  A  n  ,  &c.  pouvant  être  conçues  comme  des  Li¬ 
gnes  difpofées  fur  un  axe  =  oc  ,  &  divifé  en  une  infinité  de 
parties  toutes  ==  i,  elles  forment  ou  rempliffent  un  certain 
efpace ,  &  la  Suite  pleine  correfpondante  en  forme  un  autre 
qui  eft  un  parallélogramme  y  dont  un  des  côtés  eft  Taxe  —  co  , 
ôc  fautre  la  plus  grande  ligne  de  la  Suite  croiffante.  J’appelle 
ce  parallélogramme  circonfcrit  à  l’efpace  rempli  par  les  Lignes 
croiiTantes ,  ou  à  i’efpace  croiffante 

145*2.  Le  rapport  du  parallélogramme  circonfcrit  à  Pef- 
pace  croiffant  eft  le  même  que  celui  de  la  fomme  de  la  Suite 
pleine  à  celle  de  la  Suite  croiffante. 

145*5.  Si  le  rapport  d’une  de  ces  femmes  infinies  à  l’autre ,  QueUsv*- 
&  par  conféquent  celui  des  deux  efpaces ,  eft  fini ,  il  demeu- 

A  i  A  »  1  .  1  11  r  .  y  ,  mes  circonf- 

rera  encore  le  meme,  quand  les  intervalles  finis  égaux ,  qu  on  crits  %  jes 
a  fuppofés  entre  les  Lignes,  &  qui  ne  faifoient  rien  au  rap-^^^/- 
port  de  ces  Lignes,  feront  devenus  des  infiniment  petit s^J  °rn*^e 
égaux ,  &  quand  en  même  temps  les  Lignes  de  chaque  ordre  port  à  ces  Ef- 
différent  feront  devenues  de  l’ordre  immédiatement  infé-^"  je 
rieur,  en  confervant  le  même  rapport  entr  elles.  Or  alors  les  que  dans  l'in<= 
efpaces  infinis  font  devenus  Finis.  Donc  le  rapport  fini  du^”*# 
parallélogramme  circonfcrit  à  l’efpace  croiffant  fera  le  même 
dans  l’Infini  &  dans  le  Fini  ,  dans  les  deux  Touts  ,  &  dans 
leurs  parties  quelconques  correfpondantes. 

145*4.  Quand  le  dernier  terme  d’une  Suite  infinie  croit 

n 

faute  eft  00  quelques  nombres  que  foient  n  &  m ,  &  que  la 

—  H-i 

fomme  de  cette  Suite  eft  oc  m  ,  de  quelques  coefficient 

♦ 

-4-1 

finis  y  que  foit  affeélé  cet  co  m  fomme  de  la  Suite 

pleine,  qui  eft  le  dernier  terme  de  la  Suite  croiffante  multiplié 

par  co ,  ou  oo  m  ,  a  toujours  un  rapport  fini  à  la  fomme1 

Qqq  iij 


'Détermina¬ 
tion  du  rap¬ 
port  des  Ef¬ 
faces  Para¬ 
boliques  aux 
parallélo¬ 
grammes  cir- 
confcrits. 
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VI  1 

de  la  Suite  croiffante  qui  eft  l22_- _ _  y  car  la  ife  eft  à  lai 

2de  :  :  i .  y .  Donc  il  y  aura  toujours  un  parallélogramme 

circonfcrit  qui  aura  ce  rapport  à  l’efpace  croiffant ,  tant  dans 
le  Fini  que  dans  l’Infini. 

14 j y.  La  Parabole  ordinaire  ou  du  2^  degré  étant  x—yvi 
où  x  eft  un  axe  ou  infini  ou  fini ,  divifé  en  une  infinité  de 
parties  égales  finies  ou  infiniment  petites  y  &  par  conféquent 
croiffant  félon  la  Suite  des  nombres  naturels ^  la  Suite  des  Or-, 

Z 

données^  eft  croiffante  comme  les  V  des  nombres  naturels. 

ai 

Or  la  fomme  de  la  Suite  de  ces  V  eft  ^-y—  (y 84)  qui  eft: 


à  00 1  x  00  =  00 1  y  fomme  de  la  fuite  pleine  :  :  2 . 3.  Donc 
tout  efpace  de  cette  Parabole  fini  ou  infini  eft  à  fon  parafiez 
logramme  circonfcrit  :  :  2 .  3 . 

145*5.  De  même  dans  la  ire  Parabole  du  3me  degré 

3 

== 5 ,  les  étant  croiffantes  comme  les  V  des  nombres 

4 

naturels  >  dont  la  fomme  eft1——  (  584)  j  ôc  celle  de  la  Suite 

JL  4 

pleine  étant  00  3  x  00  =  00 1  >  Pefpace  croiffanteft  au  parai** 
lélogramme  circonfcrit  ::  3.4. 

145*7.  Dans  la  2de  Parabole  du  même  degré  x *  =yJ  9  les 
y  étant  croiffantes  comme  les  nombres  naturels  élevés  à  f  » 

s. 

3 

dont  la  fomme  eft  &  la  fomme  de  la  Suite  pleine  étant 
-  1 

00  3  x  00  =====  00 3  y  les  deux  efpaces  font  :  :  3 .  y. 

145*8.  En  général  on  trouvera  toujours  que  les ^  de  tou¬ 
tes  les  Paraboles  croiffant  toujours  comme  les  nombres  na¬ 
turels  élevés  à  ~  ou  étant  <  m,  les  efpaces  Paraboliques 
croiffans  finis  ou  infinis  auront  à  leurs  parallélogrammes 


de  l’Infini.  Partie  IL  SeSt.  VU.  4^ 
circonfcrits  les  mêmes  rapports  finis  que  les  fournies  des 
Suites  des  nombres  naturels  ,  ainli  élevés ,  aux  fouîmes  des 
Suites  pleines. 

14J9.  Les  efpaces  Paraboliques  que  nous  trouvons  ici, 
font  les  efpaces  intérieurs ,  c’eft-à-dire ,  pris  du  côté  que  les 
Paraboles  font  concaves  vers  leur  axe ,  mais  il  refte  les  exté¬ 
rieurs ,  ceux  qui  font  de  l’autre  côté  ,  toujours  compris  les  uns 
ôc  les  autres  dans  le  même  parallélogramme  circonfcrit,  au¬ 
quel;  pris  tous  deux  enfemble ,  ils  font  égaux.  Donc  le  rapport 
de  fefpace  intérieur  au  parallélogramme  étant  connu,  celui 
de  l’extérieur, complément  du  parallélogramme, Peft  auffi.  Par 
exemple,  dans  la  Parabole  du  2d  degré,  fefpace  intérieur 
étant  les  j  du  parallélogramme ,  l’extérieur  en  eft  j.  Mais  cela 
fe  peut  trouver  encore  direétement ,  en  tranfpofant  les  axes 
des  Paraboles ,  c’eft-à-dire ,  en  mettant  dans  leur  équation  x 
au  lieu  de^/ ,  ôcy  au  lieu  de  x ,  x  repréfentant  toujours  la  Suite 
des  nombres  naturels.  Par  exemple ,  dans  la  Parabole  du  2d 
degré  on  aura  x 1  —y  ,  ôc  par  conféquent  les  Ordonnées  croif- 
fantes  comme  les  Quarrés  des  nombres  naturels ,  dont  la  fotn- 

00 5 

me  eft  — p-(  5*80).  Le  parallélogramme  fera  oc*  x  00  =  00*, 

ôc  l’efpace  Parabolique  au  parallélogramme  :  :  r .  3. 

1460.  Il  peut  fe  préfenter  ici  une  difficulté  apparente. 
Lorfqu’on  a  confidéré  fefpace  intérieur  de  cette  Parabole, on 

a  eu  x  =  00  y  &c y  =  00  Y  ;  or  en  la  tranfpofant,  on  doit  feu¬ 
lement  trouver  que  ce  qui  étoit  x  eft  devenu^ ,  ôc  récipro- 

-i 

quement,  donc  ici  x  =  oc 1 ,  ôc  non  pas  =  OC,  ôc  y  =  ce, 

ôc  non  pas  =  oc1,  ce  qui  donnera  feulement  pour  le  paral- 

? 

lélogramme  circonfcrit  oc1,  comme  on  favoit  eu  d’abord  , 
ôc  non  pas  oc5.  Mais  il  faut  obferver  que  quand  dans  l’hypo- 

thefe  de  la  tranfpofition  on  ne  prendra  x  que  =  ocr,  cela 
n’empêchera  pas  qu’il  ne  foit  divifé  en  une  infinité  de  parties 
finies  égales ,  ôc  qu’il  ne  croiffe  félon  la  Suite  des  nombres 
naturels,  feulement  fesparties  égales  feront  moindres  que 
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l'unité  qu’on  fuppofoit  dans  la  première  hypothefe  *  &  les ÿ 
croîtront  toujours  comme  les  Quarrés  naturels *  ce  qui  donne 
toujours  le  même  rapport  du  parallélogramme  circonfcrit 
à  l’efpace  Parabolique  ;  or  il  ne  s’agit  ici  que  de  rapports. 

1461.  On  trouvera  très  -  aifément  de  la  même  maniéré 
que  les  Ordonnées  extérieures  de  toutes  les  Paraboles  quel¬ 
conques  font  les  Suites  infinies  des  nombres  naturels  élevés 


à  n  *  ou  à  ~ ,  m  étant  >  n *  ôc  comme  on  a  les  fommes  de 

toutes  ces  Suites  (  5*84) ,  on  aura  aufii  direêlement  tous  les 
efpaces  Paraboliques  extérieurs  par  leurs  rapports  aux  paral¬ 
lélogrammes  circonfcrits. 

14^2.  On  peut  regarderie  Triangle  comme  la  Parabole 
du  icr  degré  *  ôc  en  effet  il  eft  la  fomme  des  nombres  natu¬ 
rels  élevés  à  1  *  il  eft  donc  —i  y  &  fon  parallélogramme  cir- 


confcrit  eft  oc2 *  ce  qui  donne  le  rapport  fi  connu  de  1  à  2. 

1463.  S’il  étoit  impoflible  d’avoir  ou  tous  ces  rapports *  ou 
quelques-uns  d’entr’eux *  par  des  méthodes  qui  ne  fuppofaf* 
fent  point  l’Infini  on  les  auroit  par  celles  qui  le  fuppofent , 
mais  du  moins  les  a-t’on  par  celles-ci  d’une  maniéré  plus 
courte  *  plus  générale*  ôc  plus  lunfineufe.  Il  eft  même  certain 
qu’on  les  prend  ici  dans  leur  véritable  fource  *  car  réellement; 
tout  Fini  eft  un  Infini. 

Que  le  rap -  1 464.  Les  efpaces  Afymptotiques  peuvent  toujours  avoir 
port  d'un  Ef- un  parallélogramme  circonfcrit*  puifqu’ils  font  étendus  lé 
Toüque  infini  long  d’un  axe  =  00,  ôc  qu’il  y  a  une  ire*  ôc  plus  grande  Or-* 
ou  fini h  fon  dpnnée  finie  de  la  Courbe  *  ce  qui  fait  le  reûangle  ixoo 

gramme" cir-====  Mais  tout  efpace  Afymptotique  eft  fini  ou  infini  *  ÔC 

confcrit ,  ne  s’il  eft  Infini  *  il  ne  peut  être  qu’un  Infini  radical  pur  (  1 4 1 3  )  i 
peut  fe  re-  or  je  rapp0rt  de  qq  f0jt  au  pjni  f0jt  à.  un  Infini  radical  pur  * 

le  fini >  ne  peut  jamais  etre  dans  le  r  mi  ;  donc  il  n  elt  pas  pollible 
qu’il  y  ait  dans  le  Fini  un  efpace  qui  ait  à  un  autre  le  rapport 
d’un  efpace  Afymptotique  à  fon  parallélogramme  circonfcrit,! 
C’eft  là  ce  que  j’appelle  la  non -Communication  des  rapports* 
entre  [Infini  &  le  Fini , 
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1455*.  Il  eft  vifible  que  cela n’empêche  pas  qu’un  efpace 
Afymptotique  fini  n’ait  un  rapport  fini  à  quelqu’autre  efpace 
que  fon  parallélogramme  circonfcrit.  Ainfi  l’efpace  Afympto¬ 
tique  Cifloïdal  eft  triple  du  demi-Cercle  générateur.  De 
même  il  eft  poftible  qu’un  efpace  Afymptotique  infini  ait  un 
rapport  fini  à  quelquautre  efpace  infini  que  fon  parallélo¬ 
gramme. 

145(5'..  Il  n’y  a  point  de  portion  finie  d’un  efpace  Afymp¬ 
totique  ,  qui  puifle  avoir  à  fon  parallélogramme  circonfcrit 
le  même  rapport  que  l’efpace  Afymptotique  entier  a  au  fien  ; 

car  ce  rapport  eft  celui  de  1  ou  de  00  -L-  à  00  >  &  ce  rapport 

ne  peut  être  entre  deux  grandeurs  Finies.  C’eft  là  le  contraire 
de  ce  qu’on  a  vu  dans  les  efpaces  Paraboliques. 

1467.  Au  défaut  du  rapport  de  l’efpace  Afymptotique  à  Q.ueIe* 

r  U  n  •  rr  r  •  r  J  1  1>  J  P*ces  Afymp- 

lon  parallélogramme  circonlcnt  ,  on  peut  trouver  1  ordre  touques  de 
dont  eft  cet  efpace ,  qui  eft  toujours  ou  Fini  ou  Infini  radi-  t0HtJes  les  Hy- 
cal  pur ,  fon  parallélogramme  étant  oc ,  ôc  cela  fe  trouve  ^préfentiT* 
tout  d’un  coup ,  quand  les  Ordonnées  de  la  Courbe  font  re-  par  les  fom- 
préfentées  par  des  Suites  de  nombres  >  dont  on  connoît  l’or-  ^iesaes^uites 
dre  des  fommes,  l’axe  ou  Afymptote  x  croiffant  toujours  A  9  î  * 
comme  les  nombres  naturels.  Ainfi  parce  que  l’Hyperbole  ,  ^ 

ordinaire  ou  du  2d  degré ,  prife  entre  fes  Afymptotes ,  eft  xy  U  ’ 

=  1 ,  on  a  y  =  ~  ^  c’eft-à-dire ,  les  Ordonnées  décroiflantes 

comme  la  Suite  \  { 9  \  >  &c.  qui  eft  celle  des  nombres  na¬ 
turels  réduits  en  fraâions ,  dont  la  fomme  eft  infinie  (362 
ÔC  <5op  ),. 

De  même  de  ce  que  la  irc  Hyperbole  du  3me  degré  eft 
xyz  =  1  y  il  fuit  y  =====  )  &  par  conféquent  la  Suite  des 

7 

X 

1 

Ordonnées  eft  celle  des  desnombres  naturels  réduites 
en  fraêtions ,  or  la  fomme  en  eft  infinie  (  366 ). 

La  2de  Hyperbole  du  3me  degré  eft  x1  y  =  1  >  &  par 
conféquent^  =  ^  y  ôc  la  Suite  des  Ordonnées  eft  celle  des 

R  r  r 
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Ouarrés  naturels  réduits  enfraêtions  «  dont  la  fomme  eft  finie 

(3^3  )• 

14 68.  Nous  n  avons  confidéréici  les  efpaces  Hyperboli¬ 
ques  que  du  côté  où  Tune  des  Afymptotes  a  été  prife  pour 
Taxe  x  =  00.  Si  l’on  veut  confidérer  dans  chaque  Hyperbole 
Fefpace  qui  eft  de  l’autre  côté ,  il  n’y  a  qu’à  prendre  pareille¬ 
ment  l’autre  Afymptote  pour  Taxe  x  =  GO  9  &  pour  cela 
changer  en  ce  qui  étoitjy  dans  l’équation  des  Hyperboles , 
ôc  eivy  ce  qui  étoit  x.  O11  trouvera  que  dans  l’Hyperbole  du 
:2e1  degré ,  ce  changement  ne  fera  rien  à  l’efpace  y  que  la  irc 
du  3lr‘c  deviendra  la  2dedu  même  degré  5  ôc  que  par  confé- 
quent  fefpace  qu’elle  avoir  infini  deviendra  fini  7  ôc  toujours 
ainfi  de  fuite.  Ce  qui  revient  à  fart.  1 42 6* 
comme  les  146p.  De  tout  cela  il  fuit  j  ôc  on  le  pourra  voir  plus  en 

r,fp*ces  p a-  {]  pon  veut  qUe  tous  jes  efpaces  Paraboliques  étant 

font  par  les  des  lommes  de  Suites  mhnies  aes  nombres  naturels  eieves  a 

jommes  des  jes  pUi(fances  quelconques  parfaites  ou  imparfaites  (  145*  y  , 

&c.  145  î  )  y  les  efpaces  Afymptotiques  des  Hyperboles  font 
les  femmes  de  ces  mêmes  Suites  réduites  en  fractions  y  dont 
1  eft  le  numérateur  confiant.  Ainfi  puifqu’on  a  les  fommes 
de  toutes  les  Suites  des  nombres  naturels  élevés  à  des  puift. 
fances  quelconques  (  580,  êcc.  584),  ôc  l’ordre  des  fommes 
de  toutes  ces  Suites  réduites  en  fraêtions  (  $66 ,  367,  368  )  > 
on  a  par  les  propriétés  des  nombres  naturels  la  quadrature 
de  tous  les  efpaces  Paraboliques  finis  ou  infinis  ^  ôc  l’ordre  de 
tous  les  efpaces  Afymptotiques  Hyperboliques^de  forte  que 
fur  les  fommes  ou  fur  l’ordre  des  fommes  des  nombres  na¬ 
turels  élevés  à  des  puiflances  quelconques  ,  foit  entiers  y  foit 
réduits  en  fraêtions ,  il  ne  refte  rien  qui  ne  foit  pris  y  pour  ainfi 
dire  .,  par  les  efpaces  Paraboliques  y  ou  Hyperboliques. 

Quelesfom-  \qjom  Quand  ces  Suites  fraêtionnaires  ont  des  fommes 

-mes  tnjmtes  ,  .  v- 

ieS~  ‘  intimés ,  comme  le  font  celles  de  f,  f,  f,  &c.  ou  de 

A  )  1 

a1  77i>77ï>  ôcc.  ces  fommes  ne  font  que  des  Infinis  radicaux 

&c.  ne  [ont  yt  v 

que  des  infi-  purs  3  Car  elles  repréfentent  des  efpaces  Afymptotiques  y  qui 

nis  radicaux  .  j  *i .  r  ^  •  c  *  1  a  j  i  ^  r  * 

purs.  quand  ils  lont  infinis  >  ne  peuvent  etre  que  de  cette  efpece 
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d’infinis.  Ceft  là  une  connoiffance  fur  ces  Suites  que  Ton 
n’auroit  pas  eue *  en  ne  les  confidérant  qu’en  elles-mêmes ,  ôc 
fans  les  appliquer  à  des  efpaces  Hyperboliques.  On  eût  pu 
croire  que  leurs  fommes  toujours  néceffairement  moindres 
que  00,  femme  des  Unités ,  en  étoient  quelque  partie  d’une 
dénomination  Finie. 

1471.  Donc  le  rapport  de  ces  fommes  infinies  à  00  ne 
peut  jamais  être  déterminé  >  car  c’eft  celui  d’un  infini  radical 
pur  à  oc. 

1 472.  Par  la  même  raifon  ces  fommes ,  quoiqu  infinies  >  & 
de  l’ordre  potentiel  de  00 ,  font  infiniment  moindres  que  oc. 

La  fomme  infinie  de  j ,  {,  f ,  Ôcc.  —  eft  infiniment  moindre 
que  celle  des  Unités. 

1473.  Comme  on  a  les  fommes  de  toutes  les  Suites  infi-  Que  Von 
nies  de  nombres  Polygones  (  J72  ) ,  &  par  conféquent  leurs 
rapports  finis  aux  fommes  des  Suites  pleines ,  on  aura  les  /  ni  les  qu*~ 
quadratures  des  efpaces  infinis  des  Courbes.,  dont  les  Ordon-  dratures  de 
nées  feroient  ces  nombres  Polygones* ôt  par  conféquent  auffi  combes ,  dont 
les  quadratures  des  efpaces  curvilignes  finis.  Ainfi  la  fomme  les  ordonnées 

^  3  fuivront  le 

infinie  des  Triangulaires  étant  ~p-,  celle  des  Quarrés  -  — — rapport  des 

6  nombres  Po- 

-  *  &c.  &  les  fommes  pleines  étant  U*Li  >  lygones  queU 

Z  ronaues. 


des  Pentagones 


1  G© 


5  -,  conques 

,  &c.  parce  que  les  derniers  des  Triangulaires  , 


des  Quarrés, des  Pentagones, &c.  font ^ 

on  aura  toujours  le  rapport  de  1  à  3  pour  celui  de  fefpace 
infini  croiffant  à  fon  parallélogramme  circonfcrit  *  ôc  pour 
celui  de  tout  efpace  curviligne  fini  de  la  Courbe  qui  expri¬ 
mera  les  nombres  Polygones  quelconques  à  fon  parallélo¬ 
gramme. 

1 474.  La  Courbe  des  nombres  Quarrés  eft  évidemment 
la  Parabole  prife  du  côté  qu’elle  eft  convexe  vers  un  axe 
divifé  en  parties  égales  *  ou  croiffant  félon  la  Suite  des  nom¬ 
bres  naturels  *  car  alors  fes  Ordonnées  croiffent  comme  les 
Quarrés  de  ces  nombres.  On  a  vu  auiïi  que  fon  efpace  cur¬ 
viligne  eft  au  parallélogramme  circonfcrit  :  :  1.  3  (  1 45*9  )* 

R  r  r  ij 
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147 y.  n  étant  un  nombre  naturel  quelconque,  le  Trian¬ 
gulaire  correfpondant  efl:  HlltlL 3  &  par  conféquent  l’équation 

de  la  Courbe  des  Triangulaires  efl:  2ay  ==  xx  -+-  ax  y  x  étant 
Taxe  qui  croît  félon  la  Suite  naturelle.  On  voit  par  cette 
équation  que  la  Courbe  des  Triangulaires  efl  encore  la  Para¬ 
bole  ,  mais  dont  il  faut  retrancher  une  certaine  portion  félon 
que  feu  M.  Carré  Ta  enfeigné  dans  les  Mém.  de  l’Acad.  de 
1701.  La  portion  reflante  infinie,  ôc  qui  efl  la  Courbe  des 
Triangulaires ,  efl:  encore  convexe  vers  l’axe ,  il  n’eft  plus  le 
même ,  ôc  ne  part  plus  du  même  point  que  celui  de  la  Para¬ 
bole  entière ,  Courbe  des  Quarrés.  Ses  divifions  ne  répon¬ 
dent  point  à  celles  de  l’autre, ôc  les  Ordonnées  qui  en  partent, 
terminées  à  d’autres  points  de  la  Courbe ,  croiffent  félon  d’au¬ 
tres  rapports* 

1 47  6.  L’équation  différentielle  de  la  portion  Parabolique 
ou  Courbe  des  Triangulaires  efl  2 ady  =  2 xdx-+-adx ,  ce 
qui  donne  dy.  dx  :  :  2x  -h  a.  ia ,  ôc  au  point  où  x  =====  o  , 
dy.  dx  ::  a.  2a  :  :  1.  2.  La  Courbe  à  fon  origine  efl:  donc 
oblique  à  fon  axe ,  ce  qu’on  voit  qui  ne  conviendroit  pas  à 
la  Parabole  entière. 


§lue  ces  1477.  En  prenant  de  fuite  les  formules  des  Polygones 

Courbes  fe-  ,  .  j  i  ^ 

rom  toujours  (  5  7  2  ) ,  on  verra  que  1  équation  de  la  Courbe  des  Pentagones 

boie^d  Far*  ^era  2ay  ’==  3XX  —  aX  J  ce^e  ^es  Exagones ,  2ay  =  qxx 

degré ,  ou  des - 2ax  y  ou  ay  =  2XX - ax  y  &c.  Et  comme  ces  équa- 

portions  de  tions  ne  fortent  point  du  2d  degré ,  ôc  quelles  font  toujours  à 
Para-  ja  parak0ie  de  ce  degré ,  on  voit  que  les  Courbes  des  nom¬ 
bres  Polygones  feront  toujours  ou  la  Parabole  de  ce  degré , 
ou  des  portions  de  cette  Parabole ,  mais  différentes,  ôc  qui 
appartiendront  ou  à  une  même  Parabole ,  ou  à  des  Paraboles 
de  différens  paramétrés ,  ce  qu’il  feroit  inutile  ici  d’examiner 
plus  en  détail. 

Hue  Von  j 478.  On  doit  raifonner  des  Nombres  Figurés  comme 

uur u  aujji  *  o 

par  u  voie  des  Polygones. 

tuadmures  Le  dernier  des  Naturels  étant  00 ,  ôc  leur  fomme  — 
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Le  dernier  des  Triangul.  étant  &  leur  fomme  SLL  de  toutes  tes 

1  c  Courbes,  dont 

Le  dernier  des  Pyramidaux  étant  &  leur  fomme  les. 0<donnees 

c  24  fuivroient  U 

Le  dernier  des  Triang.Pyr.  étant  -^-y  &  leur  fomme  de$ 

°  '  2 4  120  ’  Nombres  Fi - 

Le  Parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  desNaturels^m. 
qui  ne  fera  qu’un  Triangle ,  fera  ocz  y  dont  le  rapport  à  la 
fomme  des  Naturels  feraf. 

Le  parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  des  Triangu¬ 
laires  fera-^-3 ,  dont  le  rapport  à  l’efpace  curviligne  des  Trian¬ 
gulaires  fera  7. 

Le  Parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  des  Pyrami¬ 
daux  fera  ,  dont  le  rapport  à  l’efpace  curviligne  des  Pyra¬ 
midaux  fera  7  j  ôc  toujours  ainfi  de  fuite. 

Donc  auiïi  dans  toutes  les  Courbes  >  dont  les  Ordonnées 
repréfenterontles  différens  ordres  des  nombres  Figurés  >  les 
efpaces  curvilignes  finis  feront  à  leurs  parallélogrammes 
circonfcrits  :  :  i.  2  ,  à  compter  le  Triangle  parmi  ces  Cour¬ 
bes  ,  ou  :  :  i.  3  >  ou  :  :  i.  4;  ôcc. 

147p.  La  quadrature  des  Courbes  des  nombres  Figurés 
prife  de  fuite y  à  commencer  par  celle  des  nombres  Naturels> 
eft  donc  la  même y  ou  confifte  dans  le  même  rapport  que 
celle  des  ires  Paraboles  de  chaque  degré  prifes  de  fuite.,  à 
commencer  par  le  Triangle  y  ôc  confidérées  du  côté  quelles 
font  convexes  vers  leur  axe  (  145P  >1461  ôc  1462  ). 

1480.  De-là  y  Ôc  de  ce  que  les  quadratures  des  deux  TlS  £lue  ces 
ordres  de  nombres  Figurés  font  effectivement  celles  de  deu ^ntUsv-^ 
Paraboles  des  deux  icrs  degrés  y  le  Triangle  y  ôc  la  Parabole  Paraboles  de 
ordinaire ,  on  peut  conjecturer  que  les  quadratures  des  ordres^^  d^s 
fuivans  de  nombres  Figurés  y  font  celles  des  ires  Paraboles  fions  de  ces 
des  degrés  fuivans.  Et  en  effet  Péquation  de  la  Courbe  desp*™^* 
Pyramidaux  étant  6ay  =====  x*  H-  3  axr  2 azx  ,  celle  des 

Triang.  Pyram.  24  a'y  ==  x*  6  ax 3  1 1  azxz  -4-  6  aïx 

(  1 16)  y  ôcc.  on  voit  que  toutes  ces  équations  font  tou¬ 
jours  à  des  Paraboles  de  tous  les  degrés  confécutifs  y  mais 

Rrr  iij 


Que  desTLf- 
paces  Afyrnp- 
totiques  Hy¬ 
perboliques  , 
mais  modi¬ 
fiés  y  feront 
repré  fentes 
par  les  fo tri¬ 
mes  des  Po¬ 
lygones  ou  Fi¬ 
gurés  réduits 
en  fr  a  fiions. 
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différemment  prifes  ,  de  la  maniéré  dont  on  a  donné  lldée 
dans  lart.  1475. 

1481.  L’analogie  conduit  à  croire  que  fi  on  réduit  en 
bradions  les  différentes  Suites  de  nombres  Polygones,  ôc  de 
Figurés  y  les  efpaces  curvilignes  formés  de  ces  différentes 
Suites  d’Ordonnées  décroiffantes  feront  des  efpaces  Hyper¬ 
boliques  Àfymptotiques,ceux  qui  feront  formés  par  des  nom¬ 
bres  Poligones  appartenant  tous  à  une  même  Hyperbole  ,  &c 
ceux  qui  feront  formés  par  des  nombres  Figurés  appartenant 
de  fuite  à  des  Hyperboles  de  degrés  confécutifs.  C’eft  ce  qui 
fe  trouve  en  effet. 

Il  eft  fûr  déjà  qu’entre  les  Polygones  les  nombresQuarrés 
réduits  en  bradions  appartiennent  à  la  2de  &  derniere  H y* 
perbole  du  3  me  degré ,  prife  du  côté  où  x  =====  00  (  1 2 1 6  )  y 
car  x  étant  tous  les  nombres  Naturels  de  fuite  y  dont  les 

Quarrés  réduits  en  bradions  font  ~—y  l’équation  de  cette  Hy* 
perbole  eft  y  ==— .  De  même  l’équation  de  la  Courbe  des 

r  y  x  x  x 

Triangulaires  étant  1475*)  elle  devient,  lorf- 


«  •  2Æ  I 

qu’elle  eft  réduite  en  bradions  >y  =====  — - - r^~,  qui  eft 

encore  une  équation  àcette  mêmeHy  perbole, mais  modifiée.’ 
Il  en  ira  de  même  des  autres  nombres  Polygones  y  qui  ne 
fortent  point  d’un  même  degré. 

Il  eft  fûr  auflique  les  1e1  sdesFigurés, c’eft- à-dire, lesNaturels 
réduits  en  bradions, forment  l’efpace  Afymptotique  de  l’Hy¬ 
perbole  ordinaire  ou  du  2d  degré.  Nous  venons  de  voir  que 
lesTriangulaireSjles  2dsdes  Figurés  réduits  en  bradions  appar¬ 
tiennent  à  la  2dc  Hyperbole  du  3mc  degré, -ce  qui  doit  dé¬ 
terminer  tous  les  Figurés  fuivans  à  appartenir  aux  Hyperbo¬ 
les  des  degrés  fuivans  ,  &  même  à  la  derniere  de  chaque 
degré.  Cette  derniere  circonftance  paroîtra  encore  plus  clai¬ 
rement  ,  fi  l’on  confidere  que  les  derniers  termes  des  Figurés 
s’élevant  toujours  d’un  ordre  potentiel ,  ôt  par  conféquent 
s’abaiffant  toujours  auffi  d’un  ordre,  lorfqu’ils  font  réduits  en 
bradions;  les  dernieres  Ordonnées  des  dernieres  Hyperboles 
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de  chaque  degré  s’abaiffent  toujours  précifément  de  même 
(i2iïj  1216,  1217  ,  &c.  ) 

1482.  Donc  les  efpaces  Paraboliques  &  Hyperboliques 
Àfymptotiques  répondent  non-feulement  à  toutes  les  Suites 
po (bibles  de  Nombres  Naturels  entiers, ou  réduits  en  fractions 
élevés  à  des  puiffances  quelconques ,  mais  encore  à  toutes  les 
Suites  de  nombres  Polygones  ou  Figurés  entiers  ou  réduits 
en  fractions. 

1483.  S'il  s’agîfFoit  de  plans  formés,  non  par  des  lignes  Quadrature 
parallèles  entr’elles,  mais  par  des  lignes  concourantes  en  un  d^r^°cusss  sle- 
point ,  on  en  auroit  les  quadratures  par  la  même  communi-  rmxpar  rw~ 
cation  de  rapports  entre  l’Infini  ôc  le  Fini.  Soit,  par  exemple,  fini- 

la  Spirale  d’Archimede, telle  que  c  étant  la  circonférence  du 
Cercle ,  dans  lequel  elle  fe  décrit,  r  le  rayon,  x  Tare  indé¬ 
terminé  de  la  circonférence  correfpondant  au  mou  vement3par 
lequel  une  portion  de  la  Spirale  a  été  décrite ,  &cy  le  rayon  de 
la  Spirale  correfpondant  à  x  ,  on  ait  toujours  c.  x  ::r.  y ,  je 
dis  que  la  quadrature  de  la  Spirale ,  ou  lç  rapport  de  l’efpace 
Spiral  au  circulaire  fe  trouvera  par  l’Infini. 

Il  faut  imaginer  un  Cercle  dont  le  rayon  foit  —  00 ,  & 
dont  faire  (1  365*)  foit  remplie  par  une  infinité  de  Triangles 
égaux  ifofeeles ,  infiniment  petits  par  rapport  à  elle.  Il  faut 
d’un  autre  côté  imaginer  dans  ce  Cercle  une  Spirale  pareille¬ 
ment  infinie, dont  faire  foit  remplie  d’uu  même  nombre  infini 
de  Triangles, infiniment  petits  aufii  par  rapport  à  elle,êc  croif- 
fans.  Ils  ne  font  pas  ifofeeles  comme  ceux  du  Cercle  ;  car  la 
Spirale  s’éloignant  toujours  du  centre  du  Cercle  à  mefure 
qu’elle  croît,ou  s’étend, un  Triangle  Spiral  quelconque, dont 
la  bafe  eft  un  arc  fini  de  la  Spirale ,  a  toujours  un  de  fes  côtés 
plus  grand  que  l’autre.  Mais  on  doit  concevoir  que  du  centre 
du  Cercle ,  où  font  les  fommets  de  tous  les  T riangles ,  il  foit 
décrit  par  l’extremité  du  plus  petit  côté  d’un  1  riangle  Spiral , 
un  arc  circulaire  fini,  qui  rendra  chaque  Triangle  ifofeele , 
en  y  négligeant  la  partie  retranchée  du  plus  grand  côté ,  ou 
plutôt  l’efpace  mixtiligne  qui  fe  formera  à  1  extrémité  de 
chaque  Triangle  ;  car  cet  efpace  qui  eft  fini ,  eft  infiniment 
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petit  par  rapport  au  Triangle ,  qui  eft  de  l’ordre  de  OO ,  & 
quoiqu’exiftant ,  l’exaditude  demande  qu’on  le  néglige, 
comme  dans  l’exemple  de  l’art.  1203. 

Tous  les  Triangles  Spiraux  font  donc  ifofceles ,  &  parce 
qu’ils  ont  tous  le  même  angle  au  fommet  jls  font  femblables. 
D’un  autre  côté  le  dernier ,  &  plus  grand  Triangle  Spiral  eft 
égal  à  un  des  Circulaires  qui  font  tous  égaux  entr’eux.  Donc 
tout  Triangle  Spiral  eft  femblable  à  un  Circulaire. 

L’aire  du  Cercle  eft  la  fomme  des  aires  de  tous  les  Trian¬ 
gles  Circulaires ,  &.  faire  de  la  Spirale  eft  la  fomme  des  aires 
de  tous  les  Triangles  Spiraux,  tous  femblables  aux  Circulai¬ 
res.  Or  les  aires  de  deux  Triangles  femblables  font  comme 
les  Quarrés  de  leurs  côtés  homologues ,  donc  la  fomme  des 
aires  de  tous  les  Triangles  circulaires  fera  à  la  fomme  des 
aires  de  tous  les  Spiraux ,  comme  la  fomme  des  Quarrés  des 
rayons  du  Cercle  infini  à  la  fomme  des  Quarrés  desjy  de  la 
Spirale, qui  font  des  côtés  des  Triangles  Spiraux  homologues, 
à  ceux  des  Circulaires. 

Or  la  fomme  des  Quarrés  des  rayons  du  Cercle  eft  OC2, 
x  00  =  co5 ,  ôc  les  y  de  la  Spirale  croilfent  comme  les  nom¬ 
bres  naturels ,  parce  qu’ils  croilfent  toujours  comme  les  x , 
qui  font  toujours  fuppofés  croître  comme  ces  nombres.  La 

fomme  des  Quarrés  naturels  eft  Donc  fefpace  Circu¬ 
laire  eft  au  Spiral  :  :  3 .  1 .  Et  de-là  fuit  le  même  rapport  dans 
le  Fini. 

1484.  Si  dans  une  autre  Spirale  que  celle  d’Archimede, 
on  avoit  c.  x  :  :  yz ,  les  y  ou  côtés  des  Triangles  infini¬ 
ment  petits  de  cette  Spirale ,  prife  dans  le  Fini,  feroient  donc 
tels  que  leurs  Quarrés  croîtroient  comme  les  nombres  natu¬ 
rels.  Or  des  grandeurs  dont  les  Quarrés  croilfent  comme  les 

Z 

nombres  naturels,  ne  peuvent  être  que  comme  les  V  de  ces 

X 

nombres.  Donc  les  y  font  repréfentés  par  les  des  nom¬ 
bres  naturels.  Donc  l’efpacé  Spiral ,  qui  eft  comme  la  fomme 
des  Quarrés  des  y ,  eft  comme  la  fomme  des  nombres  natu¬ 
rels 
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tels  =  .  D’un  autre  côte'  la  fomme  des  quarrés  de  tous 

\  ■  -é 

les  côtés  des  Triangles  égaux  du  Cercle  ,  fera  comme  oo  x 
CO  =  ooz  Donc  fefpace  Circulaire  fera  au  Spiral  :  :  2.  1. 
1485*.  Si  on  a  c  .  x  ::  r5  ,  les^  de  la  Spirale  croiffent 

donc  comme  les  V'  des  nombres  naturels  ,  &  ces  y  étant 
quarrés ,  on  a  pour  lefpace  Spiral  la  fomme  des  nombres 

x 

naturels  élevés  à  -j .  Or  cette  fomme  eft  1-..1  (  5*84)  >  la 

fomme  des  quarrés  de  tous  les  côtés  des  Triangles  égaux  du 

Cercle, fera  oo^x  00  =  00 T.  Donc  l’efpace  Circulaire 
fera  au  Spiral  :  :  J.  3* 

n  n 

1 48  6.  En  général ,  fi  on  a  c .  x  :  :  r  m  .  y  m  >  les  y  de  la 
Spirale  font  donc  tels ,  qu’élevés  à  ~  ils  croiffent  comme 
les  nombres  naturels.  Or  les  feuls  nombres  qui  élevés  à  — 

*  m 

croiffent  comme  les  naturels ,  font  les  naturels  élevés  à  ~ 

y  m 

m  m  n 

car  x  ^  élevé  à  — ,  eft  x =  x*  Donc  il  faut  prendre  les 

quarrés  des  nombres  naturels  élevés  à  —,  c’eft-à-dire ,  élever 

les  naturels  à  &  leur  fomme  repréfentera  fefpace  Spi- 

ral.  Par  exemple ,  fi  on  a  c .  x  :  :  r 3 .  y 5 ,  fefpace  Spiral  fera 
comme  la  fomme  des  naturels  élevés  à  -üi  =  3.  Or  cette 

Z 

fomme  eft  Donc  fefpace  Circulaire  fera  au  Spiral  :  :  4.  i* 

r»  o  •  n  n  vu  m  i 

1487.  Si  on  a  c  .  x  ::  r  .jy  ,  on  a  en  tirant  de  ces  4 

m  m 

grandeurs  la  c .  x  :  :  r  n  *y  n  +  Ce  qui  retombe  dans  fart, 
précédent. 

1488.  Donc  le  rapport  des  efpaces  des  Spirales  de  tous 
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les  degrés  aux  Cercles  circonfcrits,  dépend  des  fommes  In¬ 
finies  des  nombres  naturels  élevés  à  des  puiflances  quelcon¬ 
ques  ,  ainfi  que  le  rapport  des  efpaces  Paraboliques  aux  paral¬ 
lélogrammes  circonfcrits.  On  voir  que  ces  Cercles  au  fil-bien 
que  ces  parallélogrammes  repréfentent  les  Suites  pleines  ,  ôc 
que  les  premières  &  véritables  fources  des  rapports  finis  de 
ces  Figures  font  dans  l’Infini. 

Rapports  de  148,9.  On  trouvera  dans  les  Solides  la  même  communi- 
xridc7aux~  cat*on  des  rapports  entre  l’Infini  &  le  Fini.  Il  faut  les  conce- 
cylindres àr-  voir  comme  formés  de  Solides  élémentaires  en  nombre  in¬ 
fini  ,  dont  ils  feront  les  fommes.  Les  Solides  finis  ou  infinis 
croiflans  auront  des  Solides  pleins  circonfcrits ,  qui  auront 
la  même  hauteur,  ôc  toujours  la  même  bafe  que  la  plus  gran¬ 
de  des  Solides  croiflans ,  les  rapports  des  folidités  feront  des 
rapports  de  fommes  infinies,  ôc  quand  on  confiderera  des 
Solides  finis ,  il  ne  fera  point  befoin  de  paflfer  par  les  infinis 
correfpondans  :  mais  on  pourra  tout  d’un  coup  tranfporter 
dans  le  fini  les  rapports  des  fommes  infinies. 

Soit  un  Prifme  dont  la  bafe  eft  un  polygone  quelconque 
fini  ,  ôc  une  Pyramide  qui  ait  la  même  bafe ,  ôc  la  même  hau¬ 
teur  ou  axe.  Le  Prifme  eft  le  Solide  plein  circonfcrit  à  la  Py¬ 
ramide,  Solide  croi  fiant.  L’axe  commun  étant  divifé  en  une 


confcrits  , 
trouvés  par 
l'infini. 


infinité  de  parties  égales  de  l’ordre  de  —,  la  folidité  du  Prif¬ 
me  eft  la  fomme  d’une  infinité  de  polygones  égaux,  ôc  fem- 
blables  à  celui  de  la  bafe ,  dont  chacun  eft  multiplié  par  , 

ôc  la  folidité  de  la  Pyramide  eft  la  fomme  d’une  même  in¬ 
finité  de  polygones  femblables  à  celui  de  la  bafe,  mais  dont 
les  rayons,  à  les  compter  depuis  le  fomme t  de  la  Pyramide , 
eroiflent  comme  les  nombres  naturels ,  ôc  chacun  d’eux  eft 
multiplié  par  ~jce  qui  fait  que  cette  multiplication ,  la  mê¬ 
me  de  part  ôc  d’autre ,  n’eft  point  à  confidérer.  Donc  le  Prif¬ 
me  eft  à  la  Pyramide,  comme  la  fomme  des  aires  de  tous  les 
polygones  du  Prifme  eft  à  la  fomme  des  aires  de  tous  les  po¬ 
lygones  de  la  Pyramide.  Les  aires  des  polygones  femblables 
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font  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons ,  donc  la  fomme  des 
aires  des  polygones  de  laPyramide  eft  repréfentée  par  la  fom¬ 
me  des  quarrés  des  nombres  naturels,  qui  eft-^-?.  En  même 
temps  la  fomme  des  aires  des  polygones  du  Prifme  ne  peut 
être  repréfentée  que  par  oo5 ,  car  chacune  de  ces  aires  eft  re¬ 
préfentée  par  oo2 ,  ôc  elles  font  en  nombre  =====  00.  Donc  le 
Prifme  eft  à  la  Pyramide  :  :  3.  1. 

1 45)0.  Le  Cylindre  aura  le  même  rapport  au  Cone,puifque 
la  démonftration  précédente  laifle  le  polygone  de  la  bafe  in¬ 
déterminé;  ce  polygone  peut  donc  devenir  infini, ou  un  Cer¬ 
cle, &  alors  le  Prifme  eft  un  Cylindre, ôc  laPyramide  un  Cône. 

145)1.  Si  on  conçoit  qu’un  efpace  Parabolique  fini  du  2d 
degré  tourne  autour  de  fon  axe,  ce  qui  produit  un  Solide  ou 
Conoïde  parabolique,  tous  les  plans  qui  le  formeront  feront 
des  Cercles  croiffans  depuis  le  fommet,  dont  les  rayons  fe¬ 
ront  les  Ordonnées  de  la  Parabole.  Or  ces  Ordonnées  étant 

les  V  des  nombres  naturels  ,  les  aires  de  ces  Cercles  feront 

2, 

comme  les  nombres  naturels ,  dont  la  fomme  eft  .  Le 
Cylindre  circonfcrit  au  Conoïde  fera  repréfenté  par  co\ 
Donc  il  fera  au  Conoïde  :  :  2.  1. 

145)2.  On  trouvera  de  même  que  les  Ordonnées  de  la 

ire  Parabole  du  3me  degré  croifïant  comme  les  V  des  nom¬ 
bres  naturels  (143 6)  ,  les  aires  des  Cercles  qui  feront  le  Co¬ 
noïde  de  cette  Parabole,  feront  comme  les  nombres  naturels 

i 

élevés  à  y.  Donc  leur  fomme  infinie  ==i^—  repréfentera  ce 

Conoïde,  auquel  le  Cylindre  circonfcrit  fera  :  :  $  .  3.  Pour  la 
2de  Parabole  du  même  degré, fes  Ordonnées  croiffant  comme 
les  nombres  naturels  élevés  à  y ,  ôc  par  conféquent  les  aires 
des  Cercles  comme  ces  nombres  élevés  à  y ,  la  fomme  de  ces 

7 

aires  =  —— ,  repréfentera  le  Conoïde  Parabolique  auquel 
le  Cylindre  fera  :  :  7 . 3* 

.  '  Sff  ij 
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Il  fera  aifé  d’en  faire ,  fi  l’on  veut  ,  une  formule  générale'. 

145)  3.  Les  Conoïdes  Paraboliques  formés  par  la  révolu¬ 
tion  des  efpaces  extérieurs  autour  de  Taxe  des  Paraboles,  pris 
*  avec  les  Conoïdes  formés  par  les  efpaces  intérieurs ,  font  le 
Cylindre  circonfcrit,  ôc  par  conféquent,  fi  dans  la  Parabole 
du  degré  le  Conoïde  intérieur  eft  au  Cylindre  ::  1  .  2> 
le  Conoïde  extérieur  lui  eft  en  même  raifon ,  ôc  les  deux 
Conoïdes  font  égaux  ;  fi  dans  la  ire  Parabole  du  3me  degré  le 
Conoïde  intérieur  eft  au  Cylindre  ;  :  3  .  y ,  l’extérieur  lui  eft: 
:  :  2, y  ,  ôc  ils  font  l’un  à  l’autre  ::  3.2.  ôcc.  Mais  pour 
avoir  cela  direêtement,  il  auroit  fallu  prendre  un  autre  tour 
dans  la  même  méthode. 

Si  dans  la  Parabole  du  2a  degré  on  confidere  l’efpace  ex¬ 
térieur  qui  tourne  autour  du  même  axe,  autour  duquel  tour- 
noit  l’efpace  intérieur,  la  Parabole  eft  tranfpofée ,  ôc  fou 
équation  eft  #2  = y ,  a  étant  une  tangente  au  fommet  qui  de¬ 
vient  fon  axe ,  divifé  en  parties  égales ,  ôc  dont  les  Abfcifles 
croiflent  comme  les  nombres  naturels.  Les  Ordonnées  ne 
décrivent  plus  des  aires  de  Cercles  par  la  révolution, mais  des 
furfaces  Cylindriques  toujours  croiflantes ,  qui  multipliées 
chacune  par  une  des  parties  égales  de  l’axe ,  font  les  Solides 
élémentaires ,  dont  le  Conoïde  eft  compofé.  Il  eft  inutile  de 
eonfidérer  cette  multiplication.  Les  furfaces  Cylindriques 
font  en  raifon  compofée  des  rayons  des  Cylindres,Ôc  de  leurs 
hauteurs.  Ici  les  rayons  font  les  Abfcifles  croiflantes  comme 
les  nombres  naturels ,  ôc  les  hauteurs  font  les  Ordonnées  (y} 
de  la  Parabole  égales  à  a2  ,  ou  croiflantes  comme  les  quarrés 
des  nombres  naturels.  Donc  la  fomme  infinie  des  furfaces 
Cylindriques  eft  repréfentée  par  celle  des  nombres  naturels 

élevés  au  Cube ,  qui  eft  D’un  autre  côté  le  Cylindre  cir- 
confcrit  eft  la  fomme  d’une  infinité  de  furfaces  Cylindriques* 
dont  les  rayons  font  croiflans  comme  les  nombres  naturels  * 
ôc  les  hauteurs  toutes  égales  à  oc2 ,  la  plus  grande  des  hau¬ 
teurs  des  furfaces  du  Conoïde  croiflant.  Donc  ce  Cylindre  eft 

repréfenté  par  une  fomme  =  x  oc2  =  ~ .  Or 

::  2.  i% 
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De  même  dans  la  ile  Parabole  du  3me  degré  ,  on  trouvera 
que  les  furfaces  Cylindriques- croiftantes  du  Conoïde  exté¬ 
rieur  auront  pour  rayons  les  nombres  naturels  ,  ôc  pour  hau¬ 
teurs  ces  nombres  élevés  au  cube.  Donc  leur  fomme  fera 

repréfentée  par  ,  fomme  des  nombres  naturels  élevés  à 

la  puiffance  4.  Toutes  les  hauteurs  des  furfaces  du  Cylindre 
circonfcrit  feront  =  oo* ,  ôc  leurs  rayons  comme  les 
nombres  naturels.  Donc  ce  Cylindre  fera  repréfenté  par  00 s 


00 1 


00 


,  & 


00 


œ 


:  :  y  .  2.  Il  en  ira  de  même  de 


tous  les  autres. 

1494.  En  général  de  ce  que  i°  tout  Fini  eft  réellement 
tin  Infini,  20  tous  les  Finis  n’ont  entr’eux  que  des  rapports 
finis,  3°  les  Infinis  peuvent  avoir  des  rapports  finis,  il  fuit 
que  tous  les  Infinis  qui  ont  des  rapports  finis ,  ont  des  Finis 
correfpondans  qui  ont  les  mêmes  rapports  ,  ôc  que  quand 
des  rapports  font  communs  à  des  Infinis  Ôc  à  des  Finis  confé¬ 
dérés  comme  l’afiTemblage  de  toutes  leurs  parties ,  les  fources 
de  ces  rapports  font  dans  l’Infini ,  ôc  non  dans  le  Fini ,  parce 
que  le  Fini  eft  un  Infini ,  ôc  que  l’Infini  n’eft  pas  un  Fini. 

1 495'.  On  voit  alfez  ,  pat  ce  qui  a  été  dit,  qu’il  ne  faut  Ordres  des 
pas  efpérer  de  trouver  des  rapports  finis  entre  les  Solides  toîi 
Afymptotiques  quelconques ,  ôc  leurs  Cylindres  circonfcrits.  que  s  troL 
Mais  on  pourra  trouver  l’ordre  des  Solides  Afymptotiques  ysP*r  des 
quelconques,  en  les  confidérant  comme  formés  d’une  infini- 
té  de  Cylindres  élémentaires.' 

Soit  la  Courbe  Afymptotique  My.C>  dontfefpace  Afymp-  Fig.  xviil 
totique  tourne  autour  de  AM ,  ire  révolution  (  1431  ).  Le 
Solide  qui  fe  forme  ,  eft  compofé  i°  d’un  Conoïde  qui  a 
pour  bafe  R  m  ,  ôc  pour  hauteur  R  M,  20  d’un  Conoïde  tron¬ 
qué  ,  qui  a  pour  bafe  r  jx  ,  ôc  pour  hauteur  r  Ry  6 c  toujours 
ainfi  de  fuite  de  pareils  Conoïdes  tronqués.  Il  eft  clair  que 
le  ier  Conoïde  ôc  les  Conoïdes  tronqués  fuivans  feront  du 
même  ordre  que  des  Cylindres  de  même  bafe  ôc  de  même 
hauteur:  ôc  comme  il  ne  s’agit  ici  que  d’ordre  ,  je  les  prends 
tous  pour  de§  Cylindres;  ôc  le  Solide  pour  la  fomme  de  ces 

S  ff  iij 
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Cylindres  pofe's  tous  les  uns  fur  les  autres  parallèlement  à  là 
bafe  AB,  ôc  de  forte  que  leurs  axes  foient  dans  la  même 
ligne  MA. 

Les  rayons  de  ces  Cylindres  élémentaires  feront  AP,  Ap, 
ôcc.  c’eft-à-dire,  les  nombres  naturels,  ôc  leurs  hauteurs  ou 
axes  feront  K  M,  r  K  =  s  m,  ôcc.  c’eft-à-dire,  les  différences 
des  Ordonnées.  Il  eft  vrai  que  le  dernier  Cylindre  aura  pour 
hauteur  la  derniere  Ordonnée ,  ôc  non  une  différence ,  mais 
la  Suite  des  Cylindres  ne  biffera  pas  d’être  très-réguliere  :  car 
il  faut  concevoir  la  Courbe  MC  terminée  à  la  ire  Ordonnée 
de  fon  dernier  ordre  (  1 3  84  ) ,  Ôc  comme  les  différences  font 
toujours  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  des  Or¬ 
données  (1  3  80), ôc  qu’elles  changent  d’ordre  en  même  temps 
que  les  Ordonnées  (  137P  ) ,  la  derniere  Ordonnée  eft  de 
l’ordre  des  différences  qui  ont  été  les  hauteurs  des  Cylindres 
précédons ,  car  quoiqu’il  y  ait  toujours  deux  demieres  Or¬ 
données  égales  à  caufe  du  parallélifme  fuppofé  de  la  Courbe* 
on  peut  ici  n’en  confidérer  qu’une. 

Dans  une  Courbe  Afymptotique  terminée  à  la  ire  Or¬ 
donnée  de  fon  dernier  ordre  *  il.  y  a  toujours  une  infinité 
d’Ordonnées  de  l’ordre  immédiatement  fupérieur  (  1 388  ôc 
1389),  donc  aufïi  une  infinité  de  différences  de  l’ordre  de 
la  derniere  Ordonnée.  D’un  autre  côté  A  B  eft  infinie  pen¬ 
dant  un  cours  infini  de  la  Courbe.  Donc  il  y  a  une  infinité 
de  Cylindres  qui  ont  pour  rayon  AB  de  l’ordre  de  oc ,  ou 
pour  bafe  oo2, ,  ôc  pour  hauteur  une  grandeur  de  l’ordre  de 
la  derniere  Ordonnée,  ôc  c’eft  de  cette  hauteur  que  dépend 
Tordre  du  Solide  Afymptotique  total. 

1 4P  6.  Si  la  derniere  Ordonnée  eft  ,  il  y  a  une  infinité 

de  Cylindres  élémentaires  dont  la  hauteur  eft  de  l’ordre  de 
~ ,  ôc  la  bafe  de  l’ordre  de  oc2 ,  ôc  qui  par  conféquent  font 

de  l’ordre  de  00.  Leur  fomme  feroit  =  oc2,  fi  toutes  les  ba- 
fes  étoient  =  co2 ,  mais  parce  qu’il  n’y  a  que  la  derniere  qui 
le  foit  j  ôc  quelles  font  toutes  moindres,  ôc  enfin  la  première 
égale  au  moindre  oC  poffible  ;  que  d’ailleurs  le  nombre  infini 


de  l’Infini.  Partie  II.  Seft.  VII.  y  1 1 
de  ces  Cylindres  n’eft  pas  =  co  ,  leur  fomme  ne  peut  être 
qu’entre  oo 2  ôc  oc.  Donc  le  Solide  total  Afymptotique  eft 
d'un  ordre  moyen  entre  ce"  &  co. 

1497.  Si  la  derniere  Ordonnée  eft  —  ,  il  y  a  une  infinité 

oc1 

de  Cylindres ,  qui  font  —  x  oo2 ,  ou  Finis ,  &  leur  fomme 

ou  le  Solide  total  eft  de  l'ordre  de  oc. 

1498.  Si  la  derniere  Ordonnée  eft  ,  il  y  a  une  infinité 

de  Cylindres  de  l’ordre  de  ~ ,  dont  la  fomme  eft  Finie. 

1499.  Il  eft  aifé  de  voir  par  là  ce  que  feront  les  Solides 
de  la  ire  révolution  pour  des  Courbes,  dont  les  dernieres 
Ordonnées  feront  des  Infiniment  petits  radicaux,  ou  purs, 
ou  compris  entre  —  ôc  —  . 

r  00  00 1 

1 5*00.  Quant  aux  Solides  Afymptotiques  de  la  2de  révo¬ 
lution  ,  leurs  Cylindres  élémentaires  auront  tous  une  hauteur 
=  1 ,  &  une  bafe  qui  fera  le  quarré  de  chaque  Ordonnée. 
La  Courbe  étant  terminée  à  la  ire  Ordonnée  de  fon  dernier 
ordre ,  il  y  aura  une  infinité  d’Grdonnées  de  l’ordre  immé¬ 
diatement  fupérieur ,  dont  les  quarrés  détermineront  l’ordre 
du  Solide  total.  Ces  quarrés  rendront  cette  confidération  un 
peu  plus  difficile,  mais  ce  ne  fera  au  fond  que  ce  qu’on  a  vu 
dans  la  Se£t.  précédente ,  &  il  feroit  inutile  de  le  répéter  ici. 

1  jo  1.  Jufqu’ici  en  confidérant  dans  les  Solides  la  com¬ 
munication  de  rapports  entre  l’Infini  &  le  Fini,  nous  n’a¬ 
vons  conçu  les  Solides  que  comme  formés  par  des  Solides 
élémentaires, ou  par  des  Cylindres  équivalens  tous  pofés  pa¬ 
rallèlement  les  uns  fur  les  autres.  Mais  fi  Ton  veut  concevoir 
les  Solides  comme  formés  par  des  Solides  élémentaires  con- 
courans  en  une  ligne  commune  ,  tel  que  feroit  le  Cylindre 
formé  par  des  Priftnes  triangulaires  infiniment  petits  concou- 
rans  à  fon  axe,  félon  l’idée  de  l’art.  1369,  on  retrouveroit 
la  même  communication  de  rapports  entre  l’Infini  &  le  Fini, 
par  exemple,  le  même  rapport  du  Cylindre  au» Cône.  Car 
l’élément  du  Cône  feroit  un  Prifme  triangulaire  coupé  en 
deux  du  haut  en  bas  par  un  plan  diagonal ,  &  ce  Prifme 
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feroit  la  fomme  d’nne  infinité  de  triangles  ifofceles  ôc  fembla-* 
blés ,  dont  les  côtés  croîtroient  comme  les  nombres  naturels# 
&  les  aires  comme  les  quarrés  de  ces  nombres.  Donc  le 

Prifiiie  élémentaire  du  Cône  feroit  repréfenté  par  En 


Qu'il  y  a 
une  infinité 
de  grandeurs 
finies  abfiolu- 
ment  incon¬ 
nues  ,  tel¬ 
les  que  leur 
rapport  aux 
grandeurs  fi¬ 
nies  connues 
ne  peut  être 
déterminé  ni 
en  nombres  y 
ni  en  lignes ♦ 


même  temps  ce  Prifme  entier  eft  l’élément  du  Cylindre  qui 
eft  repréfenté  par  oo3  ,  puifqüe  faire  de  chacun  de  fes  Trian¬ 
gles  tous  égaux  eft  repréfentée  par  oc* ,  ôc  qu’ils  font  en 
nombre  ==  oo.  Donc  l’élément  du  Cylindre  eft  à  celui  du 
Cône ,  ou  le  Cylindre  au  Cône  :  :  3  .  1,  cet  exemple  fuffira. 

_  1502.  Nous  conclurrons  cette  Théorie  par  une  efpece 
de  non-communication  de  rapport  entre  l’Infini  ôc  le  Fini, 
qui  pourroit  paroîtrê  furprenante,  fi  les  principes  n’en  étoient 
déjà  répandus  dans  tout  cet  ouvrage.  Il  y  a  entre  des  gran** 
deurs  Finies  des  rapports  finis ,  qui  parce  qu’ils  viennent  de 
l’Infini,,  nous  font  abfolument  inconnus. 

On  a  vu  (460  ,  êcc.  464)  qu’il  y  a  quatre  efpeces  de 
nombres  Finis  incommenfurables. 

n 

Les  Iers  font  les  V  de  tous  les  nombres  tels  qu’ils  ne  font 
points  la  puiflance  n» 


ec 

Les  2ds  font  tous  les  nombres  n~^  tels  que  dans  1  expofanfc 

©c  •  # 

,  oC  ôc  00  n’ont  qu’une  différence  Finie. 

—  < 

Les  3mes  font  les  00  >n  numérateur  de  l’expofant  étant 
un  nombre  Fini. 


oC 

Les  4mes  font  les  00  00 ,  le  numérateur  Ôc  le  dénomma-' 
teur  de  Pexpofant  ayant  une  différence  Infinie. 

Les  Incommenfurables  de  la  ire  efpece  font  les  feuls  qui 
aient  été  connus  jufqu’à  préfent.  Leur  nature  fait  qu’il  eft 
impoffible  de  les  exprimer  en  nombres,  on  ne  peut  qu’en 
approcher  toujours  de  plus  en  plus.,  mais  il  n’y  en  a  aucun 
qui  ne  fe  détermine  exactement  en  lignes ,  par  exemple , 

a 

V 2 ,  qui  ne  fe  peut  déterminer  exactement  en  nombres ,  efl 

la 
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la  diagonale  de  tout  quatre.  La  raifon  de  cette  différence  eft 
que  les  nombres  font  des  quantités  difcretes  ,  qui  biffent  tou¬ 
jours  entr’elles  des  intervalles, ôc  que  les  lignes  font  des  quan- 

tités  continues.  Pour  avoir  F 2  en  nombres  ,  il  faudroit  rem¬ 
plir  aêluellement  par  une  infinité  de  nombres  l’intervalle  qui 

2 

eft  entre  i  ôc  2  ,  ce  qui  eft  impoffible  :  mais  pour  avoir  F 2 
en  ligne ,  il  ne  faut  que  tracer  la  diagonale  d’un  quarré  *  parce 
qu’on  fait  que  le  quarré  de  cette  diagonale  fera  double  du 
quarré  dont  elle  eft  diagonale. 

Ce  rapport  ou  d’autres  pareils  des  Incommenfurables  de 
îa  ire  efpece  à  des  nombres  exaéls  ôc  commenfurables,  font 
que  quoiqu’on  ne  les  puiffe  exprimer  en  nombres ,  on  les 
exprime  toujours  en  lignes  :  mais  cette  raifon  ceffe  entière¬ 
ment  à  l’égard  des  Incommenfurables  des  trois  autres  efpe- 
ces  ;  ils  n’ont  à  des  nombres  commenfurables  aucun  rapport 
qu’011  puiffe  connoître ,  ôc  qui  puiffe  fervir  à  les  déterminer 
en  lignes. 

Cela  prouve  feulement  que  ces  Incommenfurables  ne  pour¬ 
ront  être  déterminés  en  lignes ,  ôc  non  pas  qu’il  n’y  aura  pas 
de  lignes  qui  expriment  ces  Incommenfurables.  Il  y  en  aura 
certainement,  mais  telles  que  leur  rapport  à  toute  grandeur 
commenfurable  fera  éternellement  inconnu. 

1 5*03.  Il  eft  bien  fûr  qu’il  y  a  quelque  ligne  droite  égale 
à  la  circonférence  du  Cercle ,  ôc  qui  par  conféquent  a  un  rap¬ 
port  fini  au  diamètre.  Si  cette  droite  tant  cherchée  eft  ou 
commenfurable  ,  ou  un  Incommenfurable  de  la  1 1C  efpece  > 
il  fera  poflible  de  la  trouver,  ôc  de  la  déterminer,  quelque 
compliquée  que  puiffe  être  la  conftruêtion  dont  elle  dépen¬ 
dra  :  mais  fi  elle  eft  un  Incommenfurable  de  quelqu’une  des 
trois  autres  efpeces ,  on  ne  la  déterminera  jamais.  Et  fi  on 
peut  démontrer  quelle  n’eft  ni  commenfurable ,  ni  incom¬ 
menfurable  de  la  iLe  efpece,  il  eft  démontré  que  la  Quadra¬ 
ture  du  Cercle  eft  impoffible,  ôc  par  conféquent  le  Problème 
eft  réfob. 


Ttt 
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i  5*04.  Comme  on  n’a  connu  jufqu’ici  que  des  commet 
furables  *  ou  la  ire  efpece  dJncommenfurables*  on  a  crû  la 
Quadrature  du  Cercle  poffible  en  elle-même*  &  tant  d’efforts 
employés  inutilement  pour  la  trouver  ffont  été  une  preuve 
que  de  la  difficulté  du  Problème ,  ou  du  défaut  de  l’art.  Mais 
les  trois  nouvelles  efpecesd’încommenfurablesfont  voir  que 
cette  Quadrature  pourroit  être  impoffible  en  elle-même*  du 
moins  pour  Fefprit  humain. 

1  y o y.  Il  y  a  même  toute  apparence  qffelle  eft  impoffible 

1 

par  cet  endroit,  o©"ôT  efl;  un  Incommenfurable  de  la  3me  ef¬ 
pece*  plus  grand  que  1  *  dont  la  différence  à  1  eft  finie  *  mais 
finie  indéterminable  en  petiteffe  *  ou  telle  que  fon  quarré  eft 
infiniment  petit  (3  57).  Je  fuppofe  que  le  diamètre  du  Cercle 

V 

étant  i*fa  circonférence  foit  50000%  je  dis  qu’on  trouvera 
tout  ce  qu’on  trouve  préfentement  dans  ce  Problème.  La 
circonférence  fera  un  peu  plus  que  triple  du  diamètre  :  mais 
on  ne  pourra  déterminer  la  fradion  qu’il  faudroit  ajouter  à 
3  pour  avoir  la  circonférence.  Car  quelque  fradion  qu’on 
trou  venelle  fera  déterminable*  puifqu’elle  fera  déterminée;  or 

i 

11  en  faudroit  une  indéterminable  :  car  OC  ckT  =====  1  *4-  —  * 

A'  7 

,  .  I 

sc  étant  un  fini  indéterminable  en  grandeur*  &  300  00  =2 

3  4-1  -b- . 

✓  x 

1 5*0 6.  Il  fera  même  impoffible  en  ce  cas  là  de  démontre^ 
diredement  limpoffibilitédelaQuadrature*c’eft-à-dirededé- 

1 

montrer  que  le  diamètre  eft  à  la  circonférence  ::  1 .  300  oô~ > 
d’où  s’enfuivroit  l’impoffibilité  de  trouver  une  ligne  =  3 

1 

OO  ôcT  ;  car  il  pourra  feulement  n’être  pas  impoffible  de  dé-< 
montrer*  que  la  circonférence  ne  foit  ni  commenfurable  au 
diamètre  *  ni  incommenfurable  de  la  ire  efpece  *  mais  parmi 
les  trois  autres  efpeces  d'Incommenfurables  *  dont  elle  fera 
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ftécefTairement  une  des  grandeurs*  il  fera  impoiïlble  de  déter¬ 
miner  >  ni  de  quelle  efpece  elle  fera  *  ni  quelle  elle  fera *  puit 
que  ces  trois  efpeces  font  abfolument  inconnues. 

1 5*07.  Il  eft  bon  de  favoir  que  ces  trois  efpeces  exiftent*  & 
que  comme  elles  contiennent  une  infinité  d'infinités  de  grarv 
deurs  finies  *  dont  les  rapports  à  toutes  les  grandeurs  com- 
menfurables  ou  incommenfurables  de  la  1 rc  elpece *  ne  peu¬ 
vent  abfolument  être  connus  *  on  doit  trouver  en  Géomé¬ 
trie  des  lignes  qui  aient  à  d’autres  ces  rapports  indétermU 
nables*  que  même  on  en  doit  trouver  fouvent.,  qu’il  ne  feroit 
point  du  tout  étonnant  que  le  vapport  de  la  circonférence  du 
Cercle  au  diamètre  fût  de  ce  nombre *  qu’il  y  a  même  toute 
apparence  qu’il  en  eft ,  &  que  toutes  les  autres  rectifications 
ou  quadratures  qu’011  ne  trouve  point *  pourroient  bien  avoir 
une  impoffibilité  prife  dans  la  même  caufe. 


Ttt 
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SECTION  VIII. 

0 

Sur  les  forces  des  Corps  en  général. 

C e que c  eft  i  j'oS.T  T  N  Corps  n’a  de  force  que  par  le  mouvement. 

Tes  co/°rCe  VJ  ou,  cequieft  le  même, il  n’a  de  force  qu’au- 

tant  quü  eft  en  mouvement,  de  forte  que  quand  il  a  plus 
de  mouvement ,  il  a  plus  de  force ,  ôc  au  contraire. 

150p.  La  quantité  de  mouvement  d’un  corps,  qu’on 
appelle  aufli  fa  force,  eft  le  produit  de  fa  malle  par  fa  viteffe. 
Car  il  eft  d’autant  plus  capable  d’un  grand  effet ,  ou  a  d’au¬ 
tant  plus  de  force  qu’il  eft  plus  grand,  &  fe  meut  plus  vite  , 
ou  au  contraire. 

1 5*  1  o.  Comme  deux  produits  formés  de  différentes  gran¬ 
deurs  peuvent  être  égaux ,  deux  Corps  inégaux  en  malle  ôc 
en  viteffe  peuvent  avoir  des  quantités  de  mouvement  ou  des 
forces  égales.  Ainfi  fi  le  Corps  A  >  a  a  pour  viteffe  u  <  Vy 
&  que  A .  a  :  :  V.  u  >  Au  eft  =  a  V. 

1 5*  1 1.  Si  de  plus  ,  ces  deux  Corps  font  difpofés  de  ma¬ 
niéré  que  l’un  ne  puiffe  exercer  fa  force  fans  furmonter  celle 
de  l’autre ,  ils  demeureront  tous  deux  immobiles ,  quoiqu’a- 
vec  une  tendance  au  mouvement ,  parce  qu’une  force  égale 
n’en  peut  furmonter  une  égale.  C’eft  là  le  principe  générai 
de  tout  Equilibre ,  qui  eft  par  conféquenr  un  Repos  produit 
par  deux  forces  égales  qui  tendent  à  des  effets  oppofés. 

15*12.  Une  viteffe  infiniment  petite  peut  être  prife  pour 

îe  Repos.  On  la  peut  exprimer  par  u  étant  une  viteffe 
finie  quelconque. 

1 5*  1 3.  a  x  -—-eft  donc  une  force  infiniment  petite  ou 

nulle  par  rapport  à  toute  force  axu. 

15*14.  De-là  vient  qu’on  dit  que  la  force  de  la  Perçut 
fion  eft  infinie  par  rapport  à  celle  de  la  fimple  Pefanteuç 
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Car  lorfqu  un  corps  ,  quelque  pefant  qu’il  foit ,  eft  en  repos  , 

fa  force  eft  —  ,  &  fi  le  moindre  corps  donne  un  choc,  ou 

fait  une  percuffion  ,  il  a  une  viteffe  finie ,  quelque  petite 
qu’elle  foit,  &  fa  force  efl  au. 

içiy.  La  viteffe  eft  le  rapport  de  l’Efpace  parcouru  au  vitejje. 
Temps  pendant  lequel  il  a  été  parcouru,  de  forte  que  plus 
l’efpace  eft  grand ,  &  le  temps  petit  ou  court,  plus  la  viteffe 
eft  grande ,  ou  au  contraire.  Donc  e  étant  l’efpace ,  &  t  le 

temps ,  zt  —  -y . 


1 5 1 6.  Donc  dans  un  temps  fini  la  viteffe  ne  peut  être  vitefies  fi- 

infinie ,  fi  Y efpace  n’eft  infini,  ni  infiniment  petite,  fi  fefpace  nies> 014  infi~ 
n’eft  infiniment  petit  ou  de.  _  _  _  ST/St 

1517.  De  même  dans  un  temps  infiniment  petit  dt  tes  dans  des 
viteffe  ne  peut  être  infinie ,  fi  Y  efpace  n’eft  fini ,  ni  infiniment 

petite ,  fi  fefpace  n’eft  infiniment  petit  du  2d  ordre  ou  d  d  e.  niment  petits, 

15*18.  Puifque  dans  le  cas  de  l’Equilibre  une  force  de»  virerions 
meure  fans  aêtion  (iyi  1  )  ,  on  voit  en  général  qu’il  âo\tdes  Icrces' 
y  avoir  d’autres  cas  où  une  force  perdra  une  partie  de  fon 
a£tion;c’eft-à-dire,  qu’elle  fera  dans  des  circonftances  où  elle 
fera  moins  que  ce  qu’elle  eut  pu  par  elle-même.  Pour  ce  qui 
eft  de  faire  plus ,  il  eft  clair  que  nulles  circonftances  ne  lui 
en  fauroient  donner  le  pouvoir,  &  qu’il  y  auroit  contradic¬ 
tion.  Seulement  plufieurs  forces  peuvent  fe  joindre  enfemble, 

&  faire  plus  qu’une  feule.  Ainfi  fi  une  force,  c’eft-à-dire ,  un 
corps  mû  avec  une  certaine  vite  fie,  frappe  un  autre  corps  per¬ 
pendiculairement,  il  y  fait  toute  rimpreffion  qu’il  y  peut  ja¬ 
mais  faire,  étant  mû  de  cette  viteffe  :  mais  il  en  fait  une 
moindre,  s’il  frappe  obliquement  avec  la  même  viteffe.  Il 
en  va  de  même  de  toutes  les  impulfions  ou  tradions ,  où  il 
faut  toujours  confidérer  félon  quel  angle  ou  quelle  direction 
la  force  s’applique  au  corps  qui  doit  être  mû. 

1  5*  15?.  Quand  la  force  agit  pleinement ,  fon  effet  la  re¬ 
préfente  ,  c’eft-à-dire ,  peut  être  pris  pour  fa  mefure ,  puifque 
c’eft  tout  ce  quelle  peut  5  &  quand  deux  forces  différentes 

Tu  iij 


\ 


V 


T  or  ce  Jim* 
flement  mo¬ 
trice y  <&  For¬ 
ce  accéléra¬ 
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agilfent  ainfi,  leurs  effets  les  repréfentent,  ou  les  mefurent  J 
ou  leur  font  proportionnels. 

1 5*20.  Mais  quand  deux  forces  ou  caufes  ont  leurs  actions 
diminuées  par  les  circonftances,  les  effets  ne  font  proportion¬ 
nels  qu’aux  forces  ou  caufes  modifiées  comme  elles  doivent 
l’être.  Ainfi  fi  de  deux  forces  différentes  l’une  donne  un  choc 
perpendiculaire ,  ôc  l’autre  un  oblique  ,  les  deux  effets  ou  im- 
préfixons  font  comme  la  maffe  de  la  ile,  multipliée  par  fa 
viteffe  3  &  par  le  Sinus  de  l’angle  droit  3  &  la  maffe  de  la  ide 
multipliée  par  fa  viteffe ,  &  par  le  Sinus  de  l’angle  aigu  qu’on 
aura  fuppofé.  Et  fi  les  deux  forces^c’eft-à-direjes  deux  maffes 
ôc  les  deux  viteffes  font  égales  3  ôc  les  chocs  différens  3  les 
effets  feront  comme  les  deux  Sinus  correfpondans. 

1 J21.  Outre  la  maniéré  de  l’application  de  la  force  au 
corps  mû  3  en  quoi  confifte  la  direction  de  la  force  3  il  y  a 
encore  la  durée  de  l’application.  Ou  la  force  ne  s’applique  au 
corps  qui  doit  être  mû  3  qu  autant  de  temps  précifément  qu’il 
en  faut  pour  le  choc  3  après  quoi  le  corps  fe  fépare  de  la  force 
motrice;  ou  cette  force  s’applique  continuellement  au  corps  , 
le  pourfuit  dans  fon  mouvement  3  ôc  renouvelle  toujours  fon 
impreffxon  fur  lui.  Dans  le  Ier  cas  3  le  mouvement  du  corps 
eft  uniforme ,  c’eft-à-dire  3  qu’il  a  toujours  ,  ôc  à  l’infini  3  une 
viteffe  égale,  fuppofé  qu’il  ne  rencontre  point  d’obftacies  qui 
ia  diminuent.  Dans  le  2d  3  le  mouvement  eft  accéléré  ,  parce 
que  la  force  qui  meut, augmente  dans  le  fécond  inftant  l’effet 
du  premier ,  ôc  toujours  ainfi  de  fuite ,  tant  quelle  eft  appli¬ 
quée.  C’eft  de  cette  2de  maniéré  que  l’on  conçoit  qu’agit  la 
force  de  la  Pefanteur ,  quelle  quelle  foit3  toujours  appliquée 
aux  corps  qu’elle  meut  vers  le  centre  de  la  Terre.  Au  mou¬ 
vement  accéléré  s’oppofe  le  retardé ,  tel  que  celui  d’une  Pier¬ 
re  que  j’aurois  jettée  en  l’air  de  bas  en  haut. 

1J22.  J’appelle  force  fimplement  motrice ,  celle  qui  n’eft 
appliquée  qu’autant  qu’il  faut  pour  le  choc ,  ôc.force  accéléra¬ 
trice  celle  qui  l’eft  toujours  ;  car  il  fuffit  de  confidérer  le  mou¬ 
vement  accéléré,  puifque  le  retardé  n’eft  que  lemême,ren- 
yerfé.  J  e  cherche  la  mefure  de  l’une  ôc  de  l’autre  de  ces  forces. 
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qui  doit  être  l’effet  de  chacune,  en  fuppofant  que  chacune 
agiffe  pleinement. 

Il  eft  clair  d’abord  que  l’effet  de  la  force  Amplement  mo¬ 
trice  ,  eft  un  certain  efpace  parcouru  en  un  certain  temps  par 
le  corps  qu’elle  a  mû ,  ôc  qu’elle  eft  d’autant  plus  grande  que 
cet  efpace  eft  plus  grand ,  &  ce  temps  plus  court ,  ou  au  con¬ 
traire.  Donc  fa  mefure  ou  fon  expreffion  eft 


1 5* 2^ .  Une  force  Amplement  motrice  n’eft  ni  variable,  Force  ctcce* 
puifqu’elle  n’agit  qu’un  inftant,  ou  pendant  le  moindre  temps 
polfible,  ni,,  à  proprement  parler,  confiante,  &  cela  par  la  priétés  du 
même  raifon ,  car  il  faudroit  qu’elle  agît  également  pendant  mouvement 
tous  les  inftans  de  fon  action  :  or  elle  n’en  a  qu’un.  Mais  la  ‘jjfjl*  *r°~ 
force  accélératrice  qui  agit  pendant  plu  Aeurs  inftans  peut  être 
ou  confiante ,  ou  variable  ;  confiante,  fi  fon  aêtion  eft  égale 
pendant  des  inftans  égaux  ;  variable  ,  fi  c’eft  le  contraire. 

1  ;  24,  Je  la  fuppofe  confiante ,  comme  on  conçoit  d’or¬ 
dinaire  qu’eft  la  Pefanteur.  En  ce  cas ,  fi  pendant  le  icr  in- 
fiant  elle  a  imprimé  au  corps  un  certain  degré  de  viteffe,  elle 
lui  en  imprime  un  égal  dans  un  2d  inftant  égal,  ôc  toujours 
ainfi  de  fuite.  Donc  la  fomme  des  viteffes  ,  ou  la  viteffe  to¬ 
tale  acquife  par  le  corps  au  bout  d’un  certain  temps  détermi¬ 
né  ,  fera  toujours  comme  la  fomme  des  inftans  qui  compofe- 
ront  ce  temps  déterminé ,  ou  comme  ce  temps ,  &  les  diffé¬ 
rentes  viteffes  totales  acquifes  au  bout  de  différens  temps  fe¬ 
ront  comme  ces  temps. 

1 5*2  j.  Ce  qui  mefurera  la  force  accélératrice  ,  ou  expri¬ 
mera  combien  elle  eft  plus  grande  ou  plus  petite  ,  doit  être 
suffi  bien  que  pour  la  force  Amplement  motrice, un  rapport  de 
Pefpace  au  temps  , puifque  toutes  deux  font  parcourir  un  efpace 
dans  un  temps ,  ôc  que  toutes  deux  font  d’autant  plus  grandes 
qu’elles  font  parcourir  un  plus  grand  efpace  dans  un  tempsplus 
court ,  ou  au  contraire.  Mais  puifqu’elles  font  différentes ,  il 
doit  y  avoir  une  différence  ,  ôc  une  différence  tirée  de  leur 
nature.  La  force  accélératrice  étant  toujours  appliquée  au 
corps ,  ôc  l’effet  de  cette  application  continuelle  étant  ua 
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certain  efpace  parcouru  :  plus  la  force  accélératrice  fera  gratis 
de,  plus  fefpace  parcouru  fera  grand ,  ôc  le  temps  court  pen¬ 
dant  lequel  fefpace  fera  parcouru ,  &  pendant  lequel  la  force 
aura  eu  befoin  d’être  appliquée  au  corps  pour  le  lui  faire  par¬ 
courir.  Donc  cette  force  comme  motrice  enferme  l’idée  du 
temps  pendant  lequel  un  efpace  a  été  parcouru ,  ôc  comme 
accélératrice  l’idée  de  ce  même  temps  pendant  lequel  elle  a 
été  appliquée  ;  ôc  il  eft  clair  que  l’idée  du  temps  n’entre  pas 
de  cette  2de  maniéré  dans  la  force  Amplement  motrice.  Donc 
îa  mefure  de  la  force  Amplement  motrice  étant  fefpace  divi- 

fé  par  le  temps,  ou  f,  celle  de  la  force  accélératrice  fera 

fefpace  divifé  par  le  quarré  du  temps ,  ou 

1526*  Puifque  la  force  accélératrice  eft  fuppofée  conf- 
tante ,  ~  eft  donc  un  rapport  confiant.  Donc  E  étant  plus 

JE 

grand  que  e  >  ôc  T  plus  grand  que  î ,  on  a  toujours  ~  =  ~  > 

ou  E.e  ::  TT.  tt\  c’eft-à-dire,  que  les  efpaces  parcourus  en 
différens  temps  font  comme  les  quarrés  des  temps. 

1  527.  Donc  A  Ton  conçoit  le  temps  total  divifé  en  par¬ 
ties  égales  j  par  exemple,  en  Minutes,  ôc  que  fefpace  par¬ 
couru  pendant  la  ire  Minute  foit  1 ,  celui  qui  fera  parcouru 
pendant  2.  Minutes  fera  4 ,  pendant  3  Minutes  9  ,  ôcc.  Et 
fi  on  prend  féparément  fefpace  parcouru  pendant  chaque 
Minute,  celui  de  la  ire  eft  1 ,  de  la  2de  3  ,  de  la  3me  5 ,  ôcc* 
ôc  ainfi  de  fuite  félon  les  nombres  impairs. 

1528.  Les  viteffes  acquifes  pendant  le  cours  de  chaque 
temps  égal, font  égales ,  la  force  accélératrice  étant  confiante 
(1  370)  :  donc  A  la  viteffe  acquife  pendant  la  ire  Minute  a 
fait  parcourir  1 ,  la  viteffe  acquife  pendant  la  idc  aura  auffi 
fait  parcourir  1.  Mais  fefpace  parcouru  pendant  cette  2dc 
Minute  eft  3  (  1 5*27)  ;  donc  A  cet  efpace  3  eft  conçu  divifé 
en  ï  ôc  2 ,  ï  étant  néceATairement  parcouru  en  vertu  de  la 
viteffe  acquife  pendant  la  2de  Minute  ,  il  faut  que  1  ait  été 
parcouru  en  vertu  de  la  viteffe  qui  étoit  toute  acquife  à  la 
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fin  de  la  ire  Minute.  Donc  fi  à  la  fin  de  la  ire  Minute  la 
force  accélératrice  avoit  celle  d’être  appliquée  au  corps,  il 
11  auroit  parcouru  que  2  ,  efpace  double  de  celui  qu’il  avoir 
parcouru  pendant  la  ire  par  un  mouvement  accéléré.  Or  fi 
a  la  fin  de  la  ilc  Minute  il  eut  été  abandonné  par  la  force 
accélératrice  ,  fon  mouvement  feroit  devenu  uniforme*  puif- 
qu  un  mouvement  n’eft  accéléré  ou  uniforme  ,  que  parce  que 
la  force  eft  ou  ireft  pas  toujours  appliquée  au  corps.  Donc 
dans  la  2  ^  Minute  il  auroit  parcouru  par  un  mouvement 
uniforme  un  efpace  double  de  celui  qu’il  avoit  parcouru 
dans  la  ire  par  un  mouvement  accéléré. 

*529*  Et  comme  un  efpace  quelconque  peut  être  pris 
pour  1*  il  fuit  en  général  que  fi  au  bout  d’un  efpace -quel¬ 
conque  un  corps  eft  abandonné  par  la  force  accélératrice, ou, 
ce  qui  eft  la  même  chofe  *  fi  avec  la  vite  fie  qu’il  a  acquife  lorf- 
qu  il  eft  parvenu  au  bout  de  cet  efpace  *  il  vient  à  fe  mouvoir 
d  un  mouvement  uniforme, il  parcourra  dans  un  même  temps 
un  efpace  double  de  celui  qu’il  avoit  parcouru  par  un  mou¬ 
vement  accéléré. 

1 S  3  o.  Par  là  on  change  aifément  tout  mouvement  accé¬ 
léré  en  uniforme  ;  car  au  lieu  de  fefpace  e  parcouru  en  un 
certain  temps  par  le  mouvement  accéléré,  il  n’y  a  qu’à  pren¬ 
dre  2  e  qui  feroit  parcouru  dans  le  même  temps  d’une  viteftb 
uniforme  égale  à  celle  que  le  corps  avoit  acquife  au  dernier 
inftant  de  fon  mouvement. 

1 5*  3  î  .  Toute  vitefle  uniforme  eft  d’un  certain  degré  dé¬ 
terminé,  &  par  conféquent  elle  eft  telle  qu’elle  pourroit  avoir 
été  originairement  la  vitefle  accélérée  d’un  corps  tombant , 
qui  étant  parvenue  à  ce  degré,  feroit  devenue  uniforme  félon 
l’idée  préfente.  Or  en  ce  cas  l’efpace  e  étant  celui  que  le  corps 
auroit  parcouru  ,  ou  h  la  hauteur  d’où  il  feroit  tombé  ,2e  ou 
2  h  feroit  fefpace  que  la  vitefle  devenue  uniforme  lui  feroit 
parcourir  dans  un  temps  égal  à  celui  de  fa  chute.  Donc  fi  on 
prend  h  pour  la  hauteur ,  d’où  un  corps  aura  du  tomber  pour 
acquérir  un  certain  degré  de  vitefle,  z  h  fera  fefpace  que  fera 
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parcourir  à  un  corps  dans  le  même  temps  une  vitefie  unifor¬ 
me  de  ce  même  degré. 

1 5*32.  Donc, que  dans  un  certain  temps  le  corps  ait  par¬ 
couru  fefpaêe  e  ou  h  par  un  mouvement  accéléré  ,  ou  2e  ou 
z  h  par  un  mouvement  uniforme ,  dont  la  viteffe  foit  égale  à 
celle  qu'il  aura  acquife  au  dernierdnftant  du  mouvement  ac¬ 
céléré,  c’efl  la  même  chofe. 

1 5*3  3.  Puifque  E  ou  H .  e  ou h  :  :  TT  >tt  (ij2^),ona 
X.  t  :  :  VH.  V h.  Et  puifque  les  viteffes  acquifes  au  bout  de 
différens  temps ,  font  comme  ces  temps  (1524),  ces  viteffes 
font  donc  comme  les  racines  des  hauteurs  correfpondantes. 

ï  3  54.  Donc  les  hauteurs  font  comme  les  quarrés  des 
viteffes  correfpondantes ,  ou  les  repréfentent. 

ï  y  3  5*.  Et  puifque  ce  qu’eft  k  dans  la  viteffe  accélérée  ,  2  h 
l’eft  dans  la  viteffe  uniforme  égale  à  la  demie re  viteffe  acquife 
par  une  chute  faite  de  la  hauteur  h  (  1332),  2  h  repréfentera 
le  quarré  de  cette  viteffe  uniforme ,  comme  h  repréfente  ce¬ 
lui  de  la  viteffe  accélérée  (1334). 

Voilà  tout  le  Sifteme  de  Galilée  fur  la  Pefanteur  démon¬ 
tré  a  priori ,  par  les  feules  définitions  néceffaires  de  force  fim- 
plement  motrice  &  accélératrice  1  &  indépendamment  de 
toute  expérience. 

Il  eft  vrai  que  nous  avons  fuppofé  avec  Galilée,  &  avec 
prefque  tous  les  Philofophes  la  pefanteur  ou  fon  aêlion  conf¬ 
iante  ,  &  que  cette  fuppofition  peut  avoir  quelque  difficulté* 
Car  quoiqu’une  force  foit  toujours  appliquée  à  un  corps,  il 
paroît  que  dans  le  1 inftant  011  elle  le  trouve  en  repos,  Ôc 
lui  donne  un  coup ,  elle  lui  doit  imprimer  une  plus  grande 
viteffe  que  dans  le  2d  inftant  ou  elle  le  trouve  fuyant  devant 
elle  ,  &  fe  dérobant  à  fon  aêfion.  Mais  ce  n’eft  pas  ici  le  lieu 
d’examiner  cette  difficulté,  il  fuffit  que  le  Sifteme  de  Galilée 
foit  généralement  reçu,  &  nous  l’allons  porter  dans  l’Infini , 
où  il  peut  être  utile  de  le  conlidérer. 

1  336'.  Il  ne  s’agit  que  de  forces  Finies,  foit  fimplement 
mem  motri-  motrices ,  foit  accélératrices.  Elles  font  toujours  Finies  dans 
dms é infini,  quelque  temps  quelles  aguient,  foit  infiniment  petit,  1011 


T  or  ce  accé¬ 
lératrice  , 
Force  f Impie - 
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fini  ^  foit  infini;  car  certainement  le  temps  de  la  durée  de 
leur  aêtion  ne  change  rien  à  leur  nature  de  force  il  ne  peut 

que  modifier  leur  aêtion.  Donc  ~  étant  l’expreftion  d’une 

force  Amplement  motrice  ,  &  —  celle  d’une  force  accéléra- 

trice  y  finies  l’une  &  l’autre  >  ces  deux  exprefiions  doivent 
toujours  être  celles  de  deux  forces  Finies  ^  quelque  différen¬ 
ce  ou  quelque  modification  que  puiffe  y  apporter  la  fuppofi- 
tion  des  temps. 

1  î  37-  Je  commence  par  la  force  accélératrice ,  quoique 
moins  fimple  que  l’autre ,  agiffante  dans  un  temps  infiniment 
petit  ou  inftant  >  qui  fera  dt,  infiniment  petit  de  t,  temps 
Fini.  Cette  force  eft  non-feulement  toujours  Finie  ,  mais  elle 
eft  toujours  accélératrice,  même  dans  l’inftant  dt ;  car  le  temps 
n'étant  pas  moins  divifible  que  l’efpace ,  l’inftant  dt  peut  être 
conçu  comme  formé  d’une  infinité  de  ddt ,  temps  infiniment 
petits  du  2d  ordre ,  pendant  lefquels  la  force  accélératrice  a 
été  toujours  appliquée  au  corps  fur  lequel  elle  agiffoit.  Or 

dans  ~  ,  expreffion  de  la  force  accélératrice ,  e  eft  un  efpace 

fini  total ,  qu’elle  a  fait  parcourir  pendant  tout  le  temps  fini  t9 
dont  il  faut  prendre  le  quarré ,  parce  que  la  force  eft  accélé¬ 
ratrice.  Donc  le  temps  total  étant  ici  dt  y  il  en  faut  prendre 
auffi  le  quarré  dt1  y  qui  fera  néceffairement  le  dénominateur 
de  la  fraêtion  qui  exprimera  la  force.  Et  comme  cette  force 
eft  toujours  finie  9  le  numérateur  de  la  fraâion  ou  l’efpace 
total  parcouru  ne  peut  être  que  dde ,  efpace  infiniment  petit 
du  2d  ordre.  Donc  l’expreffion  de  la  force  accélératrice 

agiffante  dans  un  inftant  dt  y  eft  . 

o  J  dt% 

15-38.  Donc  un  corps  qui  tombe  par  fa  feule  pefanteur  9 
ne  parcourt  dans  le  ier  inftant  dt  de  fa  chute  5  qu’un  efpace 
infiniment  petit  du  ordre. 

1  59p.  Tous  les  inftans  étant  fuppofés  égaux  5  le  corps 
dans  le  2e1  inftant  parcourt  ^ddey  dans  le  3me  $dde }  ôcc.  ou , 
ce  qui  revient  au  même  5  fefpace  total  parcouru  au  bout  du 
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2d  inftant  eft  4dde>au  bout  du  $mc  $dde  j  ôcc.  jufquà  ce 
qu’enfin  le  coefficient  de  dde  étant  le  moindre  infini  poifi- 
ble  de  la  Suite  des  quarrés  ,  il  change  le  dde  en  de  >  c  eft-à- 
dire  ,  que  fefpace  total  parcouru  fera  infiniment  petit  du 

Z 

Ier  ordre.  La  V  de  ce  coefficient  infini  de  dde ,  fera  le  nom¬ 
bre  des  inftans  dt  ,  pendant  lefquels  de  a  été  parcouru  :  or  ce 
coefficient  infini  étant  le  moindre  infini  poffible  de  la  Suite 

Z 

des  quarrés  ,  fa  V'  eft  finie.  Donc  de  efpace  infiniment  petit 
du  Ier  ordre  a  été  parcouru  pendant  un  nombre  Fini ,  mais 
indéterminable  en  grandeur  d’inftans  dt ,  ou  abfolument 
dans  un  temps  infiniment  petit  du  1  1  ordre. 

1  y 40.  Le  nombre  fini  indéterminable  en  grandeur  des 
inftans  dt ,  pendant  lefquels  de  a  été  parcouru  ,  étant  x  >  &c 
x2  =====  cC  y  on  aura  donc  fefpace  xz  dde  =====  oC  dde  =====  d e 
parcouru  dans  le  temps  xdty&c  pour  l’expreffion  de  la  forcer 


x  2  d  d  e 


OC  dde 


â 


d 


- ,  — .  , -  ,  grandeur  Finie. 

x  dt*  cC  dt2  QCdt  dt  6 

1  yqi.  Quand  le  nombre  des  dt  eft  devenu  =.  oC  ,  on 
a  fefpace  oC  dde  parcouru  pendant  le  temps  oÇdt ,  or 
0C2 dde  ==  e ,  ôc  oçdt  =====  r.  Donc  un  efpace  total  Fini  a 
été  parcouru  dans  un  temps  Fini ,  ôc  f  expreffion  de  la  force 

eft  ~ ,  déjà  trouvée. 


ï  5*42.  Dans  le  ier  inftant  de  la  chute  du  corps  ,  îa  vitefie. 
n  a  été  qu’infiniment  petite  du  1e1'  ordre,  puifqu’un  efpace  dde 
a  été  parcouru  dans  un  temps  dt .  Enfuite  3d.de  étant  par¬ 
couru  dans  un  id  dt  égal,  $dde ,  dans  un  3me  dt  >  ôcc.  la. 
viteflfe  eft  toujours  infiniment  petite ,  jufqu  a  ce  que  le  coef¬ 
ficient  de  dde  foit  oC  y  car  alors  oC  dde  ==  de  étant  par¬ 
couru  dans  un  dt ,  la  viteflfe  eft  Finie.  Or  le  coefficient  qui 
exprime  le  nombre  des  dde  parcourus  dans  un  dt ,  étant  tou¬ 
jours  un  terme  de  la  Suite  des  Impairs ,  il  ne  peut  devenir 
Infini,  que  quand  cette  Suite  a  eu  un  nombre  infini  de  ter¬ 
mes  ,  ce  qu’il  eft  aifé  de  voir ,  ou  après  qu’il  y  a  eu  un  nom¬ 
bre  Infini  égal  de  dt  y  c  ’eft-à-dire ?  après  un  temps  Fini,  Donc 
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ce  ffeft  qu  après  un  temps  Fini  qu’un  efpace  de  infiniment 
petit  du  ier  ordre  vient  à  être  parcouru  dans  un  inftant  dt 
du  même  ordre. 

i  J43.  Donc  il  faut  à  la  force  accélératrice  un  temps  Fini 
pour  imprimer  au  corps  une  viteffe  finie  ,  ou ,  ce  qui  eft  le 
même  ,  elle  a  befoin  d’être  appliquée  pendant  un  temps  Fini. 

1  Î44*  Quand  Fefpace  parcouru  dans  un  dt  eft  oÇ  dde  , 
l’efpace  total  parcouru  eft  le  produit  de  dde  par  la  fomme 
de  la  progreffion  arithmétique  des  Impairs ,  depuis  1  jufqu’à 
oC  y  fon  premier  terme  infini.  Or  le  nombre  des  termes 
qu’elle  a  dans  cette  étendue  eft  la  moitié  moindre  que  celui 
des  termes  de  la  Suite  naturelle  ,  qui  commenceroit  par  1,  ôc 
fe  termineroit  par  le  même  oC  Le  nombre  des  termes  de  la 
Suite  naturelle  feroit  oC  >  donc  celui  de  la  Suite  des  Impairs 

eft — .  Sa  différence  eft  2.  Donc  la  fomme  cherchée  eft  z. 

Z 
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x  —  x  —  =  —  y  ôc  1  efpace  total  parcouru  — — -  y  gran¬ 
deur  finie. 

1 5*4.  Donc  quand  la  force  accélératrice  imprime  une 
viteffe  finie  y  il  s’eft  paffé  un  temps  fini  y  quelque  petit  qu’il 
foit,  ôc  un  efpace  fini  a  été  parcouru. 

if 46.  Puifque  les  viteffes  d’inftans  égaux  paffent  de 
l’Infiniment  petit  au  Fini  y  elles  font  croiflantes  y  ainfi  qu’il 
eft  indifpenfable  dans  un  mouvement  accéléré. 

1 5*47 .  Si  la  force  accélératrice  eft  fuppofée  confiante,  elle 
a  la  même  aêlion  ôc  le  même  effet  dans  tous  les  inftans  égaux  y 
ôc  par  conféquent  ce  qu’elle  a  produit  dans  le  premier,  elle 
le  produit  dans  tous.  Dans  le  premier  elle  a  imprimé  au 
corps  une  viteffe  infiniment  petite  du  ic  ordre  ,  donc  dans 
tous  les  inftans  fuivans  elle  lui  en  imprime  une  égale.  Ainfi 
les  viteffes  de  chaque  inftant  font  inégales  ôc  croiffantes 
{1 5'4<5),  ôc  les  augmentations  de  viteffe  toujours  égales. 

1  748.  Comme  dans  chaque  inftant  une  viteffe  infiniment 
petite  égale  ,  s’ajoute  toujours  à  la  fomme  des  viteffes  déjà 
acquifes ,  l'augmentation  eft  du  même  ordre  que  la  fomme  ? 

V  u  u  iij 
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tant  que  la  fomrxie  n’eft  qu'un  infiniment  petit.  Or  cette 
fornme  eft  un  infiniment  petit,  tant  que  le  temps  total  de  la 
chute  du  corps  ou  fefpace  total  parcouru  n’eft  pas  encore  fini 
(  i  y  43  )  :  mais  depuis  Finftant  inclufivement  où  cela  arrive, 
la  viteffe  de  chaque  inftant  fuivant  étant  finie  ,  l’augmenta¬ 
tion  de  viteffe  n’eft  plus  à  compter  par  rapport  à  elle ,  &  Fon 
peut  prendre  la  viteffe  de  chaque  inftant  pour  uniforme  ,  & 
l'exprimer  comme  telle  par  le  rapport  de  Fefpace  de  de  cet 
inftant  à  dt.  Ainfi  ce  n  eft  qu’en  fuppofant  un  temps  fini 
déjà  écoulé ,  &  un  efpace  fini  parcouru  qu’on  peut  prendre 
la  viteffe  de  chaque  inftant  pour  uniforme. 

"i  y^p.  Si  la  force  accélératrice  agit  pendant  un  temps 
=  QO ,  le  dénominateur  de  fon  exprefîion  eft  oo2- ,  &  pour 
avoir  une  force  toujours  Finie,  il  faut  que  le  numérateur, c  eft- 
à-dire ,  Fefpace  total  parcouru  foit  aufli  oo\  Donc  pendant 
un  temps  infini  un  efpace  total  infini  du  2  e5  ordre  eft  parcouru. 

1550,  Mais  quand  un  efpace  total  infini  du  tcr  ordre  eft- 
il  donc  parcouru  ?  Car  il  eft  impoffible  que  la  force  vienne 
à  faire  parcourir  un  oo1  dans  un  temps  ==  00  ,  fans  avoir 
paffé  par  faire  parcourir  un  00  dans  un  temps ,  foit  fini ,  foit 
infini  :  or  dans  un  temps  fini  il  ne  paroît  pas  que  cela  fe 
puiffe.  La  folution  de  cette  difficulté  eft  ce  que  nous  avons 
vu  tant  de  fois.  L' efpace  étant  00 ,  F  exprefîion  de  la  force 

fera  ,  quelque  temps  que  foit  t ,  6c  il  faut  que  cette  expref 

(ion  foit  finie.  Donc  n  =  00 ,  donc  t  eft  un  temps  fini  indé¬ 
terminable  en  grandeur ,  tel  que  fon  quarré  eft  infini.  Donc 
tant  que  le  temps  eft  fini  déterminable,  Fefpace  total  parcou¬ 
ru  eft  fini ,  fi  le  temps  devient  fini  indéterminable  en  gran¬ 
deur  ,  Fefpace  eft  infini  du  Ier  ordre ,  fi  le  temps  eft  infini 
du  Ier  ordre ,  Fefpace  eft  du  2A 

1  y  y  1.  Donc  Fefpace  total  parcouru  commence  par  être 
de  Fordre  immédiatement  inférieur  au  temps  total ,  enfuite 
il  eft  du  même  ordre ,  après  cela  de  Fordre  immédiatement 
fupérieur ,  enfuite  d’ordres  toujours  plus  fupérieurs. 

15  y 2.  Quand  le  temps  total  eft  devenu  infini  du  icr 


de  l?  I  N  F  i  N  i.  Partie  IL  Se  51.  VHÎ .  fij 

ordre,  la  vi  telle  de  chaque  inftant  eft  infinie  du  même  ordre  , 
car  elle  eft  la  fournie  d’autant  de  viteffes  infiniment  petites 
égales  qu’il  y  a  eu  d’inftans  dt  :  or  dans  un  temps  infini  du 
Ier  ordre ,  il  y  a  un  nombre  de  dt  =  oo2 ,  &  un  nombre 
d’infiniment  petits ,  qui  eft  oo2  ,  fait  une  fomme  de  l’ordre 
de  oo. 

i  j  j  3.  Puifqu’alors  la  viteffe  de  chaque  inftant  eft  de 
l’ordre  de  00 ,  l’augmentation  de  viteffe  toujours  égale  & 
infiniment  petite ,  l’empêche  encore  infiniment  moins  d’être 
uniforme  ,  que  quand  cette  viteffe  étoit  finie. 

15*54.  Considérons  maintenant  la  force  Amplement  mo¬ 
trice.  Tout  le  monde  dit  que  c’eft  celle  qui  ne  fait  que  frap¬ 
per  le  corps  dans  un  temps  indivifible  ,  &  l’on  en  prétend 
faire  une  force  toute  différente  de  l’accélératrice.  Mais  il  me 
femble  qu’il  y  a  beaucoup  à  démêler  dans  cette  idée. 

La  force  Amplement  motrice  &  l’accélératrice  onrnécet 
fairement  quelque  chofe  de  commun  ,  êe  l’accélératrice  qui 
s’applique  toujours  au  corps  ne  fera  que  motrice  ,  fi  ayant 
frappé  le  corps*  &  s’y  étant  appliquée  pendant  le  temps*  quel 
qu’il  foit  *  néceffaire  à  la  motrice  *  elle  ceflfe  de  s’y  appliquer» 
Or  je  demande  quel  eft  ce  temps  néceffaire  à  la  motrice. 

Un  temps  indivifible  n’exifte  point  *  non  plus  qu’un  efpace 
indivifible  Ce  temps  eft  donc  infiniment  petit*  un  dt.  La 
force  Amplement  motrice  eft  donc  dans  le  même  cas  que 
l’accélératrice  agiffant  dans  un  dt  y&L  ceffant  enfuite  de  s’ap¬ 
pliquer  au  corps.  Or  l’accélératrice  agiffant  dans  un  temps 
infiniment  petit ,  ne  peut  imprimer  au  corps  qu’une  viteffe 
infiniment  petite  du  ier  ordre  (1542)  ;  &  fi  après  cela  la 
force  ceffoit  de  s’appliquer  au  corps,  il  11-auroit  que  cette 
viteffe  avec  laquelle  il  ne  pourroit  parcourir  qu’un  efpace  in¬ 
finiment  petit  dans  un  temps  fini,  fon  mouvement  étant  de¬ 
venu  uniforme,  c’eft-à-dire, qu’il  demeureroit  phyfiquement 
êt  fenfiblement  en  repos.  Il  11’y  auroit  donc  nulle  force  fim- 
plement  motrice,  qui  pût  mouvoir  ou  déplacer  un  corps, 
ce  qui  eft  bien  éloigné  des  phénomènes. 

Comme  toutes  les  forces  Amplement  motrices  impriment 
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des  viteffes  finies ,  on  ne  peut  donc  concevoir  autre  chofe, 
finon  que  ce  font  des  forces  qui  pendant  un  temps  fini ,  fi 
court  que  Ton  voudra  ,  ont  été  accélératrices  ^  ou  appliquées 
au  corps  ,  après  quoi  elles  ont  ceffé  de  l’être.  Il  eft  ailé  de 
voir  que  de-là  les  phénomènes  s’enfuivent. 

iyyy.  Donc  tout  corps  qui  imprime  à  un  autre  une 
viteffe  finie  ,  ne  la  lui  imprime  qu’en  un  temps  fini  ,  par  de¬ 
grés  ,  ôc  félon  les  réglés  du  mouvement  accéléré. 

Que  toute  i-j  j6.  Si  deux  corps  ,  dont  l’un  a  choqué  l’autre  en 

force  fimple-  „ 

ment  motri -  "r 
ce ^  ejî  accélé-  a  eillj 

ratrtce  pen-  lui  donner  de  fa  viteffe ,  ôc  a  été  pendant  ce  temps 

duTlt  UW  tCfflVS  p  /I/*  *  i  •  /  \  ® 

fini.  force  accélératrice  qui  lui  etoit  toujours  apphquee^apres  quoi 

iorfqu’ils  vont  enfemble  d’une  même  viteffe ,  il  eft  vrai  que 
le  choquant  eft  encore  appliqué  à  l’autre,  mais  non  en  qua¬ 
lité  de  force  accélératrice  comme  il  étoit  auparavant  ;  il  ne 
le  meut  plus  du  tout,  ôc  n’eft  qu’une  partie  d’une  maffe  tota¬ 
le  qui  fe  meut. 

1557.  Ce  même  raifonnement  fubfifte  ,  foit  que  les  deux 
corps  foient  parfaitement  durs  ,  ou  qu’ils  ne  le  foient  pas. 
S’ils  ne  le  font  pas ,  le  corps  choquant  applatit  le  choqué  aux 
endroits  voifins  du  choc  ,  ôc  en  eft  réciproquement  applati  ; 
ôc  ce  n’eft  que  pendant  cet  applatiffement  mutuel ,  qui  aug¬ 
mente  par  degrés  ,.  que  le  corps  choquant  eft  force  accélé¬ 
ratrice.  Après  cela  les  deux  corps  applatis  vont  enfemble ,  s’il 
n’y  a  rien  de  plus.  On  voit  bien  que  nous  voilà  arrivés  au 
Reffort,  mais  il  n’en  eft  pas  queftion  ici. 

On  pourra  voir  combien  tout  ceci  s’accorde  avec  ce  qui 
a  été  dit  dans  FHift.  de  l’Acad.  en  1722  (p.  iop  &  fuiv.  ) 
d’après  M.  de  Mairan ,  qui  a  expliqué  la  Réflexion  des  Corps 
d’une  maniéré  nouvelle,  ôc  beaucoup  plus  précife  que  l’on 
n’avoit  encore  fait.  Si  quelque  impreflion  finie  de  mouve¬ 
ment  fe  pouvoit  faire  dans  un  inftant  indivifible ,  il  femble 
que  la  Réflexion  en  devroit  être  un  exemple. 

î  y  y  8.  La  force ,  d’abord  accélératrice ,  ayant  ceffé  d’agir 
fur  le  corps ,  fon  mouvement  devient  uniforme,  ôc  la  viteffe 


,  vont  tous  deux  enfemble  après  le  choc ,  le  choquant 
)loyé  un  temps  fini  à  communiquer  à  l’autre  ce  qu’il 
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en  eft  la  derniere  viteffe  acquife  par  1’accélération  ,  de  forte 
que  dans  un  temps  fini  égal  à  celui  pendant  lequel  l'accé¬ 
lération  a  duré  ,  il  parcourra  un  efpace  double  de  celui  qu’il 
avoit  parcouru  ,  ôc  toujours  ainfi. 

Si  ce  mouvement  devenu  uniforme ,  efb  comparé 
à  lui-même  ,  qui  eût  continué  d’être  accéléré,  il  fuit  de  l’art. 
1 J  5*  1 ,  que  plus  le  temps  de  l’un  &  de  l’autre  fera  long ,  plus 
Pefpace  parcouru  par  le  mouvement  accéléré  fera  grand  par 
rapport  à  l’efpace  parcouru  par  le  mouvement  uniforme. 

1  j 60.  Dès  que  la  force  accélératrice  eft  parvenue  à  im¬ 
primer  au  corps  une  viteffe  finie ,  ôc  quand  la  force ,  que 
nous  appellions  Amplement  motrice,  a  ceffé  d'être  accéléra¬ 
trice,  l’expreffion  de  la  viteffe  de  chaque  inftant,  foit  du  mou¬ 


vement  accéléré ,  foit  de  l’uniforme,  eft  le  temps  pen¬ 
dant  lequel  fe  font  les  deux  mouvemens  étant  fuppofé  fini. 
Dans  Puniforme  le  rapport  de  de  à  dt  eft  confiant,  dans 
l’accéléré  il  eft  variable ,  ôc  toujours  croiffant. 

1  5  61 .  Dans  l’accéléré  l’augmentation  de  viteffe  à  chaque 

inftant  eft  ^ ,  ôc  ~  ~f-  ~  =====  ^  rend  la  viteffe  inftanta- 

% 

née  uniforme ,  ôc  la  viteffe  totale  au  bout  de  chaque  temps 
fini  eft  formée  d’une  infinité  de  viteffes  inftantanées  uni¬ 
formes  pendant  chaque  inftant ,  ôc  croiffantes  d’un  inftant 
à  l’autre. 

15*62.  Si  la  force  accélératrice  n’étoit  point  confiante  , 

l’augmentation  de  viteffe  de  chaque  inftant ,  ou—-' ,  ne  feroit 

plus  une  grandeur  confiante,  mais  elle  n’en  difparoîtroit  pas 

moins  dans  la  fomme  j-  -4-  -^7 ,  ôc  par  conféquent  la  viteffe 

accélérée  fe  réduiroit  toujours  à  des  viteffes  inftantanées  uni¬ 
formes.  Ce  feroit  la  même  chofe ,  fi  la  force  accélératrice 
étant  confiante  par  elle-même  ,  fon  a&ion  étoit  inégale  par 
les  circonftances,  comme  le  feroit  l’aâion  de  la  Pefanteur 
confiante  fur  un  corps  quelle  feroit  tomber  le  long  de  la 
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concavité  d’une  Courbe  différemment  inclinée  à  fhonfon  en 
tous  fes  points  ,  ou  côtés. 

1 5r6'3.  Si  la  force  accélératrice  n’eft  pas  confiante  en  elle- 
même,  ou  fi ,  étant  confiante, elle  a  une  aêtion  inégale  à  caufe 
des  circonftances  ,  ou  fi  une  force  confiante  eft  différente 
d’une  autre  confiante  auffi ,  il  eft  clair  que  la  viteffe  inftan- 

tanée  ~ }  qui  pareillement  eft  toujours  néceffairement  varia¬ 
ble  d’inftant  en  inftant ,  le  fera  différemment  dans  tous  ces 
différens  cas ,  mais  toujours  uniforme  dans  chaque  inftant. 

De-là  il  fuit  que  la  variation  quelconque  des  fera  tou¬ 
jours  celle  des  Infiniment  petits  de  quelque  Courbe,  qui  pa¬ 
reillement  ne  font  conftans  ou  n’ont  un  rapport  confiant 
que  pendant  un  pas  infiniment  petit  de  la  Courbe.  Et  cette 
réduction  des  mouvemens  accélérés  à  des  Courbes ,  qui  les 
expriment  ou  les  repréfentent ,  eft  l’avantage  qu’on  tire  de 
l’uniformité  inftantanée  des  élémens  de  ces  mouvemens ,  ce 
qui  n’auroit  pas  été  poffible  fi  dans  chaque  inftant  infiniment 
petit  l’augmentation  de  viteffe  avoit  du  être  comptée. 

Par  exemple  s  fi  on  fuppofe  la  Pefanteur  confiante ,  on  voit 
que  dans  cette  hipothefe ,  les  efpaces  étant  comme  les  quar- 
rés  des  temps  (  i  y  2  6  ) ,  &  dans  la  Parabole  x  =j y  y ,  les  Ab- 
fciffes  x  de  la  Parabole  repréfenteront  ou  feront  les  hauteurs 
d’où  un  corps  pefant  fera  tombé,  &  que  les  Ordonnées  y 
repréfenteront  les  temps  ,  ou  ,  ce  qui  eft  le  même  ,  qu’une 
Ordonnée  quelconque  repréfentant  la  durée  de  la  chute  d’un 
corpsd’Abfciffe  correfpondante  repréfenteral’efpace  qu’il  au¬ 
ra  parcouru ,  ou  la  hauteur  d’où  il  fera  tombé.  Et  comme  dans 
cette  hipothefe  les  viteffes  acquifes  au  bout  des  différens 
temps ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  les  viteffes  uniformes 

de  chaque  inftant  infiniment  petit ,  font  comme  les  temps 


{1$  24  ) ,  ces  viteffes  feront  comme  les  y  de  la  Parabole  ou 
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ks  V^x ,  puifquej/  =  V x .  Donc  £  =  Or  dans  la  Pa~ 
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rabole  dx  .  dy  :  :  zy .  1  :  :  z  F x .  1.  Donc 


d  e 

dt 
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V  x 
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dx 

dy 
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de  la  Parabole ,  car  ici ,  où  il  ne  s’agit  que  de  rapports  ,  x  6c 
2 

2.  x  ,  c’eft  la  même  chofe. 


Réciproquement,  s’il  étoit  donné  que 


t 

Vx 


dy 


d’une  Courbe,  ôc  qu’il  fallût  trouver  quelle  hipothefc  a  été 
faite  fur  la  Pefanteur,  on  verroit  aufti-tôt  que  cette  Courbe 

Z 

cherchée  eft  la  Parabole  où  dx  *  dy  :  :  2/am.  Donc  les  Ab- 
fciffes  étant  prifes  pour  les  efpaces  parcourus,  les  viteffes  font 
comme  les  racines  de  ces  efpaces,  ce  qui  emporte  quelaPe- 
fanteur  foit  confiante. 

1 5*64.  On  peut  concevoir  la  Pefanteur  comme  une  force 
inhérente  au  centre  de  la  Terre,  ôc  qui  retire  toujours  les 
corps  vers  ce  centre  ,  ôc  quoique  cette  idée  ne  foit  pas  phy- 
iique  ,  elle  eft  fuffifante  pour  le  deffein  préfent ,  6c  plus 
facile  à  faifir  que  toute  autre.  Si  l’on  a  donné  à  un  corps 
une  impulfion  félon  une  ligne  droite  Tangente  du  globe 
de  la  Terre ,  Ôc  que  le  mouvement  commence  au  point  d’at¬ 
touchement,  ce  corps,  s’il  fuivoit  cette  impulfion,  décrirait 
cette  Tangente  à  l’Infini ,  ôc  s’éloigneroit  toujours  du  centre 
de  la  Terre.  Mais  la  Pefanteur,  qu’on  fuppofe  qui  agit  tou¬ 
jours  ,  le  retire  toujours  vers  ce  centre  ,  ôc  par  conféquent  le 
retire  dès  le  Ier  inftant  infiniment  petit  de  fon  mouvement. 
Dans  ce  icr  inftant  il  ne  pouvoit  décrire  par  fon  mouvement 
propre  ou  d’impulfion  ,  qu’une  partie  infiniment  petite  de  la 
Tangente,  ôc  il  nefeferoit  écarté  du  globe  ou  du  Cercle  que 
de  l’étendue  de  la bafe  d’un  angle  de  contingence,  mais  la 
Pefanteur  qui  le  retire  vers  le  centre  ,  l’empêche  de  faire  un 
écart  de  cette  étendue,  de  forte  qu’à  la  fin  de  finftant  il  eft 
encore  fur  la  circonférence  du  Cercle.  Dans  le  2d  inftant ,  fi 
la  Pefanteur  ceffoit  d’agir,  il  fuivroit  par  fon  mouvement  pro¬ 
pre  la  direétion  du  côté  droit  infiniment  petit  du  Cercle  qu’ii 
a  décrit  dans  le  ier  inftant,  ôc  feroit  un  écart  égal  à  la  bafe 

X  x  x  i  j 
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d’un  angle  de  contingence  :  mais  la  Pefanteur  le  retire  enco¬ 
re  >  &  le  retient  fur  une  circonférence  circulaire ,  &  toujours 
ainfi  de  fuite. 

La  Pefanteur  ainfi  conçue  ,  &  toute  autre  force  pareille 
s’appelle  force  centrale. 

Si  on  conçoit  la  force  par  laquelle  le  corps  eft  toujours 
retiré  vers  un  centre  comme  inhérente  au  corps,  elle  s’appel¬ 
le  force  centripète  ,  &  à  cette  force  s’oppofe  la  centrifuge ,  par 
laquelle  le  corps  qui  aune  impulfion  en  ligne  droite  tend  à 
la  fuivre ,  ôc  à  s’écarter  d’une  circonférence  circulaire. 

Mais  comme  tout  cela  revient  au  même ,  il  fuffit  de  confia 
dérer  la  force  Centrale  ,  du  moins  pour  l’ordinaire. 

i  $ 65.  En  général  un  corps  qui  a  reçu  une  impulfion  ne 
peut  fe  mouvoir  qu’en  ligne  droite.,  félon  la  direction  déter¬ 
minée  de  cette  impulfion.  Il  décrira  cette  droite  à  l’Infini ,  ôc 
s’il  s’en  détourne,  il  faut  que  ce  foit  par  une  caufe  étrangère. 
S’il  s’en  détourne  continuellement ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même , 
décrit  une  Courbe ,  il  faut  que  ce  foit  par  une  caufe  étrangère 
toujours  appliquée  à  ce  corps.  Si  cette  caufe  le  détourne  tou¬ 
jours  vers  un  même  point,  c’eft  une  force  centrale. 

1  366.  Donc  tout  mouvement  curviligne  qui  fe  rapporte 
à  un  point  fixe ,  doit  être  conçu  comme  compofé  d’un  mou¬ 
vement  rediligne  d’impulfion,  &  d’un  mouvement  redili- 
gne  de  tradion,  caufé  par  une  force  centrale  toujours  agif- 
faute ,  &  inhérente  au  point  fixe  fuppofé. 

Mefure  de  *5<5j.  Pour  confidérer  la  force  centrale  dans  une  Cour- 
*tvaïeCe  ?7  fiuelconque  qu’elle  fait  décrire,  il  faut  donc  concevoir  un 
propriétés.  “  corPs  qui  a  reçu  une  impulfion ,  félon  la  diredion  de  laquelle 
il  décriroit  une  ligne  droite  à  l’Infini,  dont  il  eft  perpétuelle¬ 
ment  détourné  par  la  force  centrale  inhérente  à  un  point  fixe, 
pris  dans  le  plan  de  la  Courbe.  Les  lignes  de  tradion  par 
lefquelles  agit  cette  force  pour  retirer  fans  celfe  le  corps ,  le 
détourner  de  la  ligne  droite  qu’il  tend  à  fuivre ,  &  le  retenir 
fur  la  circonférence  de  la  Courbe ,  font  des  droites  tirées  du 
point  fixe  ou  centre  fuppofé ,  &  terminées  à  tous  les  côtés 
infiniment  petits  de  la  Courbe,  On  les  appelle  auffi  Rayons * 


de  l  Infini.  Partie  IL  SeSl.  FUI.  y  3  5 
Il  eft  clair  que  ces  Rayons  font  différemment  inclinés  aux 
différens  arcs  de  la  Courbe,  &  que  par  conféquent  ces  arcs 
étant  les  petites  droites  que  le  corps  décrit  à  chaque  inftant, 
les  lignes  par  lefquelles  la  force  centrale  agit  fur  le  corps , 
font  toujours  différemment  inclinées  à  celles  par  lefquelles 
le  corps  fe  meut,  ou,  ce  qui  efl:  la  même  chofe,  que  faction  de 
la  force  centrale  fur  le  corps  efl  toujours  inégale.  Mais  com¬ 
me  il  peut  y  avoir  encore  d’autres  inégalités, nous  allons  cher¬ 
cher  en  général,  quelle  efl  la  mefure  de  la  force  centrale, 
qui  fait  décrire  une  Courbe  quelconque ,  en  y  faifant  entrer 
tout  ce  quil  efl  imaginable  qui  y  entre.  Nous  fuppofons  la 
force  centrale  finie ,  &  confiante  en  elle-même,  quoique  fon 
adion  puiffe  être  inégale. 

1  jtf8.  Puifque  feffet  continuel  de  la  force  centrale  efl  de 
détourner  le  corps  de  la  droite  qui  tend  à  décrire  ,  elle  a  be- 
foin  d’être  d’autant  plus  grande  que  ce  corps  efl  par  lui-mê-* 
me  plus  difficile  à  détourner  de  la  ligne  droite.  Or  il  efl  par 
lui-même  d’autant  plus  difficile  à  détourner  de  cette  ligne  , 
qu’il  a  une  plus  grande  quantité  de  mouvement  avec  laquelle 
il  tend  à  la  décrire.  Sa  quantité  de  mouvement  efl  le  produit 
de  fa  maffe ,  ou  poids  p  par  fa  viteffe  u.  Donc  il  efl  d’autant 
plus  difficile  à  détourner  de  la  ligne  droite  que  pu  efl  plus 
grand.  Donc  de  ce  chef  la  mefure  de  la  force  centrale  eûpu, 

1569.  Mais  la  force  centrale  efl  appliquée  avantageufe- 
ment  au  corps ,  ou  ,  ce  qui  efl  le  même ,  plus  le  rayon  par 
lequel  elle  agit  dans  un  inftant  quelconque  efl  incliné  au  côté 
de  la  Courbe,  que  le  corps  décrit  en  cet  inftant ,  plus  la  force 
a  befoin  d’être  grande  pour  agir  malgré  ce  défavantage. 

Si  fon  conçoit  deux  rayons  infiniment  proches  tirés  du 
point  fixe  aux  deux  extrémités  d’un  côté  ds  de  la  Courbe, 
&  du  même  point  fixe  pris  pour  centre ,  un  arc  circulaire 
infiniment  petit  dx  décrit  fur  le  moindre  des  deux  rayons  , 
de  forte  qu’il  détermine  leur  différence  dy  ;  il  efl  vifible  que 
plus  le  grand  rayon  y  —H  dy  fera  oblique  à  ds ,  plus  ds  fera 

grand  par  rapport  a  dx*  Donc  ~x  mefure  l’inégalité  de  l’a&ioft 

X... 
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de  la  force  centrale  fur  le  corps.  Donc  de  ce  chef  fa  mefure 

eft  “  y  &  elle  eft  d’autant  plus  grande  que  d  s  eft  plus  grand 

par  rapport  à  dx ,  parce  que  fon  application  eft  moins  avanta- 
geufe  ,  car  il  s  agit  uniquement  de  la  grandeur  de  la  force ,  ÔC 
non  d.e  celle  de  fon  aâion. 

1570.  Plus  la  force  centrale  fait  faire  de  grands  détours 
au  corps,  plus  elle  eft  grande.  Or  puifque  ce  corps  décrit  une 
Courbe,  la  grandeur  des  détours  qu’il  fait  à  chaque  inftant  eft 
la  même  que  celle  des  angles  de  contingence ,  ou  de  la  cour¬ 
bure  de  la  Courbe.  Or  les  différentes  courbures  font  en  rai- 
fon  renverfée  des  Rayons  de  la  Développée  que  j’appelle  r. 


Donc  de  ce  chef  la  mefure  de  la  force  centrale  eft  — . 

r 


1571.  Plus  la  force  centrale  fait  faire  de  détours  en  un 
même  temps ,  plus  elle  eft  grande.  Or  plus  la  viteffe  d’impul- 
fion  u  d’un  Corps  eft  grande ,  plus  il  faut  que  la  force  centrale 
lui  faffe  faire  en  même  temps  un  grand  nombre  de  détours  > 
pour  le  tenir  toujours  fur  la  Courbe.  Donc  de  ce  chef  la  me¬ 
fure  de  cette  force  eft  u. 

1572.  Et  comme  il  neft  pas  poftible  d’imaginer  rien  de 
plus,  on  a,enraffemblant  tout,  pour  mefure  ou  pour  expreffion 

de  la  force  centrale  pu  (  1  $6S)  x  —  (  1 569  )  x  (  1 570) 


x  2/(1571) 


p  uz  d  s 
r  cl  x 


1573.  Le  quarré  de  toute  viteffe  uniforme  peut  être  ex¬ 
primé  par  2 h,  h  étant  la  hauteur  d’où  le  corps  fera  tombé 

/  •  •  /T*  /  \  t'n  p  u*  d  s  i  p  h  d  s 

pour  acquérir  cette  viteffe  (1535).  Donc 

ce  qui  eft  une  des  formules  que  feu  M.  Varignon  a  données 
fur  ce  fujet  en  1705  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  des 
Sciences ,  &  celle  qui  m’a  paru  la  plus  propre  à  être  déduite 
immédiatement  &  naturellement  des  premières  notions. 

1 574*  Si  la  Courbe  décrite  eft  un  Cercle ,  on  a  ds  =  dx > 

&  par  conféquent  }  ce  qui  eft  la  formule  des  forces 
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centrales  dans  le  Cercle ,  donnée  par  feu  M.  le  M.  de  l’Hô¬ 
pital  en  1 700  dans  les  Mémoires  de  l’Académie.  r  exprime 
encore  ici  le  Rayon  de  la  Développée,  qui  dans  le  Cercle 
eft  le  même  que  le  Rayon. 

1  $7 S-  Des  quatre  principes  qui  entrent  dans  la  mefure  ou 
dans  la  formule  de  la  force  centrale ,  il  y  en  a  deux  ,  le  poicfc 
du  corps  &  fa  viteffe  ,  qui  ne  peuvent  jamais  aller  ni  dans  l’In¬ 
fini,  ni  dans  Y  infiniment  petit.  Mais  les  deux  autres  y  peuvent 
aller ,  &  c’eft  ce  que  nous  allons  examiner. 

Si  un  Rayon ,  par  lequel  agit  la  force  centrale ,  eft  tel  qu’il 
concourre  avec  le  côté  de  la  Courbe,  l’autre  Rayon  terminé 
à  l’autre  extrémité  de  ce  côté  concourra  auiïi  avec  lui,  &  par 
conféquent  ces  deux  Rayons  ne  feront  que  la  même  droite  ? 
nul  intervalle  infiniment  petit  du  ier  ordre  11e  les  féparera  y 

&  on  aura  d  x  =====  o  ,  ds  fubfiftant.  Donc  alors  eft  une 

*  r  ix 

grandeur  infinie. 

Cependant  la  force  centrale  eft  toujours  fuppofée  finie , 

aufli-bien  que  la  pefanteur.  Mais  =====  oc  lignifie  feulement 

que  fi  ce  cas  étoit  poftible,  la  force  centrale  feroit  infinie  ; 
car  fa  fonction  perpétuelle  étant  de  détourner  le  corps  de  la 
ligne  droite ,  &  de  lui  faire  décrire  une  Courbe ,  il  faudroit 
qu’elle  eût  cette  vertu  à  un  degré  infini  pour  la  pouvoir  en- 
.  core  exercer ,  lorfqu’elle  ne  combat  plus  du  tout  par  fa  direc¬ 
tion  celle  du  corps,  &  qu’au  contraire  elle  le  met  elle-même 
iur  la  même  ligne  droite.  Mais  comme  la  force  centrale  ne 

peut  être  infinie,  le  cas  de  j~  —  co  eft  phyfiquement  impof- 

fible ,  quoique  géométriquement  poflible.  Auiïi  n’ arrive-t’il 
jamais  dans  aucun  phénomène ,  que  la  force  centrale  ait  dans 
.aucun  point  la  même  direction  que  la  Courbe  qu’elle  fait 
décrire, ou  agifle  par  une  Tangente  de  cette  Courbe.  On  peut 
imaginer  que  les  Planètes  mues  d’une  première  impulfion  en 
lig  ne  droite  décrivent  des  Courbes  autour  du  Soleil ,  parce 
qu’une  force  centrale  inhérente  dans  le  Soleil  les  retire  per- 


5 '?<?  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

pétuellement  vers  lui  ,  mais  quelles  que  foient  ces  Courbes, 
Cercles ,  ou  Ellipfes ,  telles  qu’on  voudra ,  la  force  centrale 
n’agira  jamais  par  une  Tangente ,  parce  qu’on  ne  peut  tirer 
à  aucune  de  ces  Courbes  une  T angente  d’un  point  pris  au-de- 
dans  de  leur  circonférence.  Que  fi  par  une  efpece  de  jeu 
géométrique ,  on  imagine  que  la  force  centrale  réfide  dans 
un  point  pris  au-dehors  de  quelqu’une  de  ces  Courbes  ,  il 
s’enfuivra  néceffairement  que  quand  la  Planete  fera  arrivée  à 
un  point  où  la  direction  de  la  force  centrale  fera  Tangente  > 
cette  force ,  parce  qu’elle  n’eft  pas  infinie  ,  ne  pourra  conti¬ 
nuer  davantage  à  faire  mouvoir  la  Planete  fur  la  Courbe. 

1576.  Quoique  dans  le  cas  de  =====  oc  on  imagine  i 

du  moins  géométriquement,  la  force  centrale  comme  infini¬ 
ment  grande ,  il  n’y  a  point  de  cas  oppofé  où  l’on  puifle  l’i¬ 
maginer  comme  infiniment  petite  dans  le  même  fens ,  c’eft-à- 
dire ,  comme  appliquée  fi  avantageufement  que,  quoiqu’infi* 
niment  petite ,  elle  pût  encore  agir.  Sa  direction ,  &  celle  du 
corps  pendant  quelque  inftant ,  peuvent  dans  le  fens  qu’on 
vient  de  voir  être  la  même  ou  infiniment  peu  differentes  > 
mais  elles  ne  peuvent  jamais  être  infiniment  différentes ,  car 
elles  ne  peuvent  l’être  davantage  que  lorfqu’elles  font  per¬ 
pendiculaires  l’une  à  l’autre ,  ce  qui  n’efl  que  fini ,  &  a  une 

mefure  finie.  Et  en  effet,  d~  =====  o  eff  impofïible,  car  il  eft 

aifé  de  voir  que  ^ne  peut  être  =====  o ,  dx  fubfiffant. 

1^77*  Le  cas  le  plus  oppofé  à  celui  de  d~  =====  00  eft  donc 

^  =====  1 ,  c’eft-à-dire ,  celui  de  ds  ==  dx  ,  ou  de  la  force 

centrale  agiflante  dans  un  Cercle  au  centre  duquel  elle  réfide 
(  1 5*74  ),  alors  elle  agit  toujours  perpendiculairement  à  la 
direction  du  corps ,  ôc  avec  tout  l’avantage  poflible  de  ce 
chef. 

15*78.  La  direction  perpendiculaire  de  la  force  centrale 
donne  lieu  d’imaginer  aifément  un  effet  des  directions  obli¬ 
ques,  félon  quelles  font  pofées  d’un  côté  ou  de  l’autre  de  la 

direction 
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direétion  perpendiculaire.  Le  corps  décrit  un  côté  quelcon¬ 
que  de  la  Courbe  d’un  certain  feus  déterminé  ;  fi  la  direction 
oblique  de  la  force  centrale  tire  le  corps  en  ce  même  fens  .elle 
hâte  fon  mouvement  ,  fi  elle  le  tire  du  fens  contraire ,  elle  re¬ 
tarde  fon  mouvement  :  or  le  fens  dont  les  directions  obliques 
tirent,  dépend  de  leur  pofition  d’un  côté  ou  d’autre  d’une 
direction  perpendiculaire.  Elles  hâtent  ou  retardent  d’autant 
plus  le  mouvement  qu  elles  font  plus  obliques  ,  quoiqu’en 
même  temps  elles  aient  moins  d’effet  pour  détourner  le  corps, 
ou  lui  faire  décrire  une  Courbe.  Quant  aux  directions  per¬ 
pendiculaires  ,  elles  n’ont  nul  effet  par  rapport  à  l’accéléra¬ 
tion  ^  ou  au  retardement  du  mouvement. 

1 5*79.  De-là  il  fuit  que  dans  le  cas  de  —  =  00  ,  la  force 

centrale ,  dont  la  direction  concourroit  avec  celle  du  corps , 
n’auroit  d’autre  effet  que  de  hâter  ou  de  retarder  fon  mouve¬ 
ment  ,  félon  qu’elle  le  tireroit,  ou  du  même  fens  dont  il 
iroit  ,  ou  du  fens  contraire. 

1 5*  8  o.  Si  dans  ,  r, Rayon  de  la  Développée, eft:  =  00 ; 

c’eft-à-dire ,  fi  la  Courbe  au  point  fuppofé  elt  infiniment  peu 
courbe,  ou  à  queîqu’étendue  en  ligne  droite,  comme  il  arrive 
ordinairement  dans  les  inflexions,  rdx  elt  une  grandeur  finie , 

&  2phds  une  infiniment  petite  ,  &  par  conféquent 

==  o ,  c’eft-à-dire ,  que  la  force  centrale  agit  infiniment  peu  : 
car  elle  ne  peut  être  infiniment  petite,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  c’effà-dire,  que  quand  elle  feroit  infiniment  petite  , 
elle  n’agiroit  pas  moins.  En  effet ,  il  n’eft  pas  befoin  d’une 
force  centrale'pour  donner  un  mouvement  en  ligne  droite , 
que  le  corps  a  de  lui-même.  Et  comme  il  eft  impofiible  que 
la  force  centrale ,  dont  l’effet  effentiel  efl:  de  détourner  le 
corps ,  ait  réellement  contribué  à  ce  mouvement  en  ligne 
droite,  ce  cas  efl;  phyfiquement  impofiible,  auffi  bien  que 

celui  de  L*  —  00 ,  c’eft-à-dire ,  qu’une  force  centrale  ne  peut 

jamais  faire  décrire  une  Courbe  qui  ait  une  étendue  en  ligne 

Yy  y 


ElEMENS  DE  LA  Ge'oME'tRIE 
droite  plus  grande  que  celle  d’un  de  fes  côtés. 

i  c  8  i  »  Sir  =  o  ,  ou  la  Courbe  infiniment  courbe ,  ^4^ 

J  r  w  x 

s==  oo  :  mais  la  force  centrale  ne  pouvant  être  infinie,  ni  par 
confisquent  fon  a&ion ,  ce  cas  eft  phy fiquement  impoffible. 

i  y  8  2.  Donc  il  eft  phyfiquement  impoffible  que  des  Cour¬ 
bes  décrites  par  des  corps  en  vertu  de  forces  centrales^  aient 
des  Tangentes  qui  concourrentavec  aucun  de  leurs  points  , 
du  côté  où  réfide  la  force  centrale,  ni  une  courbure  nulle  ou 
infinie. 

1583.  Au  lieu  de  concevoir  un  Corps  qui  décrit  une 
Courbe  en  vertu  d’une  première  impulfion  en  ligne  droite  9 
ôc  de  l’aôtion  continuelle  d’une  force  centrale  inhérente  à  un 
point  fixe  pris  au  dedans  de  cette  Courbe,  fi  l’on  conçoit  ce 
même  Corps  tombant  par  fa  pefanteur  le  long  d’une  Courbe , 
du  côté  qu  elle  eft  concave ,  comme  le  long  d’un  Canal  qui 
le  conduiroit ,  il  eft  clair  que  le  mouvement  de  ce  Corps ,  qui 
par  la  pefanteur  feule  ne  feroit  que  reétiligne ,  devient  curvi¬ 
ligne  à  caufe  de  la  Courbe  fuppofée ,  qu’elle  l’empêche  à  cha¬ 
que  moment  de  prendre  le  mouvement  rediligne  qu’il  tend 
à  prendre,  &  que  par  conféquent  cette  tendance  eft  une  cer¬ 
taine  force  qu’il  exerce  à  chaque  moment  contre  la  Courbe 
qui  lui  réfifte.  Si  la  Courbe  manquoit  au  Corps,  ou  finifïbit , 
&  je  fuppofe  que  ce  fût  par  un  petit  côté  incliné  à  Fhorifon , 
le  Corps  devenu  libre  fuivroit  la  direction  de  ce  dernier  petit 
côté,  ou  de  la  derniere  T angente  de  la  Courbe ,  ôc  par  confé¬ 
quent  ce  petit  côté  étant  conçu  comme  un  arc  circulaire  infi¬ 
niment  petit ,  décrit  fur  un  certain  Rayon ,  ôc  d’un  certain 
centre,  le  Corps  s’éloigneroit  toujours  de  ce  centre.  Et  com¬ 
me  c’eft  évidemment  la  même  chofe  pour  tous  les  petits 
côtés  de  la  Courbe ,  la  force  que  le  Corps  exerce  à  chaque 
moment  fur  chacun  d’eux,  peut  être  appellée  centrifuge ,  par 
rapport  aux  différens  centres  de  tous  ces  petits  côtés  pris 
pour  des  arcs  circulaires  infiniment  petits. 

ï  y  84.  Donc  fi  une  Courbe  quelconque  eft  différemment 
inclinée  à  l’horifon  en  tous  fes  points ,  &  qu’un  Corps  tombe 
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le  long  de  fa  concavité ,  il  exerce  contre  chacun  de  Tes  petits 
côtés  deux  différentes  forces.  L’une  eft  celle  de  fa  pefanteur, 
car  chaque  petit  côté  de  la  Courbe  foutient  ce  Corps  ,  ôc 
porte  une  partie  plus  ou  moins  grande  de  fa  pefanteur  abfo¬ 
lue  *  félon  qu’il  eft  plus  ou  moins  incliné  à  l’horifon.  L’autre 
force  eft  la  centrifuge  par  laquelle  il  tend  à  s’éloigner  en 
ligne  droite  du  centre  de  chaque  petit  côté  ou  arc  qu’il  dé¬ 
crit.  Nous  ne  parlerons  point  de  la  ire  force  >  qui  eft  extrê¬ 
mement  connue  ,  il  ne  s’agit  que  de  la  2de. 

1585.  Dans  le  cas  fuppofé  ,  la  force  centrifuge  agit  à 
chaque  inftant  comme  dans  un  Cercle  y  &  d’un  inftant  à  l’au¬ 
tre  comme  dans  un  Cercle  différent *  de  forte  que  r  eft  le 
rayon  variable  de  ces  Cercles *  &  le  rayon  de  la  Développée 
de  la  Courbe  à  un  point  quelconque.  Donc  la  force  centri¬ 
fuge  de  chaque  inftant  s’exprime  par  ~L  (  r  577  ). 


ij  8  6.  Sur  cela  on  peut  faire  une  remarque  y  qui  fervira  Application. 
à  confirmer  l’ufage  de  notre  Théorie  des  différens  Infinis,  de  u  Théorie 
Dans  les  Mém.  de  f  Acad,  de  1 700  (  p.  p  &  fuiv.  )  feu  M. 

Courbe. 


de  l’Hôpital  a  trouvé  dx 


dy  X  V y Va 


V''  z  V  a  y  —  a 


pour  l’équation  diffé¬ 


rentielle  d’une  Courbe, telle  qu’un  Corps  quitomberoit  libre¬ 
ment  le  long  de  fa  concavité  y  <k  qui  par  conféquent  la  prefi 
feroit  différemment  à  chaque  point*  tant  parla  pefanteur  que 
par  fa  force  centrifuge  ,  toutes  deux  toujours  différemment 
combinées  enfemble  *  la  prefferoit  toujours  aVec  une  force 
égale  à  la  pefanteur  abfolue. 

Cette  Courbe  a  un  dernier  côté  horifontal,  &  parallèle  à 
l’axe  *  auquel  répond  une  Ordonnée  infinie  *  qui  eft  auili  une 
hauteur  infinie  d’où  le  Corps  eft  tombé.  Le  Corps  arrivé  à 
ce  dernier  côté  le  preffe  par  toute  fa  pefanteur  abfolue,  & 
par  conféquent  la  force  centrifuge  doit  alors  être  nulle  *  car 
autrement  le  Corps  prefferoit  alors  la  Courbe  par  une  force 
plus  grande  que  fa  pefanteur  abfolue.  D’ailleurs  parce  que  la 
force  centrifuge  doit  être  nulle  à  ce  dernier  côté ,  le  rayon 
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de  la  Développée  y  doit  être  infini  >  &  il  l’eft  en  effet  par 

la  nature  de  la  Courbe.  Donc  fi  on  applique  là  la  formule 

~  >  on  a  h=iCO,  r==  go >  &  par  conféquent  -~=  2p  j 

force  centrifuge ,  qui  non-feulement  n’eft  pas  nulle ,  mais  eft 
double  de  la  pefanteur  abfolue. 

Il  y  a  donc  là  de  l’erreur  ,  ôc  elle  vient  ,  comme  nous 
l’avons  vu  bien  des  fois >  des  infinis  mal  caraêtérifés. 

Je  prens  le  rayon  de  la  Développée  de  cette  Courbe 

félon  la  formule  ordinaire  — dy-. 

— —  ddy 

Puifque  dans  cette  Courbe  dy  =  —  )Oni 


: dy 8  = 1  Val—=ldLÈl  &  df  dx 

y - V  a  y  -j-  a 


V  dx 


,  2 


Vy  — Va 


■.  On  a  par  le  calcul  ddy 


2  V ay  —  a-\-y  —  zV  ay  -f-  a  x  dxx 
y - 2  Vây  -f-  a 

_  — — dydxVa  ^ 


- 

2-^  2  V  ay - axVy  — V  fi 


v. 


Donc  d- xl  .f z ,  &  en  mettant  au  lieu 

- ddy  dy  \  a 

de  dx ,  fa  valeur îgî,  il  vient  =2/_><vÿ=Tl. 

—  «  —  '"J'  v- 

Si_y  =  co  j  on  a  donc  pour  le  Rayon  de  la  Développée 


en  ce  point  r 


200  x  œ 
Va 


2  00 


Va 


Donc  dans  la  Courbe  d’égale  prefilon  ,y  ou  h  étant  =  OO  y 

1  —  3  _ r 

fe  réduit  pour  l’ordre  à  ~~r  =  00  *  =  OC  1 

1 

00 

s=5  y  force  centrifuge  infiniment  petite» 

T 

OO 

15*87.  Puifqu’à  l’extrémité  de  cette  Courbe  le  rayon  de 
la  Développée  eft  infini  y  la  courbure  eft  alors  infiniment  pe¬ 
tite  y  &  ç’eft  effe&iyement  ce  qui  rend  la  force  centrifuge. 
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nulle  malgré  la  viteffe  infinie  ,  car  il  n’y  a  point  de  force 
centrifuge  dans  un  mouvement  fait  en  ligne  droite ,  quelle 
qu’en  foit  la  viteffe. 

1588.  Mais  puifque  le  rayon  de  la  Développée  eft  de 

l’ordre  de  ccT,ou  au  deffus  du  Fini  de  plus  qu’un  ordre 
potentiel ,  il  faut  que  la  courbure  foit  plus  qu’infiniment  peti¬ 
te  ,  ou  ,  félon  la  Théorie  de  la  Se£t.  xm  ,  au  deffous  de  — i-  . 

00 1 

de  plus  qu’un  ordre  potentiel  ;  &  pour  voir  plus  précifément 
ce  qui  en  eft,  on  peut  prendre  cette  courbure  de  l’extrémité 
félon  cette  Théorie. 

On  aura  ,  après  les  fubftitutions  néceffaires  ,  ddy  ==? 
7~dr  9  ce  qui  feul  donne  la  courbure  de  l'extrémité  * 

zy  x  z  v y  —  Va 

puifqu  alors  ds  =  dx,  le  dernier  côté  étant  parallèle  à  l’axe* 
y  étant  aufti  alors  =====  oc,  ona ~ d-]~  ==  Refte  à 


4JK 


4<x> 


favoir  ce  que  vaut  dy\ 

On  a  par-tout  dy  .  dx  :  :  V  2  V ay - a.  Vy - Va,  &c 

dans  l’Infini ,  dy  .  dx  ::  iS 2  V~ay  .  Vy  ,  &  pour  l’ordre 
:  :  oc  4 . 00  z.  Donc  en  fuppofant  dx  =  —  ,  puifqu  *il  fub- 


fifte  dans  le  parallélifme ,  on  aura  dy .  —  :  :  00  4 . 00  » ,  ou 


dy 

&' 

& 


00  + 


00  x  00 


00 


Donc  dy" 


00 


4 


00 


■p 

z 


dy‘ 


00 


~  >  courbure  qui  eft  entre  l’ordre  de 


09  1 


00 


CO 


1589.  On  peut  remarquer  ici  que  Comme  à  la  courbure 
de  l’ordre  de  que  nous  appelions  ordinaire  &  finie, répond 
un  rayon  de  la  Développée  fini  ;  il  doit  répondre  à  une  çour^ 
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bure  de  l’ordre  de  —  un  rayon  de  la  Développée  de  l’ordre 

CO  5  L 


de  oo  j  &  à  une  courbure  qui  paffe  fans  aller  jufqu’à 


OO  4 


un  rayon  de  la  Développée  qui  foie  entre  go  &  oo2 *  ôc  c’eft 

effectivement  ce  qui  fe  trouve  ici.  De  plus  OO1  eft  précifé- 
ment  moyen  géométrique  entre  oo  &  oo2  comme  l’eft 


entre  & 

00  > 


15*90.  Il  eft  très.~aifé  de  voir  par  la  nature  de  la  Courbe 
d’égale  preffion  qu  elle  n’a  point  d’Afymptote  *  ôc  félon  la 
courbure  qu’on  lui  trouve  ici  à  fon  extrémité *  elle  n’en  doit 
pas  avoir  (1182).  Cette  Courbe  eft  du  nombre  de  celles  qui 
font  Courbes  dans  une  étendue  infinie*  &  enfuite  droites  dans 
une  étendue  finie  (1182)*  c’eft  alors  que  la  force  centrifuge 
y  devient  nulle. 

1  59  1 .  On  peut  prendre  une  idée  de  cette  Courbe  *  en  con- 
fidérant  feulement  les  expreffions  de  la  force  centrifuge  va¬ 
riable  à  chaque  point,  Ce  de  l’action  de  la  pefanteur  variable 
auffi*  félon  que  la  Courbe  eft  plus  ou  moins  inclinée  à  l’ho- 
rifon.  Je  fuppofe  qu’un  côté  quelconque  de  la  Courbe  étant 


ds  *  il  eft  prouvé  que  cette  action  de  la  pefanteur  eft 


pdx 

~üs* 


Le  Corps  eft  fuppofe  tomber  librement.  Donc  il  ne  tombe 
que  le  long  de  la  concavité  de  la  Courbe*  car  il  eft  vifible 
qu’il  ne  fuivroit  jamais  fa  convexité. 

Il  eft  naturel  de  penfer  d’abord  que  la  Courbe  dans  toute 
fon  étendue  tournera  fa  convexité  vers  i’horifon*  comme  fe- 
roit  un  Quart  de  Cercle  pofé  fur  un  plan  horifontal  auquel 
il  feroit  perpendiculaire  par  fon  extrémité  fupérieure.  En  ce 
cas  le  Corps  fera  toujours  foutenu  par  la  Courbe  *  ôc  il  la 
preffera  tant  par  la  force  centrifuge  que  par  la  pefanteur. 

Mais  parce  que  tout  ce  qui  peut  être  conçu  fans  contra¬ 
diction  eft  pofîible  &  néceffaire  en  fait  de  Courbes  *  il  eft 
poflîble  que  cette  Courbe  ait  dans  une  partie  de  fon  étendus 
fa  concavité  tournée  vers  l’horifon  *  comme  iauroit  le  Quart 
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de  Cercle  dont  on  vient  de  parler,devenu  demi-Cercle.  Alors 
il  eft  vrai  que  dans  la  moitié  fupérieure  de  ce  demi-Cercle 
concave  vers  l’horifon  ,  le  Corps  ne  feroit  pas  foutenu  par  la 
Courbe  ,  à  ne  confidérer  que  fa  pefanteur ,  ôc  par  conféquent 
ne  la  prefferoit  pas ,  qu'au  contraire  fa  pefanteur  ne  tendroit 
qu’à  le  faire  tomber  verticalement  :  mais  la  force  centrifuge 
peut  être  telle  qu’elle  tendra  à  appliquer  le  Corps  contre  cet¬ 
te  même  partie  de  la  Courbe  ,  d’où  la  pefanteur  tendra  à  le 
détacher. 

Donc  la  force  centrifuge  concourant  tantôt  avec  la  pe¬ 
fanteur  y  ôc  tantôt  la  combattant  >  il  faut  exprimer  en  général 

la  fomme  de  leurs  a  étions  par  &  cette  grandeur 

complexe  doit  toujours  par  la  fuppofition  être  Ou  en 

prenant  pour  p  une  ligne  confiante  a  qui  la  repréfentera ,  ôc 

entrera  dans  l'équation  de  la  Courbe  >  on  aura  ~  -4-  ~ 

=  a . 

Pour  trouver  l’origine  de  la  Courbe  ,  je  vois  qu'il  y  faut 
fuppofer  la  hauteur  h  d’où  le  Corps  tombe y  la  moindre  qui! 

foit  poffible.  Je  prens  h  —  o,  Donc  ~  =  a.  Donc  la  force 

centrifuge  n’agit  point ,  ôc  de  plus  dx  —  ds  ;  c’eft-à-dire  ,  que 
la  Courbe  a  fon  premier  côté  parallèle  à  Taxe  ou  à  fhorifon. 
Donc  alors  le  Corps  ne  peut  que  tomber  verticalement  par 
fa  pefanteur,  ôc  il  n7y  a  nulle  preffion.  Donc  le  cas  de  h  ■=  o 
eft  impoffible.  Donc  à  l'origine  de  la  Courbe  h  eft  une  gran¬ 
deur  finie ,  ou  le  Corps  a  déjà  une  viteffe  telle  qu’il  l’auroit 
acquife  en  tombant  en  ligne  droite  de  cette  hauteur  h . 

h  étant  finie  à  l’origine ,  —  n’y  peut  être  =  o  autrement 

que  par  r  ==?  00  ;  mais  alors  il  n’y  auroit  point  de  courbure , 
&  le  Corps  continueroit  à  tomber  en  ligne  droite  fans  faire 
de  preffion ,  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition  de  l’origine  de  la 
Courbe ,  ôc  de  toute  l’étendue  de  la  Courbe. 

Par  la  même  raifon  ~  ne  peut  à  cette  origine  être  t==  o 


V»  j 
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car  cela  marquerait  un  premier  côté  vertical ,  &  le  Corps  ne 

feroit  encore  que  continuer  à  tomber  félon  la  ligne  droite  h. 

Donc  à  l’origine  la  grandeur  complexe  —  —  fubfifte. 

r  —  i  d  s 

On  y  peut  fuppofer ,  comme  on  a  fait  d’abord  >dx~dsy 
c’eft- à-dire  ,  le  côté  horifontal ,  ce  qui  donne  a  ==  a  , 

ci 

&  néceffairement  — -  a  =====  a  ,  puifque  ~  n’eft  pas 

=  o.  De-là  fuit  h  =  r.  Donc  à  ce  premier  côté  horifontal 
fuppofé  la  force  centrifuge  eft  double  de  la  pefanteur  qui 
tend  à  faire  tomber  verticalement  le  Corps  que  la  Courbe  ne 
foutient  nullement  ,  la  force  centrifuge  applique  le  Corps 
contre  la  Courbe  ,  &  caufe  feule  la  prefifion  ;  6c  elle  ne  la  eau- 
fe  qu’avec  un  effort  égal  à  la  pefanteur  abfolue  du  Corps  , 
puifque  la  moitié  de  fon  effort  ou  de  fon  aCtion  eft  détruite 
par  la  pefanteur  qui  agit  directement  contr’elle.  De  plus  à  ce 
premier  côté  horifontal  la  hauteur,  d’où  le  Corps  doit  être 
tombé  pour  avoir  la  viteffe  qu’il  a;  eft  égale  au  rayon  de  la 
Développée  de  la  Courbe. 

dx  ayant  été  pris  arbitrairement  ==  ds ,  &  fans  aucun  rap¬ 
port  néceffaire  à  l’origine,  elle  n’eft  point  encore  néceffaire- 
nient  déterminée  :  mais  fl  en  la  fuppofant  on  trouve  que  tou¬ 
tes  les  variations  poftibles  de  la  Courbe  s’y  lient,  elle  le  fera 
effectivement. 

dx  ayant  commencé  par  être  =  ds ,  ne  peut  varier  qu’en 
devenant  plus  petit ,  car  il  ne  peut  pas  être  plus  grand.  Si  en¬ 
fin  dx  =====  o  ou  ~  ===  o ,  on  a  ==  a ,  c’eft-à-dire ,  que  la 

Courbe  ayant  eu  un  côté  horifontal ,  vient  à  en  avoir  un  ver¬ 
tical  le  long  duquel  le  Corps  tombe  fans  caufer  aucune  pref- 
jfion  par  fa  pefanteur ,  que  la  force  centrifuge  feule  caufe  la 
preffion  en  appliquant  ce  Corps  contre  le  côté  vertical,  &c 
comme  il  faut  que  ce  foit  avec  une  force  égale  à  la  pefanteur 
abfolue,  il  faut  que  2 h  foit  ==  r. 

Donc  dans  la  variation  qui  a  été  depuis  le  côté  horifontal 
jufqu  au  vertical, la  force  centrifuge  de  double  quelle  étoit  de 

la 
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la  pefanteur  abfolue  P  lui  eft  devenue  égale.  Donc  elle  a  tou¬ 
jours  décru. 

Et  puifqu’elle  agiffbit  feule  au  commencement  de  cette 
variation ,  &  qu’elle  agit  encore  feule  à  la  fin ,  elle  a  toujours 
agi  feule  pendant  toute  la  variation ,  j’entens  quant  à  la  pref- 
fion.  Donc  la  pefanteur  l’a  toujours  combattue  >  ôc  a  toujours 

diminué  fon  effort.  Donc  la  grandeur  générale  ~  -h  ~ 

a  toujours  été  dans  cette  variation  ^ 

Donc  la  Courbe  y  a  toujours  été  concave  vers  Phorifon  > 
puifqu’elle  ne  foutenoit  nullement  le  Corps. 

En  même  temps  il  eft  vifible  que  la  hauteur  h  ne  peut 
qu  avoir  augmenté.  Et  comme  r  >  qui  étoit  d’abord  -=  i,eft 
devenu  =  2  hy  cela  veut  dire  que  par  rapport  à  la  hauteur 
d’où  le  Corps  étoit  tombé  ou  à  là  viteffe  ^  le  rayon  de  la  Dé¬ 
veloppée  a  été  deux  fois  plus  grand ,  ou  la  courbure  de  la 
kCourbe  deux  fois  moindre  à  la  fin  de  la  variation  qu’au  com¬ 
mencement  ,  ce  qui  a  diminué  de  moitié  la  force  centrifuge 
prife  en  elle-même. 

Après  dx—o  ou  ~==  o  >  dx  ne  peut  que  recommencer 
à  croître  par  rapport  à  ds.  Et  après  que  la  grandeur  générale 

a  ah  adx  /  /  i  •  %ah  adx  *i  n 

—  -H  —  a  etc  pendant  une  variation  —  * - ~  >  il  faut 

quelle  devienne  ~  — P-  C’eft-à-dire ,  que  la  Courbe 

recommence  à  avoir  des  côtés  inclinés  à  l’horifon  *  &  que  !a 
force  centrifuge  commence  à  caufer  la  prelfion  conjointe¬ 
ment  avec  la  pefanteur.  Donc  alors  le  Corps  eft  foutenu  en 
partie  par  la  Courbe  qui  tourne  fa  concavité  vers  Phorifon. 

Comme  ~  croît  toujours  par  l’augmentation  continuelle 

que  d  x  prend  par  rapport  à  ds  3  il  faut  que  ^  décroilfe  pour 

eonferver  l’égalité  efifentielle  à  la  Courbe.  Donc  dans  cette 
fécondé  variation  le  Corps  preffe  toujours  la  Courbe  par  une 
plus  grande  partie  de  fa  pefanteur  abfolue ,  &  moins  par  & 
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force  centrifuge  qui  concourt  alors  avec  la  pefanteur. 

A  la  fin  de  la  variation  >  il  faut  que  dx  foit  =  ds ,  ou  qu’il 
y  ait  un  côté  horifontal,  qui  fera  donc  preflfé  par  toute  la  pe¬ 
fanteur  du  Corps.  Alors  =  a.  Donc  —  ==3  o.  Ce  qui 

ne  fe  pourroit ,  h  étant  alors  néceflairement  infinie ,  fi  r  ri étok 
un  Infini  d’un  ordre  fupérieur  ,  ainfi  que  nous  avons  vû. 

Il  fuit  de  tout  cela  que  l’origine  de  la  Courbe  ,  que  nous 
avons  fuppofée  y  étoit  effectivement  la  vraie. 


REFLEXION 
SUR  LES  SOMMES  DES  SUITES, 

Qui  a  été  faite  trop  tard  pour  être  inférée  dans  le  corps 

du  Livre . 

S  0 1  t  la  Suite  A2  A ,  qui  eft  1  H—  1  =====  2 . 4  -4-  2 

=====  6 .  p  H—  3  =  12.20. 30 . 42  j  Ôcc.  à  l’Infini. 

Je  dis  que  quoique  A1  H—  A  ait  fes  termes  plus  grands 
que  les  correfpondans  de  A1  y  elle  n’a  que  la  même  fomme 

que  Az  9  car  la  fomme  de  A 2  eft  -C22  (  y8o),  &  celle  de  A~ 

-4-  A  eft  donc  —  -4-  =—  ,  conclufion  qui  fera 

reçue  de  tous  ceux  qui  admettent  l’Infini. 

Mais  afin  que  cela  foit ,  il  faut  néceflairement  que  tous  les 
termes  de  A2  -4-  A  n’aient  pas  été  plus  grands  que  ceux  de 
Az y  comme  ils  l’étoient  à  l’origine  de  leur  Suite5&  qu’ils  aient 
commencé  à  un  certain  endroitàn’êtrequ’égaux  à  ceux  de  A2. 

il  faut  de  plus  que  tous  les  termes  de  A2  -h  A  ,  plus  grands 
que  ceux  de  Az ,  n’entrent  point  dans  la  fomme  de  A2  h~  A y 
ôc  pour  cela  il  faut  que  la  fomme  de  ces  termes ,  plus  grands 
que  leurs  correfpondans  dans  /i2 ,  difparoiffe  devant  ceux 
d  un  ordre  fupérieur  qui  les  fuivent  dans  A2  *4-  A  ^  &  pour 
difparoître.,  il  faut  qu  ils  ne  loient  qu’en  nombre  Fini. 

Or  tout  cela  arrive  félon  les  principes  qui  ont  été  établis* 
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n  étant  fucceflivement  tous  les  Nombres  Naturels,  + 
l’expreflion  générale  de  A 2  —h  Quand  «  eft  un  nombre 
fini  indéterminable  fi  grand  que  par  l’élévation  au  quarré  il 
devient  Infini,  on  a  nn-{-n  z==nn ,  &  à  plus  forte  raifon  tous 
les  nn  n  fuivans  ne  font  que  nn ,  Ôc  A%  -f-  A  n’eft  plus 
que  A\  Et  le  premier  nn  — h-  n  =^nn  n’eft  qu’à  une  diftan- 
ce  Finie  de  l’origine  de  la  Suite ,  &  par  conféquent  tous  les 
termes  précédens  Finis  ne  font  qu’en  nombre  fini ,  &  leur 
fournie  finie  difparoît  devant  les  Infinis  qui  fuivent ,  &  ils 
font  tous  inutiles  à  la  fomme. 

De  même  tous  les  nn  finis  de  y^2,  qui  font  en  même 
nombre  que  les  nn-\-*n  Finis  de  A%  A ,  &  plus  petits ,  font 
inutiles  à  la  fomme  (  2 1 1  ).  D’où  il  fuit  que  quant  à  la  fomme 
A'  -4-  A  n’eft  exaûement  que  A\ 

Je  ne  vois  pas  qu’on  put  expliquer  autrement  à  priori  la 
caufe  de  l’égalité  des  deux  fommes. 

Il  eft  vifible  qu’il  en  ira  de  même  de  A 2  —  A. 

Le  même  raisonnement  fubfiftera  fur  les  Suites  de  Figurés 
comparés  aux  An  qui  leur  répondent,  c’eft-à-dire^furla  Suite 
des  Triangulaires  que  j’appelle  T,  comparée  à  A ,  fur  la  Suite 
des  Pyramidaux  que  j’appelle  P ,  comparée  à  A 5 ,  &c. 

Un  nombre  Triangulaire  quelconque  étant  -TttT  (126)  ? 

T  commence  à  n’avoir  plus  que  des  ~  dès  que  n  n  eft  Infini, 

&  à  commencer  de  ce  point  là  les  termes  de  T  ne  font  que 
ceux  de  A*  divifés  par  1 ,  &  par  conféquent  la  fomme  de  T 
fera  la  fomme  de  A 2 ,  qui  aura  2  pour  divifeur.  Or  la  fomme 

totale  de  Ax  eft  ■—  ,  6c  la  fomme  totale  de  T  eft  ~~  (576) 
==  — Donc  la  fomme  totale  de  A1 ,  &  celle  de  T  ne 

3x2 

font  que  les  mêmes  que  fi  ces  deux  Suites  ne  commençoient 
qu’au  premier  nn  Infini.  Donc  tous  les  termes  qui  ont  précédé 
cet  nn  dans  l’une  &  l’autre  Suite  font  inutiles  à  leurs  tommes* 
Us  ne  pourroient  l’être  ,  s’ils  étoient  en  nombre  infini  9 
car  étant  finis  ils  feroient  une  fomme  de  l’ordre  de  00  qui 


£4$*  Elem.  de  la  Ge'ome't.  ds  l'Tnfinl.- 
fe  joindroit  d’un  côté  aux  oo  de  A% ,  ôc  de  l’autre  aux  OO  de 
T  y  &  de  plus  comme  tous  les  termes  de  T  font  moindres  que* 
ceux  de  A* ,  &  tous  les  Finis  de  T  moindres  que  ceux  de  A 24 
dans  un  plus  grand  rapport  que  celui  de  i  à  2 ,  ce  rapport 
ne  venant  que  dans  l’Infini ;  ce  nombre  infini  de  termes  finis 


qui  entreroient  de  part  &  d’autre  dans  les  deux  fommes  to¬ 
tales  ,,  &  dont  les  fommes  auroient  un  autre  rapport  que  ce¬ 
lui  de  1  à  2  *  empêcheroit  que  le  rapport  de  la  fomme  totale 
de  T  à  celle  de  Az  ne  fût  exactement *  comme  il  l’eft*  celui 
de  1  à  2. 

Donc  le  premier  n  n  infini  de  T  &  de  A2  n’eft  qu’à  une 
diftance  finie  de  leur  origine ,  &  n  eft  un  Fini  indéterminable; 

On  en  dira  autant  de  P  comparée  à  A\  Chaque  Pyramidal 


étant  (126)9  la-  fomme  de  A1  =3  —  y  &  celle 
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de  P  —  —  (  y7(5)  =5-^ ,  on  voit  que  dès  que  n3  eft  Infini' * 

244x6 

chaque  terme  de  P  eft  |  du  terme  correfpondant  de  A 3  >  que 
par  là  la  fomme  totale  de  P  eft  j  de  celle  de  A 5  d’où  tout 
le  refte  fuit» 

Les  fommes  de  tous  les  ordres  des  Figurés  ne  font  donc 
que  les  fommes  des  An  correfpondantes  divifées  par  le  divi- 
leur  de  la  formule  de  chaque  ordre  *  &  quoique  les  Suites 
de  Figurés  5  prifes  dans  tout  leur  cours  fini ,  foient  fort  diffé^ 
rentes  des  An  correfpondantes^  elles  ne  font  plus^  dès  qu’elles 
ont  atteint  l’Infini >  que  ces  mêmes  An  divifées  par  le  nom¬ 
bre  confiant  qui  leur  convient ,  &  tous  leurs  termes  finis  * 
qui  font  les  feuls  que  nous  connoifiions  *  &  qui  les  cara£té-« 
rifent  à  notre  égard ,  n’entrent  pour  rien  dans  leurs  fommes. 

Il  fuit  de-là  qu’il  ne  faut  pas  juger  les  Suites*  fur  tout  à 
l’égard  des  fommes  par  leurs  termes  finis  feuls  >  &  qu’il  eft 
néceffaire  de  les  fuivre  dans  l’Infini ,  où  il  arrive  fouvent  des. 
ehangemens  confidérables  *  &  qu’on  n’eût  pas  prévus. 
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